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IV | Vorrede. 


zunächſt auf das ſechſte Kapitel, dann auf den An⸗ 
hang zum achten Kapitel, endlich auf den Anhang am 
Schluſſe des Bandes aufmerkſam. Man wird in letz⸗ 
tern beiden Anhängen einiges Neue finden, theils in An⸗ 
ſichten, theils in Beweiſen; im ſechſten Kapitel dage⸗ 
gen wird man eine unnöthige und läftige Weitläufig- 
eit, fo wie auch Unbrauchbarfeit mehrerer Detaild nicht 
verfennen. Und doch fonnte der DVerfaffer dieſes Kapi: 
‚tel nicht anders abfaffen, weil er die Abficht hatte, den 
Anfängern den Gebraud der Integral» Rechnung als 
Summationd: Mittel recht anfhaulid und umfaffend zu 
zeigen, und zu Diefem Zwecke alle Fälle, aud) die in den 
gewöhnlichen Anwendungen nicht vorfommenden, durch⸗ 
nehmen mußte. Nichts belehrt über fehmwierigere Gegen; 
ftände den Anfänger mehr, als logifche Erſchöpfung des 
Gegenſtandes in einem noch einfachen Falle. 

In ſtatiſcher Beziehung hebt der Verfaſſer außer 
dem zehnten Kapitel noch das neunte hervor, welches 
dem zehnten zur feſten Grundlage dient. Man wird 
darin manches Bekannte entſchiedener ausgeſprochen und 
vielleicht auch hier und da neue Ideen vorfinden. 

Wenn man bedenkt, daß in der Note S. 5. Zeile 
7. — 10. durchaus noch nicht von Maſſen die Rede 
feyn Fann, weil folche erft viel fpäter zum Borfchein kom⸗ 
men, fo wird man diefelbe nicht für unwahr halten. 
MWeil diefe vier Zeilen aber eine Unmwahrheit enthalten, 
fobald man Maffen berüdfidhtigt, und folches 
S. 5. ausdrüdlih zu fagen unterlaffen worden ift, fo 
holt der Verfaſſer ſolches hier noch feierlichſt nach, um 
nicht durch eigene Schuld Anlaß zu Mißverſtandniſſen 
gegeben zu haben. 
Berlin, zu Oftern 1837. 


M. Ohm. 
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C. Mechanik, oder Statik und Dynamit. 


Zweiter Theil. 
Statik fefter Körper. 


Erftes Kapitel. Allgemeine Begriffe und Saͤtze (8. 1. — 8. 9). 


$. 1. Feſtes Syſtem, fefter Körper erklärt. Abfolut feſtes Syſtem. 

§. 2. Freies, unfreies Syſtem. 

$. 3. Loſes Syſtem. 

§. 4. Unbedingtes, bedingtes Gleichgewicht. 

$. 5. Gleichgeltende Kräften⸗Syſteme; mittlere Kraft, Seiten Kräfte der 
finirt. 

$. 6. Grundfag. Jeden Punkt in’der Richtung der Kraft kann man zum 
Angriffö- Punkte wählen. 

6. 7. Gleiche und genau entgegengefegte Kräfte vernichten fichs auch der 
umgefehrte Satz. 

$. 8. 1. Drei Kräfte im Gleichgewicht ſchneiden fich allemal in einem und 
demfelben Punkte, ober find alle drei mit einander parallel; und ihre 
Richtungen liegen immer in einer und derfelben Ebene. II. Zwei Kräfte, 
deren Richtungen nicht in einer und derfelben Ebene liegen, haben Feine 
mittlere Kroft. 

6. 9. Bedingungs > Gleichungen des Gleichgewichts dreier folcher Kräfte. 
Dereinigung zweier in eine mittlere. B. II. Definition des Gegen: 
Paars. 


Anmerk. 1. u. 2. Vereinigung und Gleichgewicht beliebig vieler Kräfte 


in einer und derfelben Ebene, und lauter paralleler Kräfte im Raume. 


Zweites Kapitel Von der Zufammenfeßung, Zerlegung und vom 
Sfeichgerwichte der Gegen: Paare ($. 10. — 8. 22.). 
$. 10. Are, Richtung des Gegen» Paares definirt. 


® 
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S. 11. 1) Moment, Arm des Gegen⸗Paares. 2) Parallele Gegen⸗Paare 
in parallelen Ebenen und. mit gleichen Armen find gleichgeltend. 3) 
Gegen: Paare in derfelben Ebene, mit gleicher Richtung und gleichen 
Momenten find gleichgeltend. 4) Gegen⸗Paare in beliebigen parallelen 
Ebenen beliebig liegend mit gleichen Momenten und einerlei Richtung . 
find gleichgeltend. 5) Nedueirtes Gegen-Paar. 6) Ein Gegens Paar 
ift beftimmt durch feine Are, fein Moment und feine Richtung. 7) 
Vereinigung zweier 8) und mehrerer Gegen⸗Paare, bie in einer und ders 
felben Ebene oder in parallelen Ebenen liegen, in ein einziges, wenn 
fie nicht im unbedingten Gleichgewichte ſtehen. - 
. 12. Parallelsgramm der Gegen » Paare. 
. 13. Gleichartige, ungleichartige Seiten der Axen befinirt. 
. 14. Beftimmterer Ausdruck für das Parallelogramm der Gegen: Paare. 
Serlegung eined Gegen⸗Paars in zwei andere. 
. 15. Varallelepiyedum der Gegen: Paare. | 
. 16. 1) Beliebige Gegen-Paare in ein einziges vereinigt. 2) Unbeding- 
te8 Gleichgewicht beliebiger Gegen⸗Paare ift allemal und auch nur dann 
vorhanden „wenn die drei Reihen von (Seitens) Gegen⸗Paaren einzeln 
einander unbedingt das Gleichgewicht halten. 
8.17. 1) Pofitives, negatives Moment wird nur in den Koordinaten- 
Ebenen zugelaffen. Jedes Moment wird im Gegentheil als abfolut ge 
dacht. 2) Pofitive Richtung der Are eines Gegen-Paares. Dadurch 
wird die Richtung eines Gegen-Paares um feine Are beſtimmt. 3) In 
der Koordinaten: Ebene vereinigen fich die Gegen» Paare P-p und Q-q - | 
allemal in das einjige P-p-+-Q-q. Iſt Pp-+-Q-q = 0, fo ift unbes 
dingtes Gleichgewicht unter ihnen. 4) Daffelbe für beliebig viel Ge⸗ 
gen-Paare in einer der Koordinaten s Ebenen. 
$.18. I. Das Gegen-Paar mit dem Momente Q zerlegt ſich in drei Gei- 
tens Gegens Paare mit den Momenten Q-cos», Qrcosu, Q-cosi. II. 
Die Seiten» Gegen- Paare, deren Momente G, H, J find, vereinigen 
fich in das einzige, deffen Moment VER it und deffen Are 
und Richtung beftimmt werden. 
$. 19, I. Beliebig viel (n) Gegen-Paare werden durch bequeme Rechnung 
in ein einziges vereinigt. II. Bedingungen des Gleichgewichts ber (n) 
Gegen + Baare. 
5. 20. Befonderer Fall, wenn die Ebenen aller n Gegens Paare auf einer 
der Koordinatens Ebenen fenkrecht Rechen. I. Mittleres Gegen = Paar. 
IL. Gleichgemicht. 
66. pr 22. Andere gormen des unbedingten Gleichgewichts der Gegen 
aare. — 


Drittes Kapitel. Betrachtung beliebiger Kraͤfte im Raume, welche 
ein feſtes Syſtem angreifen ( 8. 23. — 8. 34.). 


$. 23. Statt jeder Kraft P an A in ber Richtung AA’ fann man die 
felbe Kraft P parallel mit fich einen beliebigen andern Punkt O an- 


— 


run RUND 
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greifen laſſen, wenn man nur noch ein Gegen⸗Paar hinzufügt in der 
Ebene OAA’, deffen Moment dem fatifchen Moment der Kraft P 

in Fü Richtung AA’, in Bezug auf O als Centrum des Momentes, 
gleich if. 

6. 24. Zwei Kräfte P und Q, welche nicht in einer Ebene liegen, in eine 

Kraft R und ein Gegen-Paar (S, S) umgefornt. 

823. Umgekehrt: Eine Kraft R und ein Gegen: Paar (S, S), in eine 
einzige mittlere Kraft, vder doch in eim mittlenes Kräften» Paar ums 
gewandelt. 

$. 26. Beurtheilung der Wirfung einer Anzahl n von Kräften. Sie Iaffen 
eine einzige mittlere Kraft zu, oder ein mittleres Kräftens Paar, oder 
fie find im unbedingten Gleichgewicht. 

$. 27. 1) Statt der Projektionen der Dromente der Gegen⸗Paare kann 
man die ſtatiſchen Momente der Projektionen der Kräfte nehmen, in 
Bezug auf den obigen Punkt O als Eentrum. 3) Are der fatifchen 
Momente. 4) Statt der Projektionen der Momente der Gegen= Paare 
kann man die fatifchen Momente der Kräfte in Bezug auf die durch 
den Berfammlungs-Punkt O gehende Are der ſtatiſchen Momente neh⸗ 
men. 5) Gleichgewicht der Gegen- Paare. 

8.28. Wichtigfter und allgemeinfter Sat für das unbedingte- Gleichgewicht 
der gegebenen n Sräfte an’ einem feiten Syſtem. — Anwendung dess 


felben. 

€. 29. Die Aufgabe des ($. 26.) durch die gewöhnliche Rechnung verfolgt. 
A. Die Kraft P, an O. B. Das Gegen: Paar Q. durch Rechnung. 
C. Die ſechs Gleichungen für's unbedingte Gleichgewicht. D. Wenn 
bloß X=-Y=Z=0if. E Wenn bloß LeM=N=0 Äf. 
F. Bedingungs-Gleihung X-N+-Y-M-+Z-L=0, melde erfüllt feyn 
muß, wenn eine einzige mittlere Kraft erikiren fol. G. Wie außer 
dem ein mittleres Kräften-Paar gefunden wird. 

$. 30. Die Anmendungen des ($. 28.) durch Nechnung. . 

$. 31. Statt aller n Kräfte kann man die zu einem Verſammlungs⸗Punkte 
O gehörige Derfommlungs: Kraft P. und das zugehörige Gegen: Baar, 
welche daſſelbe leiften, ald gegeben anfehen, und für diefe drei Kräfte 
aufs Treue die Verſammlungs⸗Kraft an einem andern Punkte O’ und 
das dann zugehörige Gegen Paar fuchen. 

6. 32. Dadurch findet man leicht die Berfammlungss Punkte, deren zuge⸗ 
höriges Gegen⸗Paar das kleinſte Moment hat. Central⸗Axe des an- 
gegriffenen Syſtems. Das Heinfte Moment ift allemal = ET 

- mo ber Zähler, wenn er Null if, die Eriftenz einer einzigen mittlern 
Kraft anzeigt. Gleichungen für legtere. 

$. 33. Alles daffelbe Durch direfte Rechnung aus dem ($. 29.) abgeleitet. 

$. 34. Eigenfchaften der fratifchen Momente der, ein feſtes Syſtem angreis 
fenden Kräfte, in Bezug auf ein beliebig gewähltes Centrum der Mo: 
mente. 
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Viertes Kapitel. Einige ſpecielle Faͤlle der allgemeinften Auf 
gabe (8. 35. — 5. 40.). 

| Erfie Abtheilung. Wenn mehrere Kräfte ein feftes Syſtem angreifen, 
beren Richtungen alle in einer und derfelben Ebene liegen. 

$. 35. Allgemeines Verfahren. 

6. 36. Berechnung der mittlern Kraft. Gleichungen ihrer Richtung. Be⸗ 
dingungen des Gleichgewichts. 


Zweite Abtheilung. Theorie der parallelen Kräfte. Beſtimmung des 
Central⸗Punkts paralleler Kräfte. 

6. 37. Allgemeines Verfahren. 

6. 38. Zugehörige Rechnungen. Berechnung der mittlern Kraft. Bedins 

| gungs + Gleichungen bes Gleichgewichts. 

6. 39. Beftimmung des Central: Punktes paralleler Kräfte. 

$. 40. 2) Wenn die Angriffs Punkte alle in einer Ebene, oder 3) in eis 
ner Geraden liegen. 


Füänftes Kapitel. Materie, Maffe, Volumen, Dichtigkeit, Ats 
traftion, Schwere, Gewicht. Spezififches Gewicht. (8. Al. 
bis $. 49.). 

$. 41. Erklärung des materiellen Atoms und der Attraktion. 

$. 42. Erklärung der materiellen Linie, Släche und des materiel- 
len Körpers, des homogenen und des heterogenen. 

6. 43. Erklärung der Maffe und ber Dichtigkeit. Mittlere Dich— 


tigkeit. J. D= —J, I. AD. V und Im. v-$. 


$. 44. Das Problem der Attraktionen erörtert. 

$. 45. Bon der Schwere und der örtlichen Schwere; Gewicht; vers 
tikal, horizontal. 

$. 46. Erklärung des Schwer-Punftes. 

6.47. . P=M.6; UI. P= D.V.G. 

6. 48. Das fpesififche Gewicht eines materiellen Körpers gegen einen 
andern, ift das Verhältniß ihrer Dichtigfeiten. 

8§. 49. Beſtimmt angenommene Einheiten. 


Sechſtes Kapitel. Stehende Koordinaten: Syfteme und fonftige 
ftehende Bezeichnung. Allgemeine Süße der Summation durd) 
Integration, in Bezug auf gegebene begrenzte Räume. Inhalts⸗ 
und Maffen:Beftimmungen durch Integration (8. 50.— 8. 54.). 


$. 50. Stehende Koordinatens Spfteme. 

6. 51. Stehende Borausfegungen binfichtlich der Grenzen begrenzter Räume. 

$. 52. Don ber Zertheilung der Linien, Zlächen und Körper in unendlich 
Beine Elementchen. 
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$. 53. Bon der Summation durch Integration in Bezug uf gegebene bes 
grenzte Räume. 

6. 54. Beſtimmung der Maſſen derjenigen materiellen Linien, Flächen oder 
Körper, deren Dichtigkeit ſtetig ſich ändert, und eine Funktion der Lage 
des Elementchens ift. 


Stebentes Kapitel. Schwer⸗ Punkte s Beftimmungen ($. 55. 
bis $. 62.). 

6. 55. Allgemeine Säge. I. () Po=2P, ©) Prw= z(P-u) Mo 
mentens&bene. III. MomentensAre. V. Maffen fatt der Gewichte 
sehe VI Volumina fiatt der Gewichte, wenn die Maffen homo⸗ 
gen find. 

$. 56. Allgemeine Sormeln für den Schwer: Punft. 

$. 57. Schwer: Bunt der geraden Linie. 

6. 58. Schwer⸗Punkt ebener Kurven und Zlächen. 

6. 59. Schwers Punkt von Linien im Raume, gekrümmten Flächen und 
en. 

$. 60. Schwer⸗Punkt von Umdrehungs⸗Flächen umd Umdrehungs⸗Körpern. 

$. 61. Wie bei dem Gebrauche der Polar: Koordinaten die Grenz Werthe 
9, 9" von p im Allgemeinen nothwendig noch als Sunftionen von 0 
angeſehen werden müſſen. 

$. 62. Praktiſche Bemerkungen zur Abkürzung der Rechnungen in einge 
nen befondern Zällen. 


Achtes Kapitel. Don den Attraktionen (8. 63. 8 77.). 


8. 63. Allgemeines Problem. 
6. 64. Wenn das angerogene Element in der anziehenden Maffe felbft Liest. 


6. 65. Wenn die Anziehungs⸗Kraft f, = * gedacht wird. J. Die Rech⸗ 


nung des (8. 63.); II. die Rechnung des ($. 64.). 

$. 66. Attraktion einer concentrifchen Hohlfugel. 

$. 67. Attraktion eines Elipfoids auf ein Element in deffen Maffe. Rech⸗ 
nung nad) ($. 64. oder $. 65. IL.). I. PolarsGleichung des Ellip- 
foidg. II. — VII. Weitere Ausrechnung und Zurücdführung auf ellipti⸗ 
ſche Tranſcendenten. 

$. 68. Die Anziehung einer ellipſoidiſchen Schicht, welche zwei eoncentri⸗ 
ſche und ähnliche Ellipſoide bilden, auf ein Element in ihrer Höh⸗ 
lung, iſt der Null gleich. 

$. 69. Anziehung eines Umdrehungs⸗Ellipſoids auf ein Element in deffen 
Maffe. 

$. 70. Lehrſatz des Jvori, wodurch die Anziehung eines Ellipfoids auf 
ein Element außerhalb defelben, zurückgeführt wird auf den vorherge⸗ 
henden Fall der ($$. 67. — 69.). 

$. 71. Anziehung eines beliebig geftalteten Körpers auf ein fehr entferntes 
Element. 
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Anhang. Einiges uͤber beſtimmte Integrale nebſt dem Beweis des 
- Soorifchen Lehrſatzes. 

6. 72. Ein beftimmtes Doppel⸗Integral ik die Summe einer Doppel⸗Reihe 
von unendlich mal unendlich vielen Sliedern, die zwiſchen beſtimmten 
Grenz⸗Gliedern liegen. 

6. 73. In einem beftimmten Doppel» Integral kann bie Ordnung ber Ins 
tegration umgekehrt werden; doch kann das neue Doppel: Integral oft 
in zwei und mehr andere zerlegt werden müflen. x 

6. 74. Berwandlung eines beftimmten DoppelsIntegrals in ein anderes, 
durch Einführung. zweier neuen Deränderlichen. 

6. 75. Verwandlung eines dreifachen Integrald in ein anderes dur Ein 
führung breier neuen Deränderlichen. 

6. 76. Beifpiele su SS. 74. 75. 

$. 77. Beweis des im ($. 70.) hingefiellten Jvori' ſchen Lehrſatzes. 
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Die Statif fefter Körper. 
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Erſtes Kapitel, 
| Allgemeine Begriffe und Säge *). 


% 4. 


Ertlärung. 


B erisig viele Atome bilden ein. fees Syſtem oder einen 
feſten Koͤrper, wenn die auf ſie wirkenden Kraͤfte die ge⸗ 
genſeitige Lage dieſer Atome zu einander nicht zu aͤndern ver⸗ 
mögen. Sn ſolchem Falle fagen wir auch: „dieſe ‚Atome feyen 
unter ſich feſt.“ 

Dagegen nennen wir einen Atom, oder beliebig viele Atome 
eines feſten Syſtems abſolut feſt, ſobald vorausgeſetzt wird, 
daß die auf das Syſtem einwirkenden Kraͤfte die abſolute 
Lage dieſes Atoms oder dieſer Atome im Raume auf keine 
Weiſe zu ändern vermoͤgen. 


Die Feſtigkeit eines Syſtems und die abſolute Feſtigkeit eines andern, 
beide ſind hiernach nur relativ und von den einwirkenden Kräſten abhän⸗ 
gig. In den Anwendungen muß man daher jedesmal erſt unterſuchen, ob 
bei den eben wirkenden Kräften die vorausgeſetzte Feſtigkeit wirklich ſtatt 
finde, ehe man die aus dieſen Begriffen von Feſtigkeit beraotgebenben Ge⸗ 
ſetze wirklich in Anwendung bringen darf. 


*) Wit ſetzen voraus, daß der Leſer den Inhalt der diei erſten Ka⸗ 
pitel der „Mechanik des Atoms“ im erden Theile bieſet Werkes ert vor 
Augen babe. 

L1*] 
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Wenn wir in der Folge bloß von einem feſten Syſtem ſchlecht⸗ 
weg ſprechen, ſo verſtehen wir immer darunter, daß die Atome 
nur unter ſich feſt ſind. 


4. 2. 


Erflärung. 


Ein feſtes Syſtem nennen wir frei oder unfrei, je nach⸗ 
dem es bloß und allein den einwirkenden Kräften überlaffen ift, 
oder baffelbe noch mit einem andern feften Syſtem in einem ge: 
gebenen Zufammenbange zu bleiben gezwungen if. 

Kann fih z. B. ein feftes Soſtem, im Falle einer Bewegung, nur um 
eine abſolut feſte Are, oder um einen abſolut ſeſten Punkt drehen, — oder 


muß daffelbe auf einer gegebenen abfolut feften Släche bleiben, oder dal. m.; 
fo bat man allemal ein unfreies Syſtem. 


$ 3 
Erfläcung. 

Zwei oder mehrere unfreie fefte Spfteme bilden ein loſes 
Syſtem, wenn naͤmlich dieſe feſten Syſteme mit einander in eis 
nem gegebenen Zuſammenhange zu bleiben gezwungen ſind, ohne 
daß fie zuſammen einen einzigen feſten Koͤrper bilden.- 

Werden z. B. zwei fefte Körper mit ihren feſten Oberflächen zuſammen⸗ 


gerückt; oder hängen ſie mittelft Seilen auf irgend eine Weiſe e an einan⸗ 
ders oder ꝛce. ꝛe. 


9 4. 
Erklärun g. | 
Eine beliebige Anzahl von Kräften, welche auf ein 1 fees 
Syftem einwirken, halten einander im unbedingten Gleid- 
gewicht, wenn ihre gleichzeitige Gefammt:Wirfung dag vor: 
ausgefegte feſte Syſtem, weder wenn «8 ganz frei, noch wenn. 
es irgend wie unfrei gedacht wird, alfo auf feinerlei Art und 


unter feiner Vorausfegung, in Bewegung bringt. 


Bringt dagegen die Geſammt⸗Wirkung aller Kräfte unter 
einer Vorausfegung zwar Feine Bewegung hervor, wohl aber 
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unfer einer and ern Vorausſetzung, fo ſtehen diefe Kräfte nur 
im bedingten Gleichgewicht, d. 5. nur eben ‚unter der 
Bebingung, daß die erſtere Vorausſetung wirklich erfuͤllt iſt. 


eg ftehen zwei gleiche Kräfte, die einen und denſelben Atom 
ER: feſten opfcht in genau etithegengefehter Richtung angreifen, nothwen⸗ 
big: im unbediugten Gicihgenidt..: - 

Dagegen halten. Ah zwei gleiche — P, Q, welche ig paralles 
fen ‚Rihtpngen und in. beliebiger Entfernung p von einander, 
Atome bes feften‘ Shſtems in- gen entgegengefetztem Sinne angreifen, 
war: cbenfalld. im Gteichgewicht," fa:kitige bad Gyſtem pauz frei iſt; dage⸗ 
gen ‚piht ‚mehr,. wenn: wir einen Atom im der Ehene-der Kräfte, 4. B. 
einen Atom in der Kraft P felbft, abfolut fe voraus ſetzen, weil durch 
letztere Annahme die Kraft P vernichtet if, alſo die Wirkung der Kraft 
Q allein noch übrig bleibe, welche eine Bewegung hervorbringen wird, 
Diefe zwei letztern Kräfte P und Oi’ fiehen alfo nicht im unbebingten Gleich⸗ 
gewicht 

‚ Ehen. ſo kann es fi) treſfen, daß zwei Kräfte. R, S, um eine abſo⸗ 
ut fee Are keine, Vewegung hervorbringen, während fi fie daſſelbe feſte 
Syſtemn ſogleich in Bewegung ſehen würden, wenn man es ihnen "frei 
Nelige: 3 Diefe. Kräfte R.S.ſtehen alfo dam Seas mar im Verlagen 
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cinl Kraft p, "oder we und mehr Kräfte * P; %., Welche 
ein J Syſtem angreifen, "heißen mie einer, 1, zwei oder "meh 
teren, änßeen Kräften Q, — Q,,;" ꝛc xc., die daffelbe feſte Sy 
em angteifen, gleihgeltend; wenn Die einen,” jede ı an ihrem 
eigenen, Angriffe: Punkte aber, in gerade enfgegengefeßter ‚Richtung 
Angebrächt, mit letzteren im unbedingten Sleichgewichte ſtehen. 
F Iſt eine“ “eingige Kraft P- mit mehreten anderen Kräften 
Ö,R Sex. gleichgeltend, fo ehe man v "Auch He’ mich 
lere Kraft (resultanté) auf‘ Üegteren, De 


EL "Sleidhgektende, Kräfte an, ‚nnd feftei Syſten sh 


Ar 


day hieig „Syfleme) unbebiuge ‚fü, kngnber..fegeny.Denm, fie. le 1” 


| Ren. unter allen Voraus ſetzuugen und. unter allen —— 


m: welche man das · feſte ee inag, nothwendig ins 
mer genali ein und baffelbe.. 
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6. N 

"aruntan? Ze J—— 

Jeden fee Punkt in, der Richtung einer Kraft, wpelche ein 

heſtes Syſtem augreift, kann mon. zum Angriſts Pant mihlen. 

Denſelben kann man aber auth mit. ſebem andern: feſten Punkt, 
der in der Richtung derſelben Kraft liegt, vertaüſchene — 

So oft wir’ in der Folge ſtatt des einen: Yngriffes Ppunttes 

ingend. einen andern in der Nichtang.bev. Kraft waͤhlen/ſorroft 

ſetzen wir ſtillſchweigend voraus/ dag beifelßr" mit. dem. . teften | 

Stem ochacht wird. u ra. Dt mit 


s D, Ze 


DSB UT LaBEL TEE Su EEE 
. 4 m en srl gan Sr: 
Hieraus Folgt: SUHBEm | 
"13" Zei Kräfte P mb Q, welche insel: feſte Atsinr. A und 
B genau in ber. Richtung, der Verbindungs: Linie AR.oter- BA 
angreifen, konnen fo: angeſchen werden/: abs griffen. fie: einzu und 
denſelben Punkt A, oder B (oder C irgendwo in der Richtuug 
AB) an. Sie laffen fich daher in. die einzige Kraft P+-Q, 
oder P—Q vereinigen, je nachdem fie in demfelben Sinne, oder 
in entgegengefegtem Sinne wirken, nach) (I. Th. Mech. $. 10). 
„39, Sind biefelben. beiden ‚Kräfte P_ und Q „einander, gleich 
und aͤbrigens in der Richtuns AB und BA einander ‚ genen u ents 
gegen, fo vernichten fie fi ch gegenſeitig; d. ß. fie ſehen mie ‚ein: 
ander im unbebingten obichoewichte ‚ebenfalls nach dl. ku Wech 
§. 10.). 
a). Umgekehrt: "Balen Ainel. grafte p "und: 6 a 1 einer 
feften Spfiem einander. im unbebiugten Gleichgervichke, %. find 
fie allemgl einander gleich und einander, en eitgegen, h daß 
fie in einer "und derſelben Geraden liegen TEE 
eur a 
— KR mad iR 1 kaum Pu an * 
nichtet ſey, weil ſonſt nicht · umbedengteh Gleichgewicht wäre," fg muß © 
durch denfelben Punkt a,:d. hodarch jaden Punkt von. P: hintmechgeben. 
Liegen. aber P und Q..in einer und derſelben Geraden, fo, müſſen fig, ein⸗ 
ander gleich und entgegen ſeyn, wenn ſich nicht in eine einsige Kraft 
verwandeln follen, welche durch nichts vernithtet. wäre: “ 


86. 8. . A.I.. Allgem. Begriffe. 7 
LE | u nrw, 8 an * * u 2 en 
1. Wird dagegen ein feſtes Syſtem in dreien beltebigen 
Punkten Ay, Ay und As Con -Drsten · Kvaͤften P,;: :P; undtp, 
angegriffen, melche einärder daB unbedingte Gleichgewicht hal- 
ten, ſo Regen die Richtungen dieſer dert Kräfte‘ notbiverfbig" in 
einer und derfelben Ebene, Aid es ſchneiden ſich entweder alle drei 
Kräfte in einem und deniſelben Punkte, ober r —— ame —* 
mit einander parallel. F 

Denn es muß” jede Beräbe ab, welche. u: us Sant a dot P, 
und durch jeden Punteb von P, —8 ah: der P, begegnen, 
weil ag fanft:diefe Gerade ab als abſblut feſt ſich, denken; und: dadurch 
die beiden Kräfte P, und P, vernichten kÿnnte, ohne Da zugleich Die, Figz⸗ 
zige noch übrig bleibende Kraft P, vernichtet soäte. Alſe „Vegen P., P 
und P, in einer und- berſelben Ebenen. rn 

Schneiden fih mun ingiı ‚Didfet- räftd ir, vn 8 und P, in cuen 
‚Punkte:g,.fo muß deshalb bie. dritte Saft, Py- dy —5 P 
bindurchgehen, weil man fong biefen Punkt .o ae tet ſi 4 Sala 
könnte, wodurch die zwei Kräfte 'P,'und P, Br) hicht — vitte 
P, vernichtet wärky fo daß die letjtort Kraft / Bewoguug ——*6 müußr⸗ 
er Saufen aber awei der drei Kerafte mit einander parallel, * eben 
deshalb bie dritte Kraft eine dieſer beiden Kräfte ſchneideß . 

1. ‚Greifen, daher. zwei Kräfte, p und. :Q, deren Richtungen 
niche in. einer. und, derſelben Ebene. liegen ein feßes Syſtem an, 
ſo kann es kejne einzige dritte Kraft. geben ‚welche mit biefen 
‚beihen unbedingt. Das. Gleichgewicht. bier: 1... : 

Zwei folche Kraͤfte P-,und Q, deven ichtungen nicht. in einer 
hen ſigenn hahen debe / auch · i⸗ eine mige mike Fraft 
amt on TEN 
ap EEE nk Dr 

: Betrachten: wir nun die drei Kräfte pP, BP. Pa welche « «ih 

feſtes Syſtem: befigfich in! den Punkten A,7 Ay, Ay angreifen, 

dabei. aber einander unbedingt das Oleichgeisie halten, m 
eins käler - Be . v ae 24 3 

A. Mennalle drei Bräfte fi kjneiden. J 

L: : Schneiden ſich dieſe drei Kräfte P,, P, und. P, in einem 

und demſelben Punkte A,, fo kann nach ($. 6.) biefer Punkt A, 


Te 2— 5 — 2 — — 
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als gemeinfchaftlicher Angriffe: Punkt der drei Kräfte angefehen 
werden, und es finden alfo hier diefelben Bedingungen des Gleich⸗ 
gewichts und diefelben Folgerungen ſtatt, welche im (I. TH. Mech. 
dap fuͤr dieſen Fall entwikkelt worden ſind. 

Sind alſo a, ,, &, und Au. Aa,und As die Winkel, welche 
Biefe Kräfte. P,, P, und P, bezüglich mit zweien, in derfelben 
Ebene ‚durch «inen beliebigen Punkt O auf einander fenfrecht ges 
badıten Azen. OX und OY machen; fo hat man nungcht nach 
(I. Th. Med. $. 21.) 

«1).  Prreosa,+Preose,-+-P, Cs = 0, 
Eu JE " Prreaef + Prrcoe,-+-Pscosf, = 0. ' 

- Damm ift aber auch noch nach (I. Th. Mech. $; 3%.) die 
Sarıme der ſtatiſchen Momente für jedes in. der Ebene ‚der 
Kröfte beliebig gebachte Eentrum D,.— 0, nänlih: ., 

8): „. P PırtPaps+Po- Ps = O, 
wenn pi , "Par Pa. die Arme der Momente (d. h. die ſenkrechten 


A 


Enkfernüngen der Kräfte von ‚dem Punfte D) vorſtellen, und 
zwar poſitiv oder negativ genommen, je nachdem Die zugehoͤri⸗ 


gen Kraͤfte die: Ebene um biefen beliebig gebachten Juntt D in 


einein, ober Ir’ entgegengefegten Sinne drehen iwuͤrden. 


PDieſe Gleĩichung (3.) iſt aber der Repraͤſentant von anend⸗ 
lich vielen’ ſolchen Gleichungen - [in denen: nach! (I.Th. Mech. 


- $ 30.) die Sleichungen (J. u. 2.) ſelbſt wieder fieffen‘]; nach 
den unendlich vielen Punften in der Ebene der- Kräfte, welche 


man als Eentrum D’ ber Momente nehmen kann. : =: 7 | 
STH SO" Yyu’ zählen ‚gegebenen Kraͤften :P, und :P,! welche 
ein feſtes Syſtem angreifen und deren Richtungen fich föneiden, 
die mittlere Kraft P, gefunden werden, fo denfe'man fich diefer 
Jetztern genau gleich) und genau. .antgegen.«ine Kraft P,3’'fo daß 
nach (9. 5) Pa mit deu Kräften: P; und BR; im: unbebingten 
Gleichgewichte Reh: Sind nun a,, 9, undsaz; Ps die Winkel, 
welche P, und P, mit den Aren machen, und ift.ıpz'her: Arm 
des Moments der Kraft P,- für daſſelbe Centeum D, für wel: 
ches :pı, Pi; pa die Momenten: Arme den Präfte PP; und P, 
find, ‚fo iſt ach dieſer Annahme au Bee Fe LGERT JETTE De α— 


* 
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P,=P, rel — a; Ba 190° —Me po —Pꝛʒ 
und bie Gleichungen (1. — 3.), welche wegen bed hier voraus⸗ 


geſetzten Gleichgewichts auch jetzt ſtatt finden, gehen num: über in 


4 ) De 71 * P,-cos a, -+ P, cos 1/23 
5) Pocos A, == Prcos P.co ı 
und 6) PoPpo = — P,Ppı 4 P.P- 


Die Gleichungen (4. u. 5.) geben ſowohl P, als u & und 
Bo; die Gleichung: (6.) dagegen vollendet die Beſtimmung ber 
Lage der mittleren Kraft P;, weil durch. ben Werth des Arms 
Po, welchen fie liefert, Die Lage der Kraft P, von allen andern 
. „mit ihr parallelen Richtungen, welche mit den Axen diefelben 
Winkel @, und 3, machen würden, genau abgefonbert iſt ). — 

Dieſe Steichung (3.) lehrt ung zugleich „ba das flatt: 


(he Moment der mittlern Kraft P,, der Summe der 


ſtatiſchen Momente, ‚der, Seitens Kräfte, B,. und P, 
gleich if, wenn. nur. immer Diejenigen Arıne. als poſitiv 
ober negativ in Kedinmg gebracht: werden,“ deren gugehötigen 
Kräfte die Ebene um bag Cenflum’D ‘In einer Kichtung, oder 
in ber entgegengefeßten Richtung drehen. ‚Würden. . iur 

AII. Da man das Centrum D der Momente‘ nehmen. fein, 
100 man will, ſo kam man ‚28 äbtyethfelnd in der) Richtung el. 
ner jeden. ‚der, drei Kräfte 'P,, Pi und p pder P, namen, ip 
dag abwechſelnd einer der drei Arme Null wird, alſo euch: dag 
zugehörige ſtatiſche? Moment. "Die Gleichung(3.) wird daun 
jedesmal nur‘, gweigliedrig und Ihre alſo auch „Baßtich‘fe 
sei. ber. drei Kraͤfte Pı.P, und.P;- (oder Pe) a8 gin⸗ 
ander verhalten, wie, umgehebert ihre ‚senkrechten Ent 
. fernungen von einem Punfte D, 'der- in.der Richtung der writ⸗ 
ten Kraft uͤbrigens aber belieblg gedacht wird. 
— — ν ae er an 

*) In den Unterfuchungen ver (Rapp: 2. u. 8. bes 1. Th. Mech.) 
war für die Beſtimmung der mittlern Kraft dieſe dritte Gleichung deshalb 
überflüffig, weil daſelbſt nur ein einiger Atom angegriffen war, welchen 
daher auch Die mittlere. Kraft angreifen. mußte. Hier. fand A, und A, die 
angegtiffenen tame, und twelche Atome als Angriffs: Punkte der mittlern 
Kraft genommen werden können, wird bier erſt geſucht.  .ı.) 


% 
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B.; Beau‘ alfke diel Kräfte:mit einander paratlet 
vr bau fen. 

J. Wei alle dieſe Reſultate gelten, die aid, welche bie 
Kräfte P, P, und'P, (oder-P,) unter-fih machen, mögen noch 
fo groß oder noch fo Elein fegn, akfo auch wenn dieſe Winkel 
don 180° oder von O nur. unendlich wenig verſchieden find, und 
weil diefelben Reſultate, wenn mar. diefe. Winkel. = a ober 
== 180° ſetzt, keine Widerſpruͤche ‚enthalten, ſo muß man dies 


. felben Gleichungen (1. — 3.) ‚für den Fall dee ‚Gleichgewichts 


öreier unter fich. paralleler Kräfte P,-P, und Pa, und dieſelben 
Gleichimgen (4, — 6.) fuͤr die Bellimmung der mittlern. Kraft 
P, aus zweien parallelen. Kräften P, und P;- noch ‚gelten lafı 
fen: * — be eben deshalb gelten auch ode, e:golorunger dar: 


2 
- .. to. iX .. + 24 4 + P . wo. 


*)' Man fahn diefe an fü ch "eihfache Folgerung auch noch bes 
deweiſen. Es · ſehen P, und P. -(Figl-3) wei parallele Kräfte, welche die 
feſten Punkte A, und A, angreifen; man ziahe A, Aa, : und ‚bringe in die⸗ 
fer Richtung an A. und A, wei, gleiche und. entgegengefggte Kräfte Sı 
und S; an, fo vernichten fi ch diefe,. und alle 4 Kräfte find gleichgeftenb 
mit ben beiden P,und P. Sun -sereinigen Jich aber -P, und S, in eine 
mittlere Kraft: Q,, fo wie P, und 3,-in.eine mittlere. Kraft: Q,, ſo daß 
Qı aud Q, gleichgeltend mit-P,. und P,,..aber nicht mehr mit einan- 


‚ der paralleı find. „IA dann P. die mittlere Kraft ans 91 und Q., fo 
IE Mag die mittlede Kraft‘ von P,-and P,. — Eind min! yı, 8, und 


46; 5:06 Winkel,-weiche. S. und: S; mit. den Ayewimachen, ſotwie au, Cı 
ah 2: Lu. die Winkel, welche Q.,umd Qz miz.hen Apen mghenyz und Sind 
‚3, Pa, Und In 9 die Arme der Momente ber Kräfte Sr S;, und Qu, Os 
für ein’ und bafielbe beliebige Gentruni D, fo hat man/ weil O, die mittlete 
ft ans s und Pi if, nach den Steichurigen . -6) des: Zereis uw: 


Be Q,° cos 2, = :p; “ebsdı HS; Veos'yi} N — — 
ER) N Qrreäske  PırtosiSicemdi; .. to? 
3). Mg =PeptSeh., on iron 
Aber aus ganz analogem Grunde hat man: wieder 
a QLꝛacos ea == Po popast-Sarcasgas pe o; 
e. B),; —WR 4 Qsrensca Fr ‚Pangonfszt-Sr- eosda;... 3 “a FT 
. N den ‚ap m ‚Baapt+S21m- yo 


Und weil eablich: PD, abermals die miztlere Kraft iſt aus den PM Kind: 
beaden: Kräfte O, und. Q,, fe ik wiederum nac benfelbtn Gleichungen 
(1) de Terteh nl I, 1..." 1a * J 
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aus und namentlich auch bie-Zolgerang-A. IH.) nämlich daß, 
wenn die paraffelen Kräfte P,, P,un& P,-im.unbedingten Gleich⸗ 


gewichte indz. ober Po (der RB, gleich und. genam entgegen) mit 


P,. und: P,.gleichgeltend if, ‚Bann je :pioei- ber drej Kräfte Po 
„Pa und BP, :(ober:.P).gu einander ſich verhalten, wie die ſenk⸗ 
rechter, Entfennyngen- dieſer belden alze von Ähm: helichigen 
„Punkfte ber..britgeg. 4... 

Weil jeboch bei den parafiken Rage der Kräfte bie Winkel 
En Or, ig &, ale einander gleich oder Ergänzungen von einattz 
der zu 180° find, fo.find ‚cosa,: cose,,.cos«a,, c0sa, big auf 
dag Vorzeichen einander gleich. Daſſelbe gilt von c08 1, cos Pz, 
cosß,, und cosßı Daher. fönnen die Gleichungen di. 2. und 
4. 5) ducch diefe abfolut. gleichen 3 Werthe der Koſir inug wegdi⸗ 
vidirt w eben, und deshalb, — ſie fuͤr die ‚paraliefen Rräfte 
eine noch, einfaghere Form an,, „Ramenelich; geben. die Sleidun: 
gen (4. und 5) J 
‚Id, Bo BıtBr,, im —* ber "is, 35" J 


ober 
ii Falle der (Sig, 2. ); wenn Babei F 

8): ‚ ı Rus Pur Ba *8 BSP, voransgefönemird 
und in Heiden Zählen‘ noch, weil keine Kraft negativ fe fan; 


7) _P,-oöscs * —— on 
8)  Perconpe: = Qrressirte fd) sranala5‘ 
9) Berge = Rı aındn 


a 
Addirt man nun ‚die. Gleichungen .(l. 2 und 7.), 1 erhält man, weil 
8. und S, ioander genau entgeg pirien, alſo Pe Ze 
Kuh, co⸗a = eg, . und mei) Überdies 5 =sif,f 
—** — — 
* ng analoger Grunde geten die Ae gmam (2, s ‚ih 8.3. wenn 
— 4- i H —5 44 
Pele — Fr —E — PL, "008 Aa, “ 
ai — 6. und 9,) — iu — —5* andre, ven En " 
Pop = —8 ‚Ppı+ — "Pay . 


.,. 
» ss 


Wiesen —S, ler 4-6, ji 0 wird, well und 5, eine 


und diefelhd Entfernüng, aber mit dem. entgegengeſetzien (+ "nder.;—), Zei⸗ 
chen verfehen, vorftellen. 

Diefe Gleichungen (I. — IL) find aber genau die Gleichungen "(4, _g) 
des Textes. Alſo gelten die letzteren auch für parallele Kräfte. 
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cos * co8d,, alſo .;, = uw, V 
cos, = cos A., alſo Ah); .:.: 

d. h. die Kraft P, wirkt in beiden Fällen im Sinne ber P, 
welche im alle der (Fig. 2.), wo P, und P, einander inte 
geht wirken, als die größere vorausgefegt worben if. 

Nimmt man bad Eentrum D der Momente in der Rithtung 
‚der Kraft PB, ſelbſt an, ſo erhaͤlt man ſtatt der Gleichung 

|  Parpo = =P. PHP, pP 5 

jetzt bloß | 5 
| Pk; pP = 0; a BE 

woraus hervorgeht, daß die. Rräfte P ‚ und P, bie Ebene um 
einen jeden Punkt in P, in entgegengefegtet Richtung herumdre⸗ 
hen wuͤrden. "Daraus folgt, daß im Falle ber (Fig. 1.). bie 
mittlere Kraft P, zwiſchen den Kräften P, und P, liegen 
muß, im Halle der (Fig. 2.) Bagegen ur Sefi te und der ged- 
Bern Kraft P, am nächften. 

II. Wir müffen nun noch den Fall betrachten, ih welchem 
bie parallelen Kraͤfte P, und..P, einander entgegen wirfen, waͤh⸗ 
rend feine bavon die größere if, fondern beide einander gleich _ 
find: Die Gleichungen (1. — 3.) und. auch die (4. — 6.) ent⸗ 
halten aber dann Widerſpruͤche. 

Die Gleichungen (1. u. 2.) 3. B. geben nun 

P,.008s0,; ==0 und ·P, -cos , = 0, 1 

woraus, weil cosa, und cosß, nie gugkeih Null werden können * 
P. 0, alſo auch P.0 E 
folgern würde, melches offenbar unmöglich if, weil fonft unbeblngfe Gleich⸗ 
gewicht zwiſchen Pr und P, ſeyn müßte, während doch ‚ weni man in P, 
einen abfolut feßen Punkt fich denkt, hie. ‚Kraft P, eine Zrezugs Ri 
vorbringen muß. Auch wilde die‘ (3. oder 6.),' ‚ itend ’ = P,=% oäfe, 
in P-pı+P.-p =Pı-(p,+p:) = 0, d.h. in ———— seh, 
für jedes, beliebig. gedachte Fentrum ber Momente, whoburch Fin au ſo 
groß wie’ das Ganze ſich eröeben nälitbe,. Bu 
Diefe. Widerſpruͤche zeigen aber. an, daz die Borapaichung, 

unter welcher dieſe Gleichungen 1.8.7: fi ergebthi; baden, 
jet einen Widerſpruch in fich ſchließt. teten 

„Zwei gleiche, parallele aber in. eiiigin iliebi- 


9) 


! 
FB.IE - - Allgem: Begriffe, In 13 


gen Abſtande von einander in entgegengefeßter Rich⸗ 
tung wirfende Kräfte, haben daher nie eine einzige 
mittlere Kraft, und können auch nie durch eine eins 
sige (dritte) Kraft im unbedingten Gleichgewicht er; 
halten werden *). - 2: | 

Zwei folche Kräfte nennen wir aber von tun an ein Ges 
gen-Paar. | 


Die in vorliegender Abtheilung (B.) gegebene Theorie der parallelen 


Kräfte kann man auch ſehr einfach aus dem bloßen SräftensParalleiogra 

herholen. Man Fanıt nämlich zuerſt, wie in der Eurs vorhergehenden Note 
sefchehen ift, zwei gleiche Kräfte S, und S, in A, und A, anbringen, 
welche fich vernichten, und dann die S, = A,K (ig: 3.) und P, = A,M 


in die mittlere Kraft Oy == A,G; eben fo die ,=A,.L und P,=A,N. 


in die mittlere Kraft Q, == A.H. vereinigen. — Hernach aber denkt man 
fi diefe Kräfte Q, und Q., verlängert, "bis fie fih in B ſchneiden, läßt 
ſowohl Q, als auch Q, an diefem gemteinfchaftlichen Durchfchnittd Punkte 
B angreifen, legt aber durch B zwei mit P, oder P, und mit _A,A, pas 
rallele Linien BE und CBF; zerlegt dann QO, fegleich wieder in zwei Sei⸗ 
tens Kräfte, nach den Richtungen BC und BE, und. erhält natürlich genau 
die Kräfte S, und P, wieder, ‚Eben fo zerlegt man Q. in B, nad) dem 
Richtungen BF und BE in ihre beiden Seiten» Kräfte und erhält natürs 
lich genan S; und P, wieder. Die S, und die S, heben fich dann fogleich 
“wieder auf, und die P, und P, in der Richtung BE, alfo die einzige Kraft 
Pı+-P; in der (mit P, ober P, parallel gezogenen) Richtung BE, bleibt 
als End-Refultat übrig. Alfo hat man wieder Po=P,+-P, gefunden; 
fo wie auch, daß diefe Kraft P, mit P, und P, parallel, läuft. 

Um nun noch die Lage des Punktes A, zu finden, in welchem biefe 
mittlere Kraft P. (ober die Richtung BE) der DVerbindungs- Linie A,A, 
begegnet, betrachtet man die beiden Paare ähnlicher Dreiecke, nämlich 

| KA,GcoA,A,B und LA,HcoA,A.B. ’ 
Sie geben die Proportionen oo 
A,K:KG = A,As:AsB, oder Si: P. AAo: AB 
und A,L:LH = AA: A-B, oder S,: P. = AA AB. 


*) Dies lehrt auch die bloße Anficht der (Fig. 2.). Läge die mitt 
lere Kraft swifchen P, und P,, fo hätte fie daſſelbe Necht, in der Rich⸗ 
tung von P, wie in der Richtung von P, zu wirken. Und läge die mitts 
lere Kraft zur Seite der Kräfte P, und P,, fo hätte fie nieder daffelbe 
Recht, ber P, genau fo nahe zu liegen, als der P., alfo baffelbe Recht links 
—— zu liegen, als rechts. — Darum kann es keine mittlere Kraft 








N 
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Diridert man aber dieſe beiden Gleichungen. raum) durch aimander, 
fo erhält man ſogleich r 
-P, :P, = Azko: Aı 0, a 


woraus noch 
p/ -r+P.: pP = = AsAo-HA,Ar:ArAo, d. h. P:: p == Ä ‚AJ2AoAs , 
und P, +P:: P,= = A,A+A, A: AA, d. h. Po: P, — Ars: As, , 


hervorgeht; während fich diefe (chiefen (in der Richtung der A,A, genom⸗ 
menen) Entfernungen wiederum wie die fentrechten Entfernungen der 
Kräfte von einander verhalten. 

Daß man das ganz analoge Verfahren auch auf den Fall der (Fig. 2) 
anwenden koͤnne, verfieht frch' von feibft: — Wollte man: aber in dieſem 
letztern Falle P,==P,: annehmen, fo würde man: die beiden neuen Krüfte 
Q, und Q, immer wieder gleich, parallel und einander eutgegengefegt fin 
den, fo Daß man auf’ Diefem Wege zwar eine unendliche Menge gleichgel 
‚tender GegenrPaare, aber nie eine einzige mittlere Kraft finden. würde, 
weiche an die'Gtelle des Gegen⸗ Paares treten Könnte. ' 


Anmerk 1. A. Ss iſt fehr Teiche, aus den vorſtehenden 
Reſultaten für den Fall, bag n Kräfte P,, P,, Pa, -*» P, ein 
feftes Syſtem angreifen, deren Richtungen alle in einer: und ders 
felden Ebene liegen, und bie dabei entweder alle ober nur zum 
Tpeil mit einander parallel find, ober von denen feine der aus 
bern parallel ift, Lie einzige mittlere Kraft P,, im Falle eine 
folche exiftirt, zu finden, da man immer erft zwei der Kräfte in 
eine einzige vereinigen Fann, dann mit diefer eine britte; u. ſ. mw. fi 
— Der Gang ber Rechnung würde analog dem feyn, wie er 
in einer Furg ‚vorhergehenden Note, für bie Vereinigung ber vier 
Kräfte S,, S,, P, und P, flatt gefunden; nur noch einfacher. 
— Das Reſultat felbft wird offenbar, ed mögen die Kräfte alle 
oder nur zum Theil mit einander parallel feyn, oder wenn auch 
gar keine der andern parallel iſt, folgendes 

(OD) Pop Pı-pi+Pa-ptHPspst Papa. 
In biefem Nefultate fteffen aber unendlich viele Gleichungen 
nach den verfchiedenen Punkten D, welche zum Centrum der fta- 
tifchen Momente genommen werben mögen. Namentlich ſtekken 
"darin auch ‚die Gleichungen 
Por cos a, = P,-cos az, +Pz-c0s a, HP a+C08 &n 
Or | BAD Pros. j 
Diefe Iegteren beiden geben am bequemften &, und A,-und 
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P. — Die Gleichung (O), wenn man fie für irgenb ein ber 
flimmtes Centrum D nimmt, giebt. dann ben Arm ps noch: dazu, 
d. h. die fenkrechte Entfernung diefes Punktes D,.von ber. Rich» 
tung ber mittlern Kraft P,, wodurch biefe Richtung von. jeder 
mit ihr parallelen, welche mit den Axen diefelben Winkel co, 
und A, macht, abgefondert if. Auch zeigt, da der Sinn, in 
welchen P, wirkt, durch bie Winfel «, und 2, ‚völlig. befiimmt 
ift, der pofitive oder negatioc Werth von p, noch deutlich, auf 
welcher Seite von D die Richtung: B, genommen werben müffe. 
B. Wollte man. die Gleichungen auffuchen, weldye bei dem 
Gleichgewicht der gegebenen n Kräfte ſtatt finden muͤſſen, fo 
wuͤrde man: die Kraft P., der mittlern Kraft aus den. übrigen 
n—1 Kräften genau gleich und genau entgegen nehmen, Died 
würde zu der Gleichung. 
(O). $=P.p+Prp + Papst -+Barpn 
führen, welche wiederum Repräfentaut von unendlich vielen Glei⸗ 
chungen iſt. In dieſen Gleichungen ſtekken namentlich noch die 


beiden 

c * P, .cosa, +P, — —E 

*8* P, cos, -P, oOos A, + +++ Parco a \ 
Umgekehrt lie ſich zeigen, daß, wenn biefe beiden letztern Gleis 
chungen (C.) ftatt finden, und die erfiere Gleichung (,) nur 
für ein einziges beliebiges, aber beflimmted Centrum: D noch 
dazu; oder, wenn bloß allein die Gleichung (CD), aber für drei 
beliebige und beſtimmte Eentra D, De und Di, welche nicht alle 
dreie in derſelben Geraden liegen, ftatt findet, — die gegebenen 
Kräfte P, P, P.++-P. dann allemal nothwendig einander uns 
bedingt das Gleichgewicht halten, ſo daß dann die Gleichung 
(O1) auch noch für jedes vierte Centrum ber Momente noth⸗ 
wendig mit ftatt finden muß. 

Anmerk. 2. Man, kenn, auch mittelft des im ($. 9.) Ge⸗ 
fagten, augenblicklich beliebig viel parallele Kräfte, welche ein 
feſtes Syſtem angreifen, und beren Richtungen (nicht gerabe alle 
in einer und derfelben Ebene, fondern) beliebig im Raume lic 
gen, vereinigen. Man vereinigt nämlich zuerſt diejenigen Kräfte 


| plizirt) giebt ſogleich 
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alle in eine inzige, welche in einem und demſelben Sinne wir 
fen, dann die Übrigen, welche im entgegengeſetzten Sinne wir⸗ 
fen, wieder In eine einzige; zulegt aber bie beiden Nefultate, 
wenn fie fein Gegen⸗Paar bilden, und auch nicht im 
unbebingten Sleichgewichte find, in bie einpige gefuchte _ 


mittlere Kraft. 


Man kann aud) biefe Vereinigung durch bequeme Rechnung 


verfolgen. . 
- A. Denke man fich naͤmlich von den Punkten A,, A, und 


‘A, der (Fig. 1.), wo bie beiden parallelen Kräfte -P,, P; unb 


deren mittlere Kraft P, angreifen, auf eine gang beliebig ge- 
legte Ebene E drei fenfrechte Linien gefällt, deren Längen bezuͤg⸗ 
lich durch x,, x, und x, vorgeſtellt feyn mögen, und legt man 
in der durch dieſe fenfrechten Linien gebildeten Ebene, durch A, 
und A, parallele Linien mit diefer Ebene E, fo daß drei recht: 
winkliche Dreiecke entftehen, beren Hppothenufen A,Aı, AoA., 


- A,A,, und deren (auf der Ebene E fenfrechte) Katheten begüg: 


ih nn — X, x, —X, I —Xı fi ind, fo hat man wegen der Aehn⸗ 
lichkeit dieſer Dreiecke 


AAO: A-Ao = IX. I; 


‚aber nach ($. 9.) iſt M Zr 


P,:P, = ArdorAsAs, 
folglich auch | 
PB XV X: x — x 


Dieſe Gleichung, wenn man die Bruͤche wegſchafft (d. h. die 
aͤußern und innern Glieder der Proportion mit einander multi⸗ 


Pı+P.,X, PP., 
oder, weil P,+P,=P, it, 
1) P,x, = PX, “+ PrX.- 

Denkt man fih) nun drei auf einander fenfrechte Koordinatens 
Ebenen, und find x,, Yo, Zu, desgleichen x,, Yı, Zı UNd Xu, Ya, 22 
die Koordinaten Werthe der Angriffe:Punfte A,, A, und A,, fo 
finden: außer der Gleichung (1. ) uch noch biefe beiden andern 
Sleichungen — 

2) 








2) :: Poy = PeyitPiy: 
und 3) ° Pyz, = Pır, PPr2 | 
fkatt, durch. weiche drei Gleichungen bie Koordinaten runde j 
Xy Yor Zu des Punktes A, gefunden werden, wenn bie der bei⸗ 
den Punkte A, und A, gegeben find. 

B. Denft man fid) nun drei unter fich parallele und’ in 
demſelben Sinne. wirkende Kräfte P,, Ps und P,, welche rei 


‚beliebige Punkte eines feſten Syſtems angreifen, deren Koordi⸗ 


naten⸗Werthe bezuͤglich x., Yıs Zi5 Xas Yar-Za UND X,, Ya,-Zs 
feyn mögen, und fucht man Die einzige Kraft P, und ihren An- 
griffs⸗ Punkt Xp Yo 20, welche daſſelbe leiſtet, ſo vereinigt man 
erſt zwei der drei Kräfte, z. B. P, und P, in bie einzige pi, 
deren Angriffe: Yunke x’, yı, z! ſchn mag. - Man bat dann, 
nach (A.) und ($- 9.), on 
1) Pı = BB 7. 

| Pix = Pen then ) 
2) PLyl = Pıyıt Pays } . 
| Piz! = - Pe +P, Zu). 
Hernach aber vereinigt man dieſe ſo eben gefundene Kraft pr 
und die driste P,, die wieder mit einander parallel laufen; nach 
benfelben Prinzipien. in Die gefuchte P,; und hat deshalb 

3) P, = P/+P,; 
P,x, = Pix Pr, 
Poyo = Pl-y'!+-Prys 
Prz = Per +Pyz, | 
Subftitwirt man nun bier ſtatt P! und xt, 7 Pi isre Werthe 
aus (1. u. 2.), fo bat man zuietzt 


y 
i 


5 


.,, 








J. P,; — P.P, +P,5 
| Por = Pen tPe HP, ] 
II. P,-yo — P.IP.yPYs 
P on = P 12 #P,°2,-FrP, *Zg 








wodurch bie einzige mittlere Kraft-P, und ihr Angriffs: Vunlt 

So» Yo, Zu gefunden iſt. 
-C. Denkt man fih hun n Kräfte P,, P.; ++» P, unter 

parallel, und Punkte eines feſten Syſtems angreifend, deren 


[2] 
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Koordinaten: ‚Wertbe bezuͤglich X, y; im 25 Xy Ya, Zay *** Xu n, Zn | 
feyn mögen, und fucht man die eingige mittlere Kraft P,, welche | 
parallel laufen muß mit den parallelen Kräften, fo. wie nod) ihren 
Angriffe - Punkt, deſſen Koordinaten: Werthe x, Yo 2. ſeyn mö⸗ 
gen, — fo findet man offenbar, wenn man ſo ſortfaͤhrt/ wie 
in (B.) gezeigt worden, Ka 

LK: Po =P,+P; Bike HBi; 

| Ps —= Pıx,-+rPrexX + er Part 

IL P,-yo 2 Pyi+Py3+ + Paryu . 

= Pa = PeanipPez ee Pan ) 

"D: Es iſt nicht ſchwer nachzuweiſen, daß dieſe Formeln 
noch gelten, wenn die parallelen Kräfte nicht alle 
in demfelben Sinne wirken, ſobald man nur dieje: 
nigen negafiv in Rechnung bringt, welche' im entge— 
gengeſetzten Sinne wirken. 

E. Weil endlich allen Kraͤfte P,, p, “PD, einander unbe: 
dingt im Gleichgewicht halten f wenn die eine: davon, der mitt: 
lern Kraft aus den übrigen - genau gleich und genau entgegen 
A, fo’ folge noch, daß’ dieſes unbedingte Gleichgewicht allemal 
* finden muß fo oft u 
| ' P,+P, +... +B = 9, 

und, — wenn man basmal die Roordinaten-Ebene 
ber x und der, y’anf der Richtung der parallelen 
Kräfte ſenkrecht nimmt — noch 
4 —R , ... 4 P. x 0 

P.- yerP, tr +-Poy = 0 
ift, wobei diejenigen Kräfte in. diefen. Formeln als negative 
Zahlen in Rechnung gebracht erden, welche im entgegengeſetz 
ten Sinne wirken. 

Anmerk. 3. Wir haben in den vorhergehenden Anmer⸗ 
kungen (1. und 2.) angedeutet, wie man in dieſen beiden 
Faͤllen vorſchreiten koͤnne. Weil man aber bei allen dieſen Un⸗ 
terſuchungen auf Gegen⸗Paare ſtoßen kann; endlich, weil die 
allgemeinſte Aufgabe der Statik, wo Kraͤfte ein feſtes Syſtem 


ILI. 
. “0.00. 
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in ganz beliebigen Richtungen im Raume angreifen, doch nicht 
ſo einfach behandelt werden kann, ſo werden wir die hier nur 
angedeuteten Unterſuchungen erſt ſpaͤter gehoͤrig gruͤndlich auffaſ⸗ 
ſen und unſer naͤchſtes Augenmerk lieber den Gegen⸗Paaren 


zuwenden, als ber erſten und auch einzigen neuen Erſchei⸗ 


nung, zu welcher die Betrachtung ber angegeiffenen feſten Sy⸗ 
ſt eme fuͤhrt. 0: — 


T2*] 








Die Statik fefter Körper. 


— — — 





Zweites Kapitel. 


Von der Zuſammenſetzung, Zerlegung und vom Gleichgewicht 
der Gegen⸗Paare. 


§. 10. 
Erklärung. | ’ 


ei gleiche, parallele, aber entgegengefegt wirkende Kräfte, 

wie P, P (Sigg. 4. 5.), welche ein feſtes Syſtem angreifen, bil: 

den ein Gegen⸗Paar. — Ein folches liegt immer in einer 

Ebene, bilder eine Ebene, und jede auf dieſe Ebene fenkrechte 

Gerade heißt feine Are — Denft man fi) irgend eine dieſer 

Axen durch einen beliebigen Punkt D gelegt, der aber in ber 

Kichtung irgend einer ber beiden gleichen Kräfte bed Gegen 

Paares liegt, fo wird, im Falle dieſe Are abfolut feit gedacht 

wird, die Ebene von der andern der beiben gleichen Kräfte alle 
mal in einem und bemfelben Sinne gedreht, man mag ben Punkt 

D in ber einen ober in der andern der gleichen Kräfte anneh⸗ 

men. — Wir aber fagen in der Folge: „zwei Gegen: Paare, 

die in einer und berfelben Ebene, oder in parallelen Ebenen lie 

gen, haben eine und diefelbe Richtung oder fie haben ent: 
gegengefegte Richtungen, je nachdem biefe Drehung der 
Ebene oder der parallelen Ebenen in einem und bemfelben Sinne, 

oder in entgegengefegtem Sinne vor fich geht, fobalb ı man die 

bier angegebene Vorausſetzung macht. 
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So haben 1.8. P, P und Q,Q (Sig. 4. u. 7.) entgegengefeiste Rich⸗ 
tungen; dagegen haben P, P und R, R (ig. 7.) einerlei Richtung. 
Nach diefer Definition ift die Richtung eines Gegen⸗Paares, von ber 
Richtung einer Kraft etwas fehr verſchiedenes; und der Lefer muß in ber 
Solge diefen Unterfchied gehörig fefihalten, namentlich ij. B. daß die Rich⸗ 
tung der Gegen» Paare P, P und Q, Q nicht allein in der (Gig. 4.), fons 
dern auch in ber (Fig. 5.) eine entgegengefeste if. 

Ferner mag der Lefer befonders feft halten, daß wir hier nie eine 
folche abfolut fefte Are vorausfenen, fondern daß mir allemal ein feſtes 
Syftem im Auge haben, welches eben ſowohl ganz frei, als irgendwie uns 
frei gedacht wird. - 

Sm ganz freien Syſtem hält fich ein Gegen-PBaar allemal das 
Gleichgewicht, wie folches unmittelbar aus dem Grundfate ($. 6.) hervors 
seht. Dagegen tritt die Wirkung eines Gegen» Paares in den meifien 
nicht freien Soſtemen augenblicklich bevor. 


4§. 1. 


Von den Segen: Paaren fielen wir nun zundchft noch fole 


gende Wahrheiten auf: 
‚1) Die Summe der ſtatiſchen Momente der beiden ein 
Gegen⸗Paͤar bildenden Kräfte P, P, welche unter ſich den ſenk⸗ 
rechten Abſtand p haben, iſt allemal 

—— P. Pp, 
wo man auch in der Ebene des Gegen⸗Paares das Centrum 
D der Momente annehmen mag, wenn man nur jedes Moment 
als poſitiv in Rechnung bringt, deſſen Kraft um das gewaͤhlte 
Centrum D im Sinne der Richtung des Gegen⸗Paares ($. 10.) 
. drehen will; dagegen jedes Moment ald negativ in Rechnung 
bringt, welches in der entgegengefeßten Nichtung drehen würde. 


Iſt nämlih D, D’ ober D” ($ig. 4.) sum Centrum der Momente 
genommen, und find ADB, D’/CE und D”GF auf die Richtungen des 


Gegens Paares fenkrecht gezogen, fo ift die Summe ber fatifchen Mus _ 


mente 
einmal = P-AD-+P-BD = P-AB Sp. °P, 


das andere Mal = P-DE—P-D’C=P-CE=P.p, 
und dann = P-D’F—P-D”G = P.FG = P-p; 
und baffelbe Reſultat erhäls man noch, wenn das Eentrum der Mumente 
in einer der beiden gleichen Kräfte felbft angenommen werden follte. 


Diefe für alle Centra D Eonftante Summe P-p ber Mo: 


mente nennen wir vou nun an fchlechtweg bag Moment des 


Sn 
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Gegen⸗Paares, ſo wie die ſenkrechte Entfernung p der bei⸗ 
den gleichen Kraͤfte P, P, welche das Gegen⸗Paar bilden, von 
einander, ſchlechtweg der Arm des Gegen⸗Paares genannt 
werden kann. 

2) Zwei ein feſtes Syſtem angreifende Gegen⸗Paare, die 
bezüglich in parallelen Ebenen liegen, welche dieſelben Arme ba- 
ben, und deren Kräfte einander gleich und parallel find, — find 
entweder gleichgeltend, oder fie halten ſich einander unbedingt 
im Gleichgewicht, je nachdem beibe Gegen: Paare einerlei oder 
enfgegengefeßte Richtung haben (im Sinne bes $. 10.). 

Denn man lege eine britte Ebene fenfrecht auf die 4 parallelen Kräfte, 
von denen (P, P) (Sig. 6.) das eine Gegen-Paar bilden follen, (P/; P’/) das 
gegen das andere. Die Punkte A, B, C, E, in mwelchen diefe Ebene von 
den Kräften getroffen wird, bilden ein beliebiges Parallelogramm, weil nach 
der Dorausfegung die beiden Arme AB und CE unferer Gegens Paare 
gleich und parallel find. Zieht man daher die beiden Diagonalen AE und 
BC, fo halbiren fich diefe gegenfeitig einander in H. Statt der beiden 
"Kräfte P und P/ an B und C fann man daher nach ($. 9. B.) die eins 
zige mittlere Kraft 2P an H feten, in fo ferne der Borausfegung zu Folge 
P’=P ſeyn fol. Eben fo vereinigen fich. die beiden Kräfte P und P’ 
an A und E, in die einzige mittlere Kraft 2P’ an H; zulegt vernichten 
fih aber, weil P=P, alfo auch 2P/ = 2P if, dieſe beiden Kräfte 2P 
und 2P’ an H einander unbedingt. — 


3) Ein Gegen-Paar (P, P) (Fig. 7.), welches den Arm p 
bat, ift mit jedem andern in derfelben Ebene beliebig wie liegenden 
Gegen: Paare (Q, Q), welches den Arm q hat, fobald beide 
Momente P-p und Q-q einander gleich find, entweder gleich: 
geltend oder im unbedingten Gleichgewicht, je nachdem beide Ge 
gen: Paare einerlei oder entgegengefeßte Nichtung haben. 


Denn fchneiden fich die Richtungen der Gegen Paare in den Punkten 
A,B,C,E ($ig. 7.), fo bilden diefe ein Parallelogramm, deſſen beide 
"Höhen bezüglich p und q find, fo daß man nach der Vorausſetzung 

‚P:Q = 42p = AC:AB 
bat. Deshalb kann man die Größe, fo mie die Richtungen der Kräfte P,P, 
Q, Q, durch die 4 Geiten diefes Parallelogramms vorgeftellt ſeyn laffen. 
DVereinige man nun die beiden Kräfte P und Q, welche den gemeinſchaft⸗ 
lichen Punkt B angreifen, in eine einzige, fo ift fie der Größe und Kich- 
tung nad durch die Diagonale BC vorgeftelt. Vereinigte man aber Die 
beiden andern Kräfte P und 'Q mit einander, welche alle beide den Punkt 
C angreifen, ſo erhält man eine mittlere Kraft, welche der Größe umd 
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Richtung nach durch die Diagonale CB vorgeftellt if. : Diefe beiden mitt 
leren Kräfte, folglich beide Gegen» Paare halten fich alfo im unkedingten 
Gleichgewicht. Dadurch üft aber auch die erfiere Behauptung (für den hier 
gedachten Fall) außer Zweifel gefekt. 

Sirnd jedoch. die Richtungen der Gegens Paare (R, R) und (P, P) wit 
einander parallel, ift dabei aber wieder R-r—P: P, wo r den Arm des Gegen⸗ 
Paares (R, R) vorſtellt, fo würde man fich ein beliebiges folches Gegen: 


- Paar (Q, Q) mit den Arm q denken, welches P, P und R, R fchneiber, 


und für welches man Q-q=P-p=Rer vorausſetzt. — Dann find aber 
(R, R) und (P; P) deshalb gleichgeltend, weil jedes für fich dem. Gegen⸗ 
Paar (Q, Q) unbedingt das Gleichgewicht hält *). 


4) Aus (2. u. 3.) folge aber nun unmittelbar: 

Zwei Gegen:Paare (P, P) und (Q, Or welche in beliebigen 
parallelen Ebenen beliebig wie liegen, und deren Momente P-p 
und Q-q einander gleich find, find am feſten Syſtem entweber 
gleichgeltend, oder fie halten einander im unbebingten Gleichge⸗ 
wicht, je, nachdem fie beide einerlei oder entgegengefegte Richtung 
haben. - 

5) alſo kann man auch fuͤr jedes Gegen⸗Paar (P, P), 
welches den Momenten: Arm p bat, in derfelben oder in einee 
mit ihr parallelen Ebene, irgend wo ein gleichgeltendes Gegen» 
Paar (P-p, P«p), welches ben Momenten Arm 1 bat, fubfti- 
tuiren, wenn nur beide einerlei Kichtung haben. | 

Ein ſolches Gegen; Paar, deffen Momenten: Arm = 1 if, 
nennen wir ein reduzirtes. 

6) Weil aber alle Gegen: Paare in derfelben Ebene oder in 
parallelen Ebenen gleichgeltend find, wenn fie gleiche Momente 
umd einerlei Richtung haben, fo ift ein Gegen⸗Paar hinſichtlich ſei⸗ 
ner Wirkung hinreichend gegeben, fobald man fein Moment bat, 
und die Lage feiner Axe (d. 5. vielmehr die Lage, einer feiner 


*) Daraus folgt aber, daß ein Gegen- Paar die Ebene deſſelben um 
jeben beliebigen Punkt D in derfelben, immer in einem und demfelben 
Sinne drehen wird, mo auch diefer Punkt D gedacht werden mag. — Denn 
man kann! allemal daffelbe Gegen» Paar irgend mo hin in die Ebene, alfo 
auch fo legen, daß die eine feiner beiden gleichen Kräfte durch den anges 
nommenen Punkt D gebt. Die Drebung der Ebene um diefen Punkt D 
will daher nun ins Sinne des letztern Gegen» Paares, alfo auch im Shane 
des erftern erfolgen. 
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unzaͤhlig vielen unter fich parallelen Axen) und feine Richtung 
(um eine beliebige biefer Aren). 

Und ift M das Moment irgend eines Gegen» Paared, fo 
find (M, M) bie beiden gleichen Kräfte eines gleichgeltenden re⸗ 
Duzirten Gegen: Paares (deſſen MomentensYrm = 1 iſt), 
welches man als zu derfelben Momenten-Uge gehoͤrend fich denfan 
muß, und in derfelben Richtung. 

Zerlest man enblich die Größe M ber beiben gleichen Kräfte, 
welche ein reduzirtes Gegen» Paar bilden, in zwei beliebige 
Saftoren f-P, fo ift bag rebugirte Gegen: Paar (M, M), ſowohl 
mit dem Gegens Paar (£, f) gleichgeltend, welches den Momen⸗ 
ten⸗Arm fl hat, als auch mit dem Gegen-Paar (f!, f}) gleich 
geltend, telches den Momenten: Arm f£ bat, fobald nur Diefe 
Gegen: Paare einerlei Richtung haben. 

7) Zwei Gegen⸗Paare, deren Momente P-p und Q-q find, 
und welche in einer und berfelben Ebene oder in parallelen 
Ebenen liegen, vereinigen fich in ein ‚einziges gleichgeltendeg 
Segen: Paar, deſſen Moment 

P-p+0Q-q, oder P-p—0Q-q 
ift, je nachdem beide erftere Gegen⸗Paare einerlei oder entgegenge⸗ 
fegte Richtung haben, .und wenn im legten Sal P-P>Q-q iſt. 

Denn nimmt man flatt der beiden gegebenen Gegen» Paare ihre gleich- 
geltenden redusirten (P- pP P-p) und (2- q, Q-g), und bringt man fie 
beide in derfelben parallelen Ebene und in denfelben, um 1 von einander 
entfernten Punkten a und b an, fo vereinigen fich die am erfien Punkt a 
angebrachten Kräfte P-p und Q-q in bie einige P-p--Q-q ober 

p—PQ:g, je nachdem fie an a in derfelben oder in entgegengefegter 
—5 wirken. Daſſelbe gilt von den in b angebrachten beiden Kräften 
P.p und Q+q. 

Zeigt fi) aber dag Moment P-p—0Q-q ber Ru gleich, 
ſo halten ſich die beiden gegebenen Gegen⸗Paare einander un⸗ 
bedingt das Gleichgewicht. 

8) Beliebig viele Gegen⸗Paare, welche zu einer und der⸗ 
ſelben Axe gehoͤren (d. h. welche in einer und derſelben Ebene, 
oder in beliebigen parallelen Ebenen liegen, beliebig wie) verei⸗ 
nigen ſich daher allemal in ein einziges Gegen⸗Paar, deſſen 
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WMeoment jeboch auch ber’ Null gleich werden kann; in wel— 
chem letztern Salle fie alle einander unbedingt das Gleichge⸗ 
wicht halten. 


. 12. 


Parallelogramm der Gegen⸗Paare. 


Die ($$. 10. u. 11.) enthalten die wichtigſten Säte von foldhen Ge⸗ 
gen» Paaren, die in einer und derfelben Ebene oder in, unter fich paralles 
len Ebenen auf ein feftes Syſtem wirken. 

Denken wir uns aber nun zwei Gegen» Paare, deren Mos 
- mente P-p und Q-q find, in Ebenen, die nicht mit einander pas 
rallel laufen, fondern welche fich in einer Geraden OZ (Fig. 8.) 
ſchneiden. Bringt man die Kräfte (P-p, P-p) und (Q-q, Q-qg) 
der gleichgeltenden reduzirten Gegens Paare ſenkrecht auf OZ 
an, an benfelben belichigen, um 1 von einander entfernten Punk⸗ 
ten a und b, jede, mie fich von felbft verſteht, im ihrer Ebene, 
fo machen die an a wirkenden Kräfte P-p und Q-q denfelben 
Winkel ꝙ mit einander, den die Ebenen der Gegen Paare, oder 
ihre Aren mit einander machen; während die an b wirkenden 
beiden Kräfte P-p und -Q-q gleichſam den Scheitel: Winfel des 
eben bemerften bilden. — Die beiden an a wirkenden Kräfte 
P-p und Q-q vereinigen ſich nun in eine einzige, ber Größe 
und Richtung nach durch die Diagonale des Parallelogrammg 
ausgebrückt, deſſen Seiten bie in a angebrachten Kräfte P-p und 
Q.q find. — Daffelbe gilt von den beiden an b angebrachten 
Kräften; und letztere mittlere Kraft ift offenbar der erfteren mies 
derum gleich, parallel und entgegen. 

Alfo vereinigen fich diefe beiden Gegen: Paare, deren Mo⸗ 
mente P.p und Q+q find und welche in den beiden in OZ ſich 
ſchneidenden Ebenen liegen, allemal in ein einziges mittleres Ge⸗ 
gen: Paar, welches in einer, durch biefelbe Gerade OZ hindurch 
gehenden Diagonal-Ebene liegt. Die Lage diefer Diagonal- 
Ebene, fo wie das Moment diefes mittleren Gegen: Paares fin 
det fich aber allemal dadurch, dag man durch einen beliebigen 

Punkt O in OZ eine britte Ebene fenfrecht auf OZ Legt, welche 


- 


⸗ 
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bie beiben erſteren Ebenen in den auf OZ fehfrechten Geraden 
OX und OY ſchneidet, — auf dieſen letztern Linien von O aus 
Stuͤcke OA und OB abtraͤgt, welche bezüglich den Momenten 
P-p und Q-q gleich find, dann diefe Stuͤcke zu einem Paralle: 
logramm AOBC ergänzt, zuleßt aber die Diagonale OC zieht. 
Die Länge OC drückt dann dad Moment des mittlern Gegen- 
Paares aus; und ZOCV ift die Ebene, in welcher diefeg mitt⸗ 
lere Gegen: Paar beliebig wo angenommen werden fann *). 
Man fann aber auch in der Ebene XOY von O aus auf 
OX und OY bie fenfrechten Einien XR/OX und YYOY! ziehen, 
welche bezüglich die Aren der Gegen: Paare P-p und Q-q ſeyn 
werden. Macht man nun 
OA! = OA = P-p mund. OB! = OB = Q«g, 
und zeichnet man das Parallelogramm A/OB’C! aus, fo if 
OC'’ = OC und OC’/V! wieberum fenfrecht auf OCV; d. h. 


- OC! fann man ald Moment des mittleren Gegen: Paares neh: 


men unb zu gleicher Zeit ald Are beffelben. 
Diefe Wahrheit kann man ben Satz des Parallelo- 
gramms der Gegen⸗Paare nennen. 


$. 13. 

Um biefen wichtigen Sag des Parallelogramms ber Gegen: 
Paare, der dem Satze des Kräften: Parallelogramms (I. Ih. 
Mech. $. 13.) fo gänzlich analog ift, für die Anwendung be; 
fimmter und bequemer ausfprechen zu fönnen, fügen wir noch 
folgende Betrachtungen hinzu: 

1) Bon jedem beliebigen Punkte O in der Ebene eines Gegen⸗ 
Paares gehen zwei auf die Ebene des Gegen: Paares fenfrechte 
Kichtungen OW und OW! aus, einander gerade entgegen; und 
beide fenfrechte Richtungen OW und OW! mashen eine einzige auf 
beiden Seiten fortgehende Gerade WOW! aus, welche wir im 
($. 10.) die Are des Gegen Paares nannten. jede folche Are 


*) Daß man daffelbe Gegen-Paar auch in jeder, mit der fo eben be⸗ 
flimmten Ebene ZOCV parallelen Ebene annehmen konne, if aus ($. 11. 
Nr. 4.) bekannt. 
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hat alfo zmei einander entgegengefegte Richtungen, welche wir 
die entgegengefeßten Seiten der Are nennen wollen. 

2) Sind nun zwei oder mehr Gegen-Paare in verfchiede- 
nen fich beliebig fchneidenden Ebenen gegeben, fo kann man bie 
Ebenen je zweier dieſer Gegen- Paare, und die beiden jugehöris 
gen Aren, fo auf einander gelegt fich denfen, daß bie beiden Ge 
gen⸗Paare in Bezug auf bie jet gemeinfchaftliche Are einerlei 
Richtung ($. 10.) Haben; — man kann aber auch bie Are des einen 
Gegen⸗Paares ‚und die zugehörige Ebene umkehren, und dann wie: 
der mit der erftern Are und Ebene zufammenfallen Iaffen, ſo daß 
dag eine ‚Gegen: Paar in Bezug auf die jegige gemeinfchaftliche 
Are eine entgegengefete Nichtung des andern hat. Won beiden 
Gegen-Paaren nenne man nun biejenigen ber beiden in (1.) 


erwähnten Seiten der Aren — welche in der ers 


fteen der hier erwähnten Lagen zufammenfallen; ungleichartig 
find dann biejenigen Seiten der Aren, welche ‘in der letzter⸗ 
waͤhnten Lage zufammenfallen. 

3) Laͤßt man alfo von einer beliebigen Anzahl beliebiger 
Gegen: Paare, die fich in ganz beliebigen Ebenen befinden, bie 
gleichartigen Seiten der Aren zufammenfallen, fo haben die Ge 
gen: Paare alle in Bezug auf dieſe jegt gemeinfchaftlich gedachte 
Are eine und biefelbe Richtung. 


%. 14. 


Den im ($. 12.) bingeftelten Sat des. Parallelogramms 
der Gegen⸗Paare kann man nun fo geben: 
Zwei Gegens Paare, deren Momente P-p und Q-q find, 


+ 


und deren Ebenen ſich irgend wo in einer Geraden OZ fchnei: 


den, vereinigen fid) allemal in ein einziges gleichgeltendes (mitt: 
leres) Gegen⸗Paar, deſſen Moment, deſſen Axe und deſſen Rich⸗ 
tung auf nachſtehende Art gefunden werden: 

Man denke ſich durch einen beliebigen Punkt O ( Fig. 8.) 
in OZ, die Axen XOX und VOV der beiden gegebenen Ge⸗ 
gen: Paare, nehme von diefen Aren die gleichartigen Geis 
tn OX! und OY! (oder OXU und OY"), trage auf dieſen 

| 
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von O aus die Momente ab, OA!==P-p und OB! = Qxq, 
und ziehe das Parallelogramm OA’/C/B! aus; fo ift die Dias 
gonale OC! 1) der Sröße nad) das Moment bei .gefuchten 
mittlern Gegen: Paares, 2) der Richtung nad) aber bie, mit 
den gleithartigen Seiten OX! und OY! der Arm wiederum 
gleichartige Seite der Are des gefuchten Gegen: Paares. Durch 
diefen letztern Umſtand ift aber die Ebene, ober jede mit ihr pas 
rallele, und bie Richtung des mittlern Gegen; Paares völlig 
beftimmt ausgefprochen. 

Umgekehrt: Hat man ein GegensPaar, deſſen Moment S-s 
ift, in einer beliebigen Ebene ZOV, fo kann man folches alles 
mal in zwei anbere Gegen: Paare zerlegen, welche in beliebigen, 
durch eine beliebig in der Ebene des Gegen⸗Paares S-s *) ges 
nommene Gerade OZ bindurchgehenben Ebenen XOZ ımb YOZ 
biegen, und welche mit dem gegebenen Gegen: Paar gleichgeltend 
find. Man muß zu dem Ende auf der Are bed Gegen: Paares 
S.s, in irgend einer ber beiden Seiten ber Are 5.3. auf OV! ein 
Stuͤck OC’ = S-s abtragen, auf bie Ebenen XOZ, YOZ bie 
Normalen XOX und WOXY ſich denken, welthe zu Aren ber 
gefuchten Gegen: Paare genommen werden fönnen; zulegt aber 
durch C’ in der Ebene der drei Aren OV!, OX! und OV mit 
diefen letztern Axen parallel, die CB! und C/A! ziehen. Die 
Längen OA! und OB! find dann 1) der Größe nach die 
Momente der gefuchten (Seiten) Gegen Paare, 2) der Rich» 
tung nach die mit der OV! gleichartigen Seiten der Axen die: 
fer (Seiten) Gegen: Paare, ſo daß dadurch auch bie Richtung 
diefer letztern völlig beſtimmt ift. 


8. 15. 


Hat man drei Gegens Paare, deren Momente bezüglich P-p, Q q und 
Rer find, in beliebigen, ſich mechfelfeitig in einem und deinfelben Punkte 
O fchneidenden Ebenen, fo Tann man zuerſt zweie derfelden in ein einzi⸗ 

ges vereinigen, z. B. P-p und Q+q in den beiden Ebenen XOZ und YOZ 


*) Mir fagen oft „dad Gegens Paar S-s”, mo es heißen muß: ‚das 
Gegen» Paar, deſſen Moment Ss if.” Diefe Bequemlichkeit im Sprechen 
und Schreiben mögen uns Zuhörer und Lefer erlauben. 


N 
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(Zig. 8.) in das mittlere S«s in ber Ebene ZOV; dann kann man biefes 
mittlere Gegen Paar als ein reduzirtes, mit dem dritten Gegen Paar 
Rer, ebenfallö als ein redusirtes gedacht, wiederum auf der gemeinfchaftlis 
chen Durchfchnittö> Linie der Ebene ZOV mit der Ebene des dritten Ge⸗ 
gens Paares R-r (weiche Durchſchnitts⸗Linie in der (Fig. 8.) nicht su fer 
ben if) fenfrecht anbringen, in Punkten, die um 1 von einander abſtehen, 
und fo diefe beiden Gegens Paare S-s und R-r wiederum in ein einziges 
vereinigen, fo baß zulegt alle drei gegebenen Gegen» Paare P-p, Q-y und 
R«r in ein einziges vereinigt find. 


Dies giebt folgenden Satz: 

Drei Segen: Paare, dern Momente P-p, Q-q und Rer find, 
und die in :verfchiedenen fich wechſelſeitig fchneidenden Ebenen 
liegen, vereinigen ſich in ein einziges Gegen: Paar auf folgende 
Art: Man nimmt bie, von dem ‚gemeinfchaftlichen Durchſchnitts⸗ 
Punkt O der drei Ebenen: der Gegen: Paare, auslaufenben drei 
gleichartigen Seiten der Axen biefer drei Gegen> Paare; trägt 
auf jeber berfelben von O aus bie bezüglichen. Momente P-p, 
Q-q und Rer al Linien ab, und ergänzt bad Ganze zu einem 
Parallelepipebum; Die Diagonale dieſes Parallelepipedums if 
1) der Sröße nad) das Moment bes gefuchten mittlern Ge 
gen: Paares, und 2) der Richtung nach bie mit. den voris 
gen. gleichartige Seite der Are dieſes mittlern Gegen: Paares. 
Dadurch ift aber dag mittlere Gegen» Paar vollkommen beftimmt, 
feinem Momente, feiner Ebene und feiner Richtung nach. 

Umgekehrt, kann man nach dem fo eben fefigeftellten Satze 
des Parallelepidedbums der Gegen: Paare (welcher bem 
Satze des Kräften-Parallelepipebums im I. Th. Mech. 5.17. b. 
ganz analog iſt) ein gegebened Gegen⸗Paar in drei andere gleich: 
geltende zerlegen, - welche in gang beliebigen, in einem beliebigen 
Punkte O gemeinfchaftlich fich--fchneidenden Ebenen Tiegen; in 
fo ferne man die Ebene des gegebenen Gegens Paares nach 
($. 11. Nr. 4.) parallel mit ſich forträcken und ebenfallg durch 
den Punft O geben lafien kann; — oder noch einfacher, in 
fo ferne man durch O alle vier Axen gehen laſſen kann. 
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1) Man kann nun auch beliebig viel z. B. n Gegen⸗ Paare 
in beliebigen Ebenen, in ein einziges gleichgeltendes Gegen⸗Paar 
vereinigen, wenn ſie ſich nicht alle einander unbedingt das Gleich⸗ 
gewicht halten. — Zu dem Ende legt. man drei einander wech. 
felfeitig ſich ſchneidende, übrigens beliebige Ebenen: E, E/, Ef, 
welche fenfrecht oder (chief auf einander ſtehen koͤnnen; — zer 
legt jedes der gegebenen Gegen⸗Paare im drei (Beiten:) Gegen: 
Paare, welche in diefen Ebenen E, E' und E! liegen, und ver 
einige dieſe je m (Geitens) Gegen- Paare, welche in jeber dieſer 
drei. Ebenen liegen, nach ($. 11: Nr. 8.) in.ein einziges; zuletzt 
aber vereinigt .man biefe leßteren drei Gegen: Panre, welche bes 
züglich in drei Ebenen E, E! md EU liegen, wieberum in ein 
einziges, welches bag Gefuchte iſt. W 

2) Dabei ft unbebingtes Sleihgewicht unter: ben n gege⸗ 
benen Gegen: Paaren nur bannımöglich, aber dann auch noth⸗ 
wendig, wenn die je.n- (Geiten-- Gegen-Paare in jeder der. brei 
Ebenen E, E! und.E für ſich im unbedingten Sleichgewichte 
find; meil außerdem allemal ein Gegen-Paar eriftiren wuͤrde, 
enttoeber in einer der drei Ebenen E, E/, EM, oder aus zweien 
oder dreien folchen sufammengefeßt, welches mit ‚allen gegebenen 
Gegen: Baaren gleichgeltend wäre und burch nichts mehr unbe: 
dinge vernichtet: werden koͤnnte. — Vergl. ben analogen Sag 
(I. Th. Mech. $. 20. und Anmerk.) von den Kräften. 


6. 117. 


Alles dieſes wollen wir nun auf eine ganz analoge Weiſe, 
wie wir ſolches im (I. Th. Mech. Kapp. 2. 3.) für Kräfte, bie 
einen und denfelben Atom angreifen, gethan haben, in bequeme 
"Rechnung bringen. 

1) Zu dem Ende wollen wir ung drei auf einander fenf- 
rechte Koordinaten» Aren OX, OY und OZ benfen, welche drei 
auf einander fenkrechte Koordinaten:Ebenen YOZ, XOZ und 
XOV bilden. Jedes Moment von jedem gegebenen Gegen: 








h 
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Paare wird (mie bisher jede Kraft) abſolut (d. h. nicht nega⸗ 
tip) in Nechnung gebracht. So wie wir aber früher im (I. 
Th. Mech. Kap. 2.) die nach ben Aren OX, OY und 07 
gerlegten Kräfte poſitiv und negativ in Rechnung brachten 
und auch noch fo in Rechnung bringen, eben fo wollen wir auch 
die Momente der nach den Koordinaten: Ebenen zerlegs» 
ten Gegen⸗Paare pofitiv und’ negativ in Rechnung bringen, 
und zwar -in den drei Koordinaten: Ebenen diejenigen Momente 
jebesmal pofitiv, deren GegensPaare unter der Vorausſetzung, 
daß OX, OY, OZ (und von’ keiner ihre entgegengefeßten Rich⸗ 
tungen) al gleicdyartige Seiten der Axen (9. 13.) arigefehen 
werden, einerlei Richtung haben; alle diejenigen Momente aber 
negatin;. deren Gegen⸗Paarr (in dieſen Roordinaten · Chenen) die 
entgegengeſetzte Richtung haben. 

Dabei kann man die Richtungen‘ der: Gegen Paare in den 
Koordinaten: Ebenen, deren Momente poſitiv in. Rechnung ge 
bracht werden, die. poſitiven Richtungen nennen; die entge: 
gengefeßten. werben dann die negativen genannt. 


Nimmt man alſo 4. B. die Drehing von OV nach OX hin ais die 


poſitive Richtung eines Gegen⸗Paares in ‘der Ebene XOY, ſo ſind nach 


der fo eben gemachten Feſtſtellung die Drehungen von OX nach OZ hin, 
und von OZ nach OY Hin, die pofitiven Richtungen der Gegens Paare in 
den beiden andern Koordinaten» Ebenen. Die Gegens Paare in den Koors 
dinaten⸗ Ebenen, welche in genau -entgegengefester Richtung drehen mollen, 
haben dann die negativen Richtungen, d. h. ihre Momente werden als nes 
gative Zahlen in Rechnung gebracht. en 

2) Bon jebem beliebig gegebenen Gegen: Paare nennen wir 
nun diejenige der beiden Seiten feiner Are die poſitive (und die 
andere dann die negative), welche, fobald fie mit OX, OY 
oder OZ (und nicht mit den entgegengefegten Nichtungen) zu: 
fammenfält, die Richtung des Gegen: Paares als einerlei aus: 
weißt mit den pofitiven Nichtungen der Gegen: Paare in den 
Koordinaten: Ebenen. 

Die Lage der Are des Gegen» Paares und feine Richtung 
beftimmen wir dann allemal durch bie drei Winfel A, u, », 
welche bie poſitipe (und nicht die entgegengefeßte negative) 
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Seite der Are mit ben drei Koordinaten⸗Axen macht; fo daß 
biefe Winkel 2, a,,» fpige,. fiumpfe auch rechte Winkel feyn 
koͤnnen *). 

Auf diefe Weife ift die Richtung des Gegen: Paares in fei- 
ner Ebene völlig beftimmt und zweckmaͤßig in Rechnung ge⸗ 
bracht. — 

3) Sind aber P-p und Q-q bie poſitiv ober: ngatit ge 
nommenen Momente: ziveier in einer der Koorbinatens Ebenen 
gebachten GegensPaare, fo iſt nach ($. 11. Nr. 7.) bie Summe 

P-p+-Q-q 
allemal das Moment desjenigen Gegen: Paares. welhes an die 
‚Stelle der beiden erſtern Gegen⸗Paare (in derſelben Koordina⸗ 
ten⸗Ebene) unbedingt geſetzt werden kann, und welches ſelber 
poſitiv oder negativ ſeyn wird. 

Iſt aber dieſe Summe 

P-p-+>Q-g = 0, 
fo Halten fich biefe beiben Gegen: peere unbebingt dag. Gleich 
gewicht. 

4) Sind P,-pı, PP.» Pepe «oe P,-pu bie pofiio oder 
negativ genommenen Momente von n Gegen» Paaren, twelche in 
einer und derfelben Koordinaten: Ebene gen, fo if die Summe 
aller Momente 

Pr-pı+Pr-p-+Prp+ + +Papa ober >(Pıp) - 
das Moment bed einzigen Gegen: Paares, welches mit aflen fo 
eben erwähnten Gegen- Daaren gleichgeltend iſt, übrigeng poſi⸗ 
tiv oder negativ. 
Und findet ſich dieſe Summe der Null gleich, iſt alſo 
206.p) = 0, 
fo halten ſich dieſe n Gegen⸗Paare einander im unbedingten 


Gleichgewicht. 
$. 18, 


*) Diefe Winkel A, u, » find zu gleicher zeit die fpigen, ſtumpfen 


oder rechten Winkel, welche die Ebene des Gegen Paares bezüglich mit den 
. KoorbinatensCbenen YOZ, XOZ und XOY madıt. 


⸗ 








| 
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6. 18. 


I. Sf nun von einem Gegen⸗Paar gegeben 1) fein Mos 
ment Q, und 2) feing Ebene fo wie feine Richtung durch bie 
Winkel 2, m, v, welche die pofitive Seite feiner Are mit den 
drei Koorbinaten-Aren OX, OY, OZ macht, fo läßt fich die 
fe8 Gegen- Paar immer nach ($. 15.) in drei (Seiten:) Gegen: 
Daare zerlegen, welche in den drei Koordinaten: Ebenen YOZ, 
XOZ und XOY Jiegen, und deren Momente bezüglich 
(O) «+ OQ.cos‘, Q-cosü und  D.co8V J 
find. — Das Moment iſt allemal abſolut (poſitiv) genom⸗ 
men; dagegen find dieſe Seiten-Momente Q-cos}, Q-cosu, 
Q-cosv pofitiv, negativ oder Null, je nachdem 2, u, v fpiß, 
ſtumpf oder rechte Winkel ſind. | 

“U. Umgekehrt: bat man drei Gegen⸗Paare in den Koor- 
dinaten⸗ Ebenen XOY, XOZ und YOZ, deren Momente nad) 
ihren Richtungen poſitiv ober negativ in Rechnung gebracht wer⸗ 


den, und bezüglih G,.H und I feyn mögen; und will man 


folche in ein einzige® Gegen: Paar vereinigen, deſſen unbekanntes 


. und immer abfolut (pofitiv) gebachted Moment durch Q bezeich- 


net wird, und defien poſitive Axen⸗Seite mit ben Koorbinatens 
Arm OX, OY, OZ die noch unbefannten Winkel A, u, v bil⸗ 
det; — fo werden biefe unbekannten Stücke allemal aus den 
drei Gleichungen 
I. G==0Q-cosv; I. H=0Q-cosu und UI J = 
beftimmt, fo daß man, weil allemal ' Ä 
cos’ +cosu?-+cosv? = U 


iſt, fogleich erhält 


1) : = HE, 


und dann noch 


2) or=%, =] und win, | 


ſo daß, weil der Nenner Q allemal abfolut (pofitis) if, bieſe 


Winkel v, u, A ſpitz, ſtumpf oder als rechte Winkel ſich ergeben, 
je nachdem G, H, J poſitiv, negativ oder Null find. 
n [3] 
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Dies folgt aber unmittelbar and dem Gage der (66. 12. 15.) in Ver⸗ 
bindung mit den in den ($$. 13. 17.) gemachten Annahmen. 


4. 18. 


L Sind nun n Gegen: Paare gegeben, durch ihre Momente 
.n Q,, Q;; ... Os 

und durch die Winkel 1 ——— 

| I; Kır Yı5 da; Hay'Yay) , *°** In; Un, Yay 
melche bie pofitiven Seiten ihrer Aren mit ben Koordinaten 
Axen OX, OY, OZ machen, — fo zerlegt man zuerſt jedes die⸗ 
fer Gegen⸗Paare Q in die drei (Seiten⸗) Gegen⸗Paare 

| Qrcosv, Qrcosu, Q-cosk, 

welche bezüglich .in-den Ebenen XOY, XOZ, YOZ liegen, und 
vereinigt dann alle dieſe (Seiten⸗ Gegen: Paare (in jeder der 
drei Koordinaten: Ebenen) in ein einiges nach ($. 17. Nr. 4.), 
fo dag man . 

L == I(Q-cosv); M E(Orcosy) und N = 3(Q-cosA) 
als die drei (Seiten»)' Gegen» Paare ehau, in welche ſich alle 
vereinigen laſſen. 

Zuletzt nimut man 


8 Se + — 
und | 
09, = = 2: 3; * = * und cosA, = Br 5 
0 0 


und man hat dann das Moment O, des gefuchten mittlern Ge; 
gen: Paares, waͤhrend die Winkel v,, u, und A, bie Lage feiner 
Are und feine Richtung beſtimmen *). . 


*) In der durch die Are beſtimmten Ebene bes Gegen⸗Paares kann 
man nun unendlich viele gleichgeltende Gegen⸗Paare anbringen, wenn ſie 
nur alle daſſelbe Moment Oo haben, nach ($. 11. Nr. 4. — 7.). Man kann 
daher die beiden gleichen Kräfte bes Gegen⸗Paares Qo noch durch imei ges 
gebene Punkte in ihrer Ebene hindurch gehen laffen, auch noch in gegebes 
ner fentrechter Entfernung d von einander, wenn man nur dann jebe der 


beiden gleichen Kräfte = % nimmt, damit dad Moment = 0. wird. 


* 
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II. Sollen aber dieſelben n Gegen: Paare einander unbedingt 
Das Gleichgewicht halten, fo muß nad) ($. 16.) 
1) I(Q-cosv) = 0; 2) I(Q-cosu) = 0 
und 3) ZI(Q-cosi) = 0 | 
feyn ; und biefe drei Gleichungen reichen aus und find nothwen⸗ 
dig zum unbedingien Gleichgewicht. 


$. 20. 


I. Stehen die Ebenen aller n Gegen⸗Paare auf einer der 
Koordinaten: Ebenen, 3. B. auf XOY fenfrecht, fo bat man 
vzy zu, ze mn 900 und L=0; 
alfo | 
'9Q= = VMIEN® 


und | Ä nn 
M 
608%, = 0, cos M= = — un cosh, = 


% 2 
fo daß bie Ebene des mittleren Gegen» Paared Q, ebenfalls 
auf XOY fenfredht fteht. 

I. Zum unbedingten Gleichgetwicht diefer jegigen n Gegen: 
Paare. find aber. nothwendig und ausreichend die. beiden Glei⸗ 
choungen 

1) ECcos u) = 0 und . 2) I(Q-cos}) = == (0; 
in fo ferne die drifte Gleichung =(Q-cosv). = 0 dasmal ohne⸗ 
dies immer O0, alſo erfuͤllt iſt. 

Anmerk. Die Bedingungen des Gleichgewichts von n be⸗ 
Viebig gegebenen Gegen: Paaren fünnen auch noch in verfchiebe, 
ner anderer Form, und auch mit andern Worten. hingeftellt wer 
den. Nachftiehende ($$. 21. u. 22.) mögen dies näher angeben. - 

“ $ 21. 

L Das Moment Q, eines Gegen» Paares kann man durch 
ein. Rechteck vorſtellen, welches jebe der beiden gleichen Kräfte, 
die das Gegen- Paar bilden, zu Grundlinien, und den ſenkrech⸗ 
ten Abftand derfelben, alfo ben Arm des Segen, paates zur 
Höhe hat. 

[3*] 





v 
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IL Die Produfte | | 
Q-cosv, Q-cosu und Q+cosi 
find daher nach (J. Th. Geom. $. 2.) 

1) die poſitiv oder negativ genommenen Projektionen dieſes 
Rechtecks auf die drei Koordinaten⸗Ebenen XOY, XOZ und 
YOZ; aber auch zu gleicher. Zeit 

2) die poſitiv oder negativ genommenen Momente berjeni- 
gen Gegen: Paare, welche man erhält, wenn man bie beiden gleis 
chen Kräfte des Gegen: Paared Q auf diefelben Koordinaten 
Ebenen projisirt, fo daß die Richtung einer jeben Kraft -aud 
die Richtung ihrer Projektion beftimmt. 

Die Gleichgewichts: Gleichungen der ($$. 19. 20.) fagen da; 
ber nichts weiter, ald daß die Summe der Projektionen ber 
Momente der gegebenen Gegen-Paare (biefe Momente als Recht: 
ecke gedacht), oder aud) bie Summe ber Momente ber Projektio⸗ 
nen der Gegen: Paare, auf jebe der drei Koordinaten: Ebenen, 


der Null gleich ſeyn muͤſſe. 


$. 22. 

Wiederholt man aber die Schlüffe des (I. Th. Mech. $. 25. ) 
ſo findet man ſogleich, daß zum unbedingten Gleichgewicht der 
beliebig gegebenen n Gegen⸗Paare nothwendig iſt und ausrei⸗ 
chend „daß die Summe ber poſitiv ober negativ genommenen 
Projektionen der n Momente (ober die Summe der Momente 
ber Projektionen der n Gegen: Paare) dreimal der Null gleich 
fey", nämlich in Bezug auf drei beliebige Ebenen, welche ſich 
alle drei wechſelſeitig ſchneiden, uͤbrigens beliebig ſentrechte oder 
ſchief auf einander ſtehen *). 


*) Zerlegt man jebes dern Gegens Paare, vermöge des Satzes vom 
Porallelepipedun der Gegens- Paare, nach dreien beliebigen auf einander 
ſchief ſtehenden Koordinaten Ebenen in drei (Seitens) Gegen» Poare, fo 
it na ($. 16.) zum unbedingten Gleichgersicht nothwendig und -ausreis 
chend, daß die Summe der pofitiv oder negativ genommenen Momente in 
jeder biefer drei Ebenen einzeln der Null gleich if. — Allein die Pros 
jeftionen der Momente, oder die Momente der Projektionen der Gegen: 
Paare auf diefe drei Ebenen, von denen oben im Texte die Rede ift, And 





| 
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Stehen aber die Ebenen aller m Gegen⸗Paare auf irgend 
einer und berfelben Ebene E fenfrecht, fo ift zum unbebingten 
Gleichgewicht berfelben nothiwendig und ausreichend, daß bie ges 
dachte Summe der Momente der Projektionen der Gegen: Paare 
zwei mal der Null gleich fei, in Bezug auf zwei Ebenen, welche 
ſich gegenfeitig und auch die Ebene E unter gang belichigen 
Winkeln fchneiden. j 

Anmerk. Aus dem in dem vorfichenden Kapitel Geſagten 
erhellet, daß die Behandlung der Gegen:Paare ganz und 
durchaus analog ift der Behanklung ber Kräfte, welche einen 
einzelnen Atom angreifen. — Das folgende Kapitel bat num zu 
zeigen, tie beide Theorien in Verbindung die wichtigften Säge 
der Statik fefter Körper augenblicklich liefern. 


von biefen eben erwähnten Momenten der. nach den fchiefen Koordi⸗ 
natensEbenen zerlegten Gegens Paaren eben fo verfchieden, als im 
(I. Th. Mech. $. 26. Anmerk.) die Projektionen einer einzelnen Kraft auf 
fchiefe Aren, von der nach ſchiefen Aren gerlegten Kraft. — Es läßt ſich 
aber durch eine der im (L. Th. Mech. $. 26. Aumerk.) ganz analoge Rech⸗ 
nung nachmweifen, daß wenn die einen drei Gleichungen exiſtiren, dann alles 
mal auch die andern drei @leichungen nothmendige algebraifche (trigono⸗ 
metrifche) Folgerungen davon finds welches fich freilich, aus dem fintifchen 
Geſichts⸗ Punkte angefehen, obne daß man die Rechnung wit iu Mas 
den braucht, von. felber verfieht. 





Die Statik feſter Körper. 
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Drittes Kapitel. 


Betrachtung beliebiger Kräfte im Raume, welche ein feftes 
Soſtem angreifen. 


*. 23. 


Znacht bemerke man ſich folgenden wichtigen Satz: 

„Statt einer beliebigen Kraft P, welche einen beſtimmten 
Punft A eines feſten Spftems in einer beliebigen Richtung 
AA! angreift, kann man allemal bdiefelbe Kraft P parallel mit 
ſich einen andern beliebig gewählten Punkt O angreifen laffen, 
wenn man nur zu gleicher Zeit noch ein Gegen: Paar anbringt, 
welches in der Ebene OAA!. liegt, deſſen Richtung durch den 
‚Sinn, in welchem die Kraft P in der- Richtung AA! (und nicht 
AA) die Ebene OAA/ um O drehen toürbe, ‚gegeben ift, und 
defien Moment genau das ftatifche Moment (I. Th. Mech. 
30.) der Kraft P in der Richtung AA! ift, in Bezug auf 
‚ben Punkt O als Centrum des Momented genommen. 


Denn da die Richtung AA’ und der Punkt O allemal eine Ebene bils 
ben, fo fielle (Zig. 9.) diefe Ebene vor. Bringt man nun in O, in der 
mit AA’ parallelen Geraden COD zwei Kräfte P’ und P” an, beide der 
Kraft P gleich, einander aber genau entgegen, fo leiften P‘, P” an O, mit 
P an A in Verbindung, genau baffelbe was P an A allein leiſtet. Weil 
aber P=P if, fo bilden P und P“ dag Gegens Paar, deffen Moment 
- P-OE if, während nach ($. 30. I. Th. Mech.) P-OE auch das ſtatiſche 


| 
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Moment ber Kraft P um O als Eentrum ifi, wenn nur OE auf AA’ 
ſenkrecht ſteht. Diefes GegensPaar kann nun aber in derfelben Ebene 
OAA’ irgend mo beliebig (auch mit beliebigem Arme) angebracht werben, 
wenn nur feine Richtung und fein Moment daffelbe bleibt (nach $. 11.). 


2. 


Sreifen daher zwei Kräfte P und Q, deren Richtungen nicht 
in einer und berfelben Ebene liegen, und welche nad) ($. 8. IL) 
Deshalb nicht eine einzige mittlere Kraft haben, ein feſtes Sy: 


ſtem in den Punkten A und B. nach den beliebigen Richtungen 


AA! und BB’! an, fo kann man beide Kräfte parallel mit fich 
nach einem und bdemfelben beliebig gewählten (Werfammlungs:) 
Punkte O des feſten Syſtems fortrücken und bafelbft angreifen 
laſſen, wenn man nur in den Ebenen OAA! und OBB! nod) 
zwei Gegen: Paare anbringt, deren Momente bezüglich die ſt a⸗ 
tifchen Momente P-p und Q-q ber Kräfte P und Q find, in 
Bezug auf den (Werfammlungs-). Punkt O, als Centrum der 
Momente genommen; fo daß p und q die fenkrechten Entfer⸗ 
nungen des Punftes O von AA’ und BB! vorfielen. 

Während nun bie beiden neuen Kräfte P und Q am. (Ber: 
fammlungs:) Punkte O fich in eine einzige Kraft R vereinigen, 
nach (Th. I. Mech. $. 13.) laſſen fich auch die beiden Gegen; 
Paare, deren, Momente P-p und Q-q find, und welche in den 
Ebenen OAA! und OBB! wirken, in ein einziges Gegen» Paar 
vereinigen, nach ($$. 12. u. 14.), fo daß man zum End-Reful: 
tat die Kraft R am (Berfammlungs-) Punkte © erhält und 
noch ein zugehöriged Gegen: Paar, deſſen Moment, Are und 
Richtung befannt find. 


Nimmt man den Verſammlungs⸗Punkt O in der Richtung AA’ oder . 
BB’ ſelbſt, fo braucht man nur die eine Kraft parallel mit fich fortrücken 
zu laffen, weil die andere nun ſchon durch den Punkt O geht. Dann ers 
hält man diefelbe Kraft R, wie vorher, der Größe nach aber parallel mit 
fih, nach dem jetzigen (Verſamulungs⸗) Punkte O fortgerückt; Dagegen 
von vorne herein nur ein einziges Gegens Paar, fo nämlich, daß diefe jetzige 
Kraft R, im Verein mit diefem jetzigen Gegen» Paar, flatt der beiden ger 
gebenen Kräfte P und Q unbedingt gefegt werden Tann. 
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$. 25. 
Betrachten wir nun umgekehrt ein Gegen⸗Paar (S, S), deſ⸗ 


| 





fen Arm s, deffen Moment alfo S-s if, und an einem Punkte 


O noch eine Kraft R, welche alle zugleich ein feſtes Syſtem 
angreifen. 

Es find drei Säle möglich: 

1) Liege die Kraft R in_ber Ebene des Gegen⸗Paares (S, S) 
ſelbſt, fo vereinigen ſich alle drei Kräfte fogleich in eine einzige, 


welche der Größe nach genau wieder 'R ift, in der Ebene des . 


Gegen: Paares liege, mit der gegebenen Kraft R parallel und 
in demfelden Sinne wirft, und von,dem Angriffe: Punfte O 


dieſer letztern, um r = zT entfernt liegt, und zwar auf einer 


beftimmten Seite von O, nämlich fo, daß die Drehung um O 
mittelft dieſer gefundenen einzigen mittlern Kraft, in demfelben 
Sinne erfolgen will, welche die Richtung des Gegen: Paares 
bedingt. 

Denn es fen (Fig. 10.) O der Angriffs Punkt und OO’ die Richtung 
der gegebenen Kraft R; dagegen feyen an A und an B die beiden gleichen 
parallelen und entgegengefegten Kräfte (S, S) angebracht, welche das Ges 
gen» Paar bilden, und deren fenfrechte Entfernung von einander = s iſt. 
Statt dieſes Gegen» Paares kann man das gleichgeltende reduzirte Gegen⸗ 
Paar (S.s, Ss), melches den Arm 1 bat, nach ($. 11.), fo anbringen, 
daß die eine diefer beiden Kräfte S-s mit der Richtung OO’ der Kraft R 
zufemmenfällt,, die andere der Kräfte S«s aber in der fenkrechten Entfer⸗ 
nung OC = 1 parallel mit OO* zu liegen fommt. Man bat nun die 
beiden Kräfte R-+-S-s in der Richtung OO’, und Ss in ber parallelen 
Richtung CC’. Diefe beiden parallelen Kräfte R-rS-s und S-s vereini⸗ 
gen fich aber nach ($. 9. B.) fogleich wieder in die einzige R’/ in der mit 
00° parallelen Richtung DD’, fo daß, wenn CO noch bis D verlängert, 
und QD=r gefest wird, 

= (R+Ss)— Ss, ap R=R, 
"und Rr = Ssx0C = Saxl = Sa 
— wodurch die obige Behauptung auf das Vollſtandigſte erwieſen ſich 
ndet. 


2) Iſt die Richtung der Kraft R an O, parallel mit der 
Ebene des Gegen: Paares, fo fann man nach ($. 11. Nr. 4.) 
die Ebene des Gegen« Paares parallel mit ſich fortrücken laffen, 
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ohne die Geſammt⸗Wirkung zu aͤndern, bis ſolche durch den 
Punkt O geht und die Richtung ber Kraft R wieder in ihr 
liegt. Alfo exiſtirt jet wieder eine einzige mittlere Kraft, welche 
Dasmal in der durch O mit der Ebene des Gegen: Paares pas 


rallel gelegten Ebene liegt, parallel mit der an O gegebenen 


Kraft R und in demfelben Sinne wirft, von legterer um = 


entfernt. Der Größe nach iſt folche aber wiederum dieſelbe ge 
gebene Kraft R felbft. 

3) Schneiden ſich aber die Richtung ber gegebenen Kraft 
R an O, und die Ebene des Gegen» Paares (S, S) (jede ohne 
Ende gedacht), irgendwo in einem Punkte A, fo fann man bag 
Gegen: Paar (S, S) in feiner Ebene irgendwie aber fo anbrins 
gen, daß die eine ber beiden gleichen Kräfte S durch denfelben 
Punkt A bindurchgeht. Die beiden Kräfte R und.S, welche in 
A ſich fchneiden, vereinigen fi dann nach (1. Th. Mech. $. 13.) 
fogleich in eine einzige T, und man bat die andere Kraft S 
und diefe neue Kraft T, als zwei Kräfte, welche mit R und 
(S, S) gleichgeltend find, welche aber nicht in einer und derſel⸗ 
ben Ebene liegen, alfo auch fich nicht mehr in eine einzige mitt 
lere Kraft vereinigen laſſen. 

Statt diefer beiden Kräfte S und T wird man aber- unends 
lich» viele andere Paare gleichgeltender Kräfte finden, dadurch, 
daß man bie Ebene des Gegen» Paares beliebig parallel mit fich 
fortrücken läßt, ferner auch baburch, bag man dag Gegen Paar. 
in der alten ober neuen Lage der Ebene beliebig wie legt (d. h. 
mit ber Projektion von R beliebige Winkel bildend), endlich auch 
dadurch, daß man flatt des Gegens Paares (S, S) ein anderes 
(0, O) ſetzt, deffen Moment dem Momente S«s gleich ift. 

Anmerk. Weil zwei Kräfte P und Q, welche zwei Punkte 
A und B angreifen, dabei aber mit ihren Richtungen nicht in 
einer Ebene liegen, nach ($. 24.) allemal in eine einzige Kraft 
R und in ein Gegen: Paar S, S umgewandelt werben können, 
— und meil nach ($. 25.) flatt letzterer drei Kräfte R und 
S, S allemal wieber unendlich viele Paare gleichgeltender Kräfte, 
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die alfo auch mit P und Q gleichgeltenb find, gefunden werben, 
fo entſteht die Frage, ob man auch ſtatt ber an ben Angriffe: 
Punkten A- und B wirkenden Kräfte P und Q ein gleichgelten> 
des Kräften: Paar (nicht Gegen: Paar) finden könne, welches 
gerabe bie gegebenen Angriffs⸗Punkte C und D bat. — Lest 
man aber bei dem Verfahren bed ($ 24.) den Verfammlungs; 
Punkt O nach einem dieſer beiben gegebenen Punfte 5. B. nach 
C, fo erhält man zunaͤchſt fatt der P und Q, die Kraft R an 
C und noch ein Gegen:Paar (S, S), deſſen Moment S-s und 
deſſen Are und Richtung als befannt angenommen werden Fön: 
nen. Legt man num die Ebene dieſes Gegen: Paares (S, S) und 
eine ber beiden gleichen Kräfte deſſelben ebenfalls durch ben 
Punkt C, fo fann man in C bie Kräfte R und S vereinigen in 
eine einzige Kraft T, bie durch den gegebenen Punkt C hindurch 
geht; dagegen kann die zweite Kraft S, die in Verbindung mit T 
ftatt P und Q gefegt werden kann, nicht durch den zweiten ge; 
gebenen Punkt D hindurchgehen, wenn biefer nicht in ber durch 
C Hindurchgelegten Ebene des, zum (Verſammlungs⸗) Punfte 
C gehörigen Gegen: Baare liegt. " 


Umgefehrt aber: liegt D irgendwo in dieſer durch C Bin: 


durchgehenden Ebene bed Gegen» Paares, fo kann man in Liefer 
‚Ebene durch C und D zwei ganz beliebige, aber unter fich pa⸗ 
rallele Linien legen, deren fenkrechter Abftand d feyn mag, und 
dann in den Nichtungen biefer Linien zwei gleiche Kräfte, jebe 


*8 anbringen, welche ein Gegen⸗Paar bilden, deſſen Moment 


wiederum = Ss iſt; — und dieſe neuen Kräfte koͤnnen ſtatt der 
S, S ſubſtituirt werben. Alſo erhaͤlt man dann allemal zwei gleich⸗ 
geltende Kräfte, welche Dürch die gegebenen zwei Punkte C 
‚ und D hindurchgehen; auch erhält man leßtere immer noch auf 
unendlich viele Urten,, weil man die Richtung. ber einen Kraft 
* in der Ebene des Gegen⸗Paares, alſo auch die Entfernung 
d beider parallelen Richtungen noch ganz beliebig, nur nicht mit 
der Richtung CD zuſammenfallend wählen Fann. 


— —— 
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Sollen daher flatt zweier gegebenen: Kräfte P und Q, zwei 
andere Kräfte gefunden werben können, mit ben gegebenen gleich. 
geltend, und welche zwei. gegebene Angriffe: Punkte haben, fo 
müffen die Kräfte P und Q der Bebingung genügen, daß wenn 
man fie beide an einem der gegebenen Punfte nad) ($. 24.) vers 
einigt, und die beiben dann binzutretenden Gegen: Paare ‚auch 
in ein einziged Gegen⸗Paar vereinigt, die Ebene diefes legtern 
Durch beide gegebene Angriffs Punkte zugleich hindurchgehe, waͤh⸗ 
rend man fie allemal durch einen berfelben legen Tann. 

- Am Allgemeinen fann man alfo nur einer der beiden mitt 

lern Kräfte den Angriffe: Punfe ganz nach Belieben anmeifen; 

von dem Angriffs⸗Punkte der andern dagegen fann man nur“ 

defien Projektion auf irgend eine Ebene nach Belieben wählen. 
$ 26. 

Kligemeinfe Aufgabe. 


Eine beliebige Anzahl n von Kräften, PP, Pu +.» p, grei⸗ 
fen in ganz beliebigen Richtungen ganz beliebige Punkte A, A, 
... A, eines feften Spfiems an; man fol die Wirkung beur- 
tbeilen. 
Auflöfung Man wählt irgend einen: beliebigen Punkt O 
im feften Syftem, läßt jebe Kraft parallel mit ſich nach dem 
Punkte O fortrücen und bafelbft angreifen. — Dielen. Punkt 
O nennen wir deshalb den. Berfammlungs + Punkt ber 
Kräfte — Hernach fügt man noch, ganz dem ($. 23.) zu 
Folge, in ben durch ben DBerfammlungs:Punft O und durch 
bie Richtungen ber n. Kräfte gegebenen Ebenen, n Gegens Paare 
hinzu, deren Momente P,-pı, P,pa, °*- Parpn bezüglich den 
featifchen Momenten der gegebenen Kräfte gleich. find, in Be: 
zug auf den DVerfammlungssPunft. O als Eentrum. ber Mo; 
mente genommen (fo daß p,, Pr **- pa die fenfrechten Entfer- 
nungen des VBerfammlungs: Punftes O von den Richtungen der 
Kräfte vorfiellen). — Die n neuen Kräfte, die alle denfelben 
Atom O. angreifen, in Verein ‚mit diefen n Gegen» Paaren, lei⸗ | 


, 


\ 


- 
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fien mm baffelbe, was die gegebenen n Kräfte leiſten; alles 
genau nad) ($. 23.). 

Es haben aber die neuen in O verſammelten Kraͤfte entwe⸗ 
der eine einzige mittlere Kraft P, an demſelben Punkte O, und 
dieſe wollen wir dann bie Verſammlungs⸗Kraft an O 
nennen; ober bdieſe n in O verfammelten Kräfte halten fich ein⸗ 
anber im unbebingten Gleichgewicht; nach (I. Th. Mech. Kapp. 
2. und 3.). 

Eben fo aber vereinigen fich auch bie n hinzugetretenen Ges 
gens Paare nach ($. 16.) in ein einziges Gegen: Paar, und bies 
wollen wir dann das zum Verfammlungs: Punkt O ges 
börige mittlere Gegen⸗Paar nennen; ober dieſe m hinzu⸗ 
getretenen Segens Paare halten fi) einander im unbebingten 
Gleichgewicht. 

Deshalb find vier Kälte möglich, nämlich entweber 

1) Es entfieht eine Verfammlungs: Kraft P, an O, und 
noch- ein, zu biefem Verſammlungs⸗Punkte O gehöriges mittle- 
res Gegen⸗Paar S, S, befien Moment = Q, feyn mag. 

a) Liegt num die Richtung ber Verfammlungs: Kraft P, an 

O in der Ebene diefes mittleen Gegen: Paares (ober mit 
ihr parallel *)), fo laſſen fich alle gegebenen Kräfte in 
"eine einzige mittlere Kraft vereinigen nach ($. 25.), welche 

der Größe nach der Verſammlungs⸗Kraft P. an O gleich, 
mit letzterer parallel ift, in ber durch O gelegten Ebene 
des mittleen Gegen: Paares: und von O, oder von der 


Verſammlungs⸗Kraft an o, um ve entfernt und fo liege, 


daß fie die Ebene in dem Pin des Gegen» Paares um 
den Punkt O drehen will; alles genau nach ($. 25.). 
b) Schneidet aber die Richtung ber Berfammlungs- Kraft 
P, an ©, bie Ebene dei zugehörigen mittleren Gegen⸗Paa⸗ 
res S, S irgendwo, fo laffen ſich dann nach ($. 25.) un» 


*) Die Ebene diefes mittlern Gegen» Paares kann man aber immer 
durch den Berfammlungs- Punkt O gehen laſſen, nach (5. 11.20. 2.4.6.). 
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eublich viele gleichgeltende Kräften» Paare finden (nicht 
Gegen: Paare), von denen jeboch Feines in einer und. der 
felben Ebene liegt. Unter biefen Paaren von Kräften kann 
man . allemal auch ein Pade berausfuchen, von welchem 
die eine der Kräfte durch einen beliebig gegebenen Punkt, 
die andere dagegen durch einen Punkt bindurchgeht, von 
welchem wenigftend die Projektion auf eine beftimmte Ebene 


gegeben feyn, ober ganz beliebig noch gewählt werben 


kann; nach ($. 25. Anmerf.). 

Oder: 

2) Es finder ſich eine Verſammlungs⸗Kraft P, an O, waͤh⸗ 
rend die Gegen⸗Paare einander unbedingt das Gleichgewicht 
halten. — Dann iſt die. Verſammlungs⸗Kraft P, zu gleicher 
Zeit die eriftirende einzige mittlere Kraft; und es ift biefer Fall 
von dem Falle (1. a.) nur dadurch verfchieben, daß dasmal ber 
Berfammlungs: Punkt O zufällig in ber Richtung ber exiſtiren⸗ 
den einzigen mittlern Kraft genommen worben ifl. — Oder: 

3) Es halten fich bie in O verfammelten Kräfte einander 


unbedingt im Gleichgewicht, aber nicht die n zugehörigen Ges 


gens Paare. Dann beftimmt das nun eriftirende einzige mittlere 
Gegen» Paar allein (ober jebes gleichgeltende) bie Wirkung aller 
n gegebenen Kräfte; d. h. dieſes Gegen: Baar iſt dann mir den 
gegebenen Kräften gleichgeltend. — Oder endlich: 

4) Es halten ſich nicht bloß die n in O verſammelten Kräfte 
‚einander unbebingt im Gleichgewicht ſondern auch die n zuge⸗ 
hoͤrigen Gegen⸗Paare. — Nur dann, aber auch dann allemal, 
halten fich alle n gegebenen Kräfte am feſten Syſtem einander 
nubedingt das FShichoewicht. 


$. 27. 


1) Dentt man ſich das, in Bezug auf das Centrum o ge 
nommene flatifche Moment irgend einer Kraft P, welche ingend 
einen Punkt A in irgend. einer Richtung AA! angreift, als ein 


in dee Ebene OAA? liegendes Rechteck, welches P (als Linie “ 


gedacht) zur einen Kante, dagegen ben Arm p be Moments, 
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d. h. bie ſenkrechte Entfernung des Punktes O von der Rich⸗ 
tung AA, zur andern Kante bat (oder, was daſſelbe iſt, denkt 
man fich biefes Moment als das Doppelte eines Dreiecks, wel: 
ches P in ber Richtung AA!'yur Grunblinie, den Punkt O da; 
gegen zur Spige bat), fo ift offenbar die Projektion dieſes ſta⸗ 
tifchen Momente P-p auf irgend eine durch O gelegte Ebene 
E, ein Parallelogramm, welches” die Projektion P! der Linie P 
auf die Ebene E zur Grundlinie, Dagegen bie fenfrechte Entfer: 
nung des Punktes O von P! zur. Höhe hat (oder, was baffelbe 
ift, das Doppelte eines Dreiecks, welches P! zur Grundlinie 
und. O' zur. Spige Bat); alfo: auch das flatifche Moment ber 
Projektion P! (diefe Linie P! wiederum als Kraft gebacht, welche 
bie Projektion vom Punkte A zum Angriffs⸗Punkte hat), in Bes 
zug auf O als Eentrum der Momente genommen. 

2) Laͤßt ınan nun bie gegebene Kraft. P. nach einem belies 


big gewählten Verſammlungs⸗Punkte O parallel mit fich fort - 


rücfen, fo tt nach (9. 23.) das Moment des. zugehörigen Gegen: 
Paares nichts anders ald das ftatifche Moment’ der gegebenen 
Kraft P, in Bezug auf den Verſammlungs⸗ Punkt O, als Ems 
trum des ſtatiſchen Momented genommen. 

3) Die Projektionen der Momente ber zum Verſammlungs⸗ 
Punkte O gehoͤrigen n Gegen⸗Paare des ($. 26.) auf irgend 
eine durch den’ Verſammlungs⸗Punkt O gelegte Ebene E, find 
Baher nichts weiter als die ſtatiſchen Momente ber Pro⸗ 


jektionen der gegebenen: Kraͤfte P;, Pa, ++ Pa auf dieſelbe 


Ebene E, in Bezug auf den Berfammlungs- Punkt O, als Cen⸗ 
trum ber Momente genommen. — Legt man durch. O noch. eine 
Gerade OV auf die Ebene E fenfrecht,.fo kann man bie Kräfte 
P auch auf andere Ebenen E', E", EM, ıc. 2c. projiciren, welche 
mit der Ebene E parallel laufen; wenn man nur die flatifchen 


Momente diefer Projektionen, in Bezug auf bezüglich ‚die Punfee 


©, O1, O1, ꝛc. ac, in welchen die Ebenen E1, EU, EN, x. ıc. 
von der Geraden OV gefchnitten. werden, nimmt, und fie alle 
(poſitiv oder negativ, wie fie genommen werden müffen) zu eins 
ander addirt, ſo hat man wieder die Summe der Projektionen 


\ 


u. — — — 
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Der ‘Momente ber. zum Werfammlungs« Punkte O gehörigen Ge 
gen» Paare auf die Ebene B, ober auf irgend eine mit ihr pa- 
"rallele Ebene, — Diefe Gerade. OV kann man auch die Are 
der Ratifchen Momente der Kräfte P nennen. 

4). Bei der Vereinigung ber n-Im: (8. 26.) hinzugetretenen 
Gegen: Paare in ein einziges, nach ($. 19.) in Verbindung mit 
($. 21.), wo zuerft die Summen L, M; N-bder Projektionen der 
Momente .diefer Gegen⸗Paaxe auf drei auf einander fenkrechte 
Koordinaten: Shenen gefunden: werben mäffen, — kann man alfo 
ftatt der Projektionen der Momente der. Gegen⸗Paare, biefe fla- 
tifchen Momente der Projektionm der Kräfte in (Mr: 3.) berech⸗ 
nen und fubflitairen; wenn man nur. dabei diejenigen dieſer ſta⸗ 
tifhen Momente pofitiv in Rechnung bringt, deren (projizirten) 
Kräfte die Koprbinaten-Epene .in ihrer (angenommenen) pofitis 
ven Richtung drehen wollen, — während dann die übrigen bier 
fer ſtatiſchen Momente neyativ in Rechnung gebracht werden 
5) Wegen der (Nr. 3.) halten ſich aber auch die im ($. 26.) 
binzutretenden n Gegen: Paare nach ($. 22.) allemal unbedingt 
im. Gleichgewicht, .menn die. Summe der ſtati fhen Momente 
der Projektionen aller Kräfte auf drei belichige Ebenen, in 
Bezug auf ihren Durchſchnitts⸗Punkt als Centrum: der Momente. 
genommen, einzeln der Null ‚gleich iſt; ober wenn (wie man 
nad, Nr. 3. daffelbe ausdrücken fann) die Summe der flatifchen 
Momente aller Kräfte, in Bezug auf brei folche Aren der Mo: 
mente OV einzeln der Null.gleich if. - .. = 

Daraus und aus ($. 26.: Nr. 4.) folgt. aber noch der nach 
fiehende Höchft wichtige Sag: | - 


928, u on 
| Gleichgewichts-Bedingungen. | u. 
Zum unbebingten Gleichgewicht beliebig gegebener ‚Kräfte 
Pı Pz Pa, +++ Pa, welche ein feſtes Syſtem in beliebigen Rich⸗ 
kungen an beliebigen Punkten A,, A,, A,, «++ A, angreifen, ift 
nothwendig und ausreichend: Ä 
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a) daß dieſe Kräfte ſich unbebingt das Gleichgewicht Halten, 
wenn Fe alle parallel mit ſich nach einem und demſelben 
beliebig gewaͤhlten Angriff⸗Punkte O hin gerückt gedacht 

- werben (dies giebt drei Bebingungs, Gleichungen in ben 

verfchiedenen im I. Th. Mech. Kap. 3. 2te Abtheil. ge 
fundenen Forinen); — und noch 
b) daß bie Summe ber ſtatiſchen Momente der Projeftios 
nen der gegebenen Kräfte auf drei belichige Ebenen in 
Bezug auf den zum Centrum ber Momente genommenen 
Durchſchnitts⸗Punkt dieſer drei Ebenen einzeln der Null 
gleich fen; oder, — daſſelbe nach (Pr. 3. $. 27.) mit 
andern Worten, — daß die Summe der flatifchen Momente 
der gegebenen Kräfte P,, Pz, Ps, P, in Bezug auf 
jede von drei beliebigen -Aren der Momente genom⸗ 
men, der Rull gleich ſey. 

Dieſe ſechs Gleichungen, ſo verſchiedene Formen nach den 
willkuͤhrlich gelaſſenen Elementen ſie nur immer annehmen moͤ⸗ 
gen, ſind daher zum unbedingten Gleichgewicht des feſten Sy⸗ 
ſtems nothwendig und ausreichend. 

Die Gleichungen des unbedingten Gleichgewichts ſind aber 
deshalb ſo wichtig, weil ſich alle ſtatiſchen Aufgaben darauf zu⸗ 
ruͤckfuͤhren laſſen. Sind naͤmlich die n Kräfte des ($. 26.) ge 
geben, und fucht man ihre Wirkung mittelft Rechnung auf, fo 
weiß man nad) ($. 26.) fchon im Voraus, daß zwei mittlere 
Kräfte eriftiren werben, welche daſſelbe Ieiften, daß aber dieſe 
zwei Kräfte zuweilen ein Gegen⸗Paar bilden, zuweilen auch in 


eine einzige Kraft vereinigt werden koͤnnen; vorausgeſetzt naͤm⸗ 


lich, daß die gegebenen Kraͤfte nicht im Gleichgewicht ſind. — 
Man nimmt daher zwei unbekannte Kräfte P’/ und P’! in uns 
befannten Richtungen und an unbekannten Angriffe: Punkten an, 
telche den gefuchten beiden mittlern Kräften gleich, aber ges 
nau entgegen find, welche daher mit den n gegebenen Kräften 
das (unbedingte) Gleichgewicht halten. Man ftelt für dieſe 
n-+2 Kräfte die ſechs Gleichungen des Gleichgewichts bin, und 

Diefe 
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——— u... 

Sind num bieſe feier Släcungen ibentfeh, wenn’ ſiatt P⸗ 
uns ſtatt Pu. die Null geſetzt wird, fo fichen bie gegebenen 
n Kräfte in unbebingtem Gleichgewicht. — Set man aber bloß 
P! der Nüll gleich, fo Hat man ſechs Gleichungen zwiſchen den 
fünf Unbelannten, welche P* beftimmen. Findet man aus fünf 
diefer Gleichungen die fünf Unbefannten, und machen ii Bess 
- the derfelben auch bie ſechſte Gleichung identiſch, fo eriftirt eine 
- einzige mittlere Kraft, welche der gefundenen P! genau gleich 
und entgegen ift. Würde aber dieſe ſechste Gleichung nicht-iden: 
tiſch, ſo wuͤrde dieſer Widerſpruch anzeigen, daß dasmal die 
Bedingung: ‚ber. Eriſtenz einer eimigen mittlern Kraft: nie: er⸗ 


faut iſt. © Zu in 3 . rege 
: Alted in’ den 65. 26: 2.98) Befagte —* nun m duo 
bie genöpalige Hechnang ef ; 
..d) ET Saint 
4 vg: . 99. [u 


Legt man burch den ————— ⸗Punkt O, ’an' welchem 
man in ber Aufgabe des (56. 26.) alle Kräfte vereint wirken laſo 
ſen will / drei auf einander ſentrechte Aren 0X, oY, 02; — 
fiüd; auf diefe Axen bezogei, x, Yi, zı5 8, Ya Zu; es xi Yan da 
die Koordinaten Werthe der Angriffs: Punkte A,, Ay,’ — 
— und find ferner a; Bi; Yı3 &%; Pa; Ya> ... On, Ans Ya sie 
Winkel, welche die Kräfte P,, P,, . P, mit den’ drei‘ Mar 
machen; ifo kann man bil Refultate der (8. 26. 28) dutch 
nachſtehende Rechnung verfolgen: | 7 

A. a) Was die Kräfte Pi Ban ... P. sr bie alle jan 
nina 3 er situ 3 
“ *) Da die Rage einer Geroden im Raume a vier Eride. ya, 

gegeben iſt, und jeder Punkt in dieſer "Geraden slim Angriff⸗Puntt ge⸗ 
wihlt / werden kann, ſo hat nme im Sanzen zehn Unbeknuumte , von! Deren“ 
alfa pier heliebig angenopunen werben; lönnenDaher, Endet Bon Frog 
lich „piele ie: Paare von Kräften P’ und. P” von dene man jfde ip, 
gerade en zehengefetzter Kichtun. nehmen muß um Ai m Mar „mie 
Aräfte ji paben. 


1. | (4 


=. L_m au. im —— EG 


Sn 


0. Mo feſter Mira SAME: 


Varſammlungtz⸗ Punkt, O:angwifenc-ta ebd anan. Pie Varſammi⸗ 
Iungs: Kraft P, und ihre Richtung, nämlich die Winkel ez, ;As 
und;y, (im Falle sine ſolche Verſamminngs⸗ Keaftexiſtiet)alle⸗ 
mal nach ($. 17. 1.26; Mech.) durch ſeigende Rethnung: ¶ Wen 


— ſich ungen NM.i:..: 
18 zii x 2). Zr = Y 

* 3): Zee); = tut. 

—*2* daun orale: * Bau 

ee} Same schen zu 

fo wele ne en 


De 5) mi 5 un ind“ ca, 4 9** 


sh Bicht: es ‚aber. keine folche Serfonmrlungs ‚ra: ſondern 
haiten ſich dieſe neuen, den Verſammlungs⸗Punkt O angreifen⸗ 
den Kräfte einanher im⸗ unbedingten Gleichgewicht, fa; find: nach 
(I. Th. Mech. $. 20.) zu dieſem Gleichgewicht nothtoendig und 
ausreichend die drei Gleichungen | 

L.X=0; 1.Y=0:.m IH. 2= 6; 
wo X, Y und 2 die in.. ‚cl. arm. Anne Auędtude. vor⸗ 
ſiellen. eng — ER u — 

B.. Dat zugehörige, mittlere Gegen haar, aus am ® ‚bingue 
tretenden Gegen⸗Paaren, deren Ebenen alle durch den Vfrſamm⸗ 
lungs Punkt. O gehen, teird- nach ben .($%..19. u. 27. Nr. 4): 
dburch Rechnung gefunden. Zuerſt findet. man die Projektion, des 
Moments. .Prp irgend eines dieſer Gegen: Paane ‚auf, bie, Ehene 
xoY, indem. man die Kraft. P. auf dieſe Ebene KOX projigirg, 
fo daß man bie Kraft P-siny ‚erhält ‚(welche fo gedacht wird, 
als wenn fie die, Projektion :de& Angriffs: Punktes A, in, der 
Ebene XOY angriffe), dann aber in Bezug auf ben Verfamm- 
lungs⸗Punkt O ale Centrum, das flatif he Moment Diefer 
Projektlön P. giny nimmt, und ſpiches ‚daft itiy ober, negativ in 
Rechnung bringk;. je nachdem die Kraft. P-siny bier Ehre XOV. 
in⸗iheer als poſttiv angenonunenen Richtung von GV nach OR: 
bin © “pet kufegegengefeggten. Sinn um .D' Weste Ba. 
Zul werden ale diefe Momente für alle n hinmgetretenen 


a 
J2 
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Gegen⸗Puare addirt/ und men bat bie Projektion L des Mo; 
ments des gefuchten mittleren Gegen-Paares auf bie Ebene XOY. 
— Um aber das ſtatiſche Moment der Kraft P-siny leichter 
finden zu Können, zerlegt man dieſe Kraft P:sinz, welche fo ge⸗ 
dacht wurde, als wenn fie in der Ebene XOY' die Projektion 
des Angriffe: Punktes A angriffe, parallel mit den Axen OX 
und OY in bie beiden (pofitiven oder negativen) Geiten: Kräfte 
P. cos c und P-cc#f, und‘ nimmt nach‘ ($. 9.) ſtatt des sefüch: 
ten ſtatiſchen Momented- ber Kraft: P-siny Die Summe der ffä- \ 
tiſchen "Momente diefer Seiten: Kräfte, in Bezug anf daſſelbe 
Centrum O.Von diefen Seiten: Kräften P-cose nnd! P-dos 
find. aber -die Arme ihrer Momente bezüglich y und x, und ihre 
Momente ſelbſt bezüglich und abgeſehen vom Verjeichen F 
7.9 Peyseosa 'und Prx-eosf. 
Den man ſ ich nun die Drehung von OY nach x: bir wie 
bisher immer als die pofitip.e,: fo it offenbar 
P-y-cos@a— P-x-cosß oder P-(y-cos« — x-c0s f) . 
dag ftatifche Moment der Projektion P-sinz, um O alg Cen⸗ 
trum des Moments. — Beztichnen wir die Summe dieſer Pro⸗ 
jektionen der ſtatiſchen Momente fur ale Lraſte B,., Buy Pu se Da 
durch L, fo bat man N vetanen Te Zu 
Re) Teen Zhlyrcos ni ne = UL, 
ſe daß dieſe Summe L: der ſtatiſchen omas der ‚Kräfte um 
Die Axe OZ.: als Axe der Dinmente: gehacht; nach (6. 279) po: 
fitio, negativ ober Null, jedenfalls aber das Moment einesder 
drei (Spiten-) Gegen: Pagre in den drei, Koorbingten Ebenen, 
und, war dag, ‚in der. Ebene, Z0X befindliche iſt, aus denen das 
eiusige miftlerg Segen - Paar zuletzt zufammengefet wird. —WR 
Nun fuche, ‚map ‚ebenfalig bie Summe ber, Projektionen der 
onente aller n Gegen: Paare auf bie beiden. ‚andern Koordi⸗ 
naten⸗ -Ebenen. Nehmen wir in der Ebene x02 8 die Drehung 
der OX hach 02 hin, und in der Ebene YOZ bie Drehung 
von OZ° nach ÖY hin für vie poſitive (ſo daß OZ, Ov, 0X 
die share und pofitiven Seiten ber Axin der be⸗ 
zuͤglich in den Koordinaten⸗Ebenen XOY, XOZ und YOZ be 


L4*] 
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trachteten Gegen⸗Paaͤre find), fo findet ſich auf gan anualo⸗ 
gem Wege 
7) — ZPls-008y—1c0se) — = M 
für die Summe ber’Momente ber Kräfte um bie Axe OY als 
Are der ſtatiſchen Momente genommen, d. h. für die Summe 
der auf. die Koordinaten: Ebene XOZ projicirten Momente ber 
n Segen: Paare. — ‚Eben fo ift 
8) SPlzcoeß—ycay)= N. 
die Summe-ber Momente ber Kräfte um die Axe ox als Mops 
menten⸗ Are genommen, d. h. die Summe der auf die Koordi⸗ 
naten- Ebene XOZ projisieten Momente der n Gegen» Paare. 
HE nun Q, das Moment des gefuchten mittlern Sega 
Paares, und find Au, fa, vo bie. Winkel, welche deſſen pofitive 
Arens Seite mit den brei Koorbinaten-Ayen OX, OY, OZ macht 
ſo findet man fogleich nach ($- 19.) 
9,5 Q = +VEFM+N? 
und 
10) —S— u und =. ; 


| woburch das mittlere Gegen» Paar: feinem Momente: feine: Are 
und feiner Richtung nach befannt iſt. 

Gicht es aber Kein mittleres Gegen⸗Paar, d. h. galten fih 
alle n: Segen: Paare im unbebingten Gleichgrwicht ſo find nach 
(6. 19. IL) baju nochwendis und ausreichend "die brei Glei⸗ 
chungen 

IV. L=0; V. I0O mb VI. N=6 

C. Zum unbedingten Gleichgewicht aller n gegebenen Kräfte 
P,, P,, *:+ P, mie folche die gegebenen Punfte A,, A, os A, 
angreifen, find daher nach ($. 28.) nothwendig und ausrelchend 
bie ſechs Gleichungen u 

LUx=0j u Yo mM. z=0, mr “. 
IV. 125 v.M=0; VI. N=b. 
D. Finden bie drei —— «a — ni. 9 in 


iR) 


— — — — — — — — — 5 — * 
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flatt, aber von ben drei Gleichungen (IV. — VL) entiweber 
feine, ober nur eine einzige, oder doch höchftend nur zweie der 
felben, : ſo fiehen: die gegebenen Kräfte nicht im Gleichgewicht, 
fonbern fie vereinigen fich alle in ein Gegen: Paar, befin Mo» 
ment; Are und Richtung in (B. NN. 9. und 10.) gefunden 
fiehen. - : 
E. $inden die Gleichungen (IV. — VI.), nämlich 

.W.L=0; VM=0 mw VLN=0 


allein fiatt, und von ben Gleichungen (I. — III.) entweder Feine, 


oder nur eine einzige, ober boch hoͤchſtens nur zweie derſelben, 
fo vereinigen fich alle gegebenen Kräfte P,, Pa, »+- B. in eine 


einzige P,, welche der Größe und Richtung nach in (A.NN. 4. 


und 5.) gefimden iſt, und welche noch überdies durch) den Ans 
fangs⸗Punkt O ber Koordinaten bindurchgeht. 
‚ F. Da nad) ($. 25.) dic Verfammlungs- Kraft P, an 0, 


und das zugehörige mittlere Gegen» Paar, defien Moment Q, 
ift, in eine einzige mittlere Kraft fich vereinigen, wenn bie Are - 


des in (B.) gefundenen Gegen⸗Paares Q, auf der Richtung der 


in (A.) gefundenen Berfammlungs: Kraft P, ſenkrecht fteht, alſo 


wenn nach (1. Th. Geom. $. 1.) 

(O-- cos v cos Yßeos uj-cosdytCos A608, =O) 
J oder L-2+M-Y+NX=0 4 
iſt, ſo folgt, daß die gegebenen n Kräfte Pı, Pa, P, hin 
fichtlich ihrer Größe, ihrer Richtung und ihrer Angriffs: Punkte 
diefer Bebingungs: Gleichung (O) genügen muͤſſen, wenn fie 
alle in eine einzige mittlere Kraft follen vereinigt werden koͤn⸗ 
nen. — Umgekehrt: ift dieſe Gleichung (CO) von den gegebenen 


Kräften erfüllt, ohne daß X, Y, Z alle dreie zugleich, 


Null find, fo eriflirt allemal eine einzige mittlere Kraft, welche 
der. Berfammlungs: Kraft P, an. O gleich, und mit ihr parallel 
iſt, und welche zugleich in dee Ebene des zugehörigen mittlern, 
in (B.) genau beftimmten Gegen» Paares, vom Verfammlungs: 
Yunfte O um 


1 se 25 
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entfernt und. fo liegt, daß fie um O in dem Sinne des mittlern 


Segen: Paares drehen will, nach ($. 28. 3*8 


Iſt L=0,M=0:und zugleich NO, ſo iſt die Sei: 
hung (O) ebenfalls erfüllt. Ce wird aber, dann. Q, == ®, 
Po == 0.und die einzige mittlere Kraft fällt. dann gengu mit de 
Berfammlungg: Kraft an O zufammen; ganz p wie wir Dies 
in (E.) ſchon ‚gefehen haben: | ; 

G. So oft aber feiner bee Säle (CO. D. E. und F ) fatt 


findet, fo oft erhält man doch: ſtatt aller. n gegebenen Kräfte: 


- a) die in (A. a.) ‚gefundene Verſammlungs⸗Kraft, P. an O, 
welche ihrer Richtung und Groͤße nach in den RR 4 und 5.) 
dafelbft. gefunden ift; und noch : . Br 

b) das zugehörige mitslere Gegen⸗ Baar, been Boment 
Q, und defien Are und Richtung: ia (B.) gefunden. find. - 

. Diefe Verſammlungs⸗Kraft P,.an O, und dieſes Stgen-Yaar 
Q, fann..man dann, nach ($.- 25.), In zwei Kräffe;-vereinigen; 
die nicht in einer Ebene liegen; und zwar findet: man unendlich 
viele verſchiedene folcher Paare von Kräften, ‚welche mit der zu 
gegebenen Kräften gleichgeltend find, fo daß man noch den’ Yn- 
griffs-Punft der einen ganz beliebig wählen fann, während daun 
aber von ‚dem ‚Angriffs Punkte der andern. nur deſſen Projektion 
auf irgend eine Ebene noch ganz beliebig gewaͤhlt werden darf, 
nach ($. 25. Anmerf.). 


*) Da nur ieſer einzigen Gleichung (0) iu genügen if, fo begreift 
man, daß dieſelben gegebenen Kräfte an denſelben gegebenen Angriffs⸗Punk⸗ 
ten, bald eine einzige mittlere Kraft haben werden, bald auch nicht, je nach 
verſchiedenen Richtungen dieſer Kräfte an, ihren Angriffs- Punkten. Ja 
man begreift, daß felbft, wenn diefe gegebenen Kräfte an ihren gegebenen 
Angriffs Punkten unter fich fortwährend diefelben gegebenen Winkel ma⸗ 
chen, folche. doch in unzählich vielen verfchiedenen Nichtungen gegen das 
fette. Syſtem, eine einzige mittlere Kraft haben . werden, in allen übri⸗ 


gen Lagen aber nicht. Dr. Minding hat in einem fehr.interefanten _ 


Auffage (Crelle's Sournal Sahrgang 1835. Bd. XIV.) nicht. bloß dieſe 
legtere Trage näher behandelt, fonderh auch die nächfte Frage unterfucht, 
ob die verfchiedenen einzelnen mittlern Kräfte für die verfehredenen Lagen 
der gegebenen Kräfte gegen das angegriffene feſte Syſtem, fich in einem 
und demfelben Punkte fhneiden werben oder nicht. 
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Aunmerk. :Diefe-Mechiteng lehrt: -- J 
+1) Die Verſammlungs⸗Kraft. P., und die. Winkel a A Yo, 
„melcheräbre Richtung „mit den Koordinaten⸗ Axen macht, bleiben 
ininier dieſelben, wo man: auch: ben Verſammlungs⸗Punkt O 
aehmen. mag, wenn. nur: die biikh. den jedesmaligen Verſamm⸗ 
lungs⸗Punkt O gelegten Kenrbinatenaklgen:. immer parallel: mit 
einander gebacht werdenz — d. h. bie Verſammlungs⸗Kraft P, 
bleibt der Größe nach. biefelbe und · ruͤckt bloß parallel mit.fich. 
fort, wenn irgend eig anderer Punkt. im feſten Syſtein zum 
Berfammlungs : Punft der Kräfte gewäpls wird. ⸗· 

2) Die Summen L, M, N der Batifchen Momente nd 
aud) das Moment Q, bes mittlern Gegen⸗Paares aͤndern ſich 
mit dem Verſammiungs⸗ Punkte, letzteres ſeiner Groͤße und Rich⸗ 
tung. nad), weil, biefe Ausbrüde auch ‚die Koordinaten Werthe 
der Angriffs⸗ Punkte in ſich aufnehmen, und dieſe in unſerer 
Rehuung mit dem. Berfammlungs- Punkte retaft ſich uber. r 
.($ 26) uni ttelbar anfchließen, laffen jedoch, baffelbe Die ein⸗ | 
leuchtender erfcheinen. — Zuvor noch Die Rechnungsbelege, zu 
dem im ($. 28.) über bie Anwendungen der olechamwige. 
Gleichungen Geſagten. | 


a 8 g 30, 
1. Man Tege zuerſt den Sal be CE. 29. F.) boraus in 1 toc 
chem die Bedingungs-Gleihung Ä 
C(O. |  L2+MY+-NX = 0 
erfuͤllt iſt, ſo daß eine einzige mittlere Kraft eriftiet; Sf nim 
nad (8 28.) burch Rechnung zu finden. 

Es ſey P, die exiſtirende einzige ‚mittlere Kraft, und «,, PER ys 
ſeyen die Winkel, welche ſie mit ben beliebigen rechtwinklichen 
Koorbinaten⸗ Axen macht. Man denke ſich nun an dein unbe⸗ 
kannten Angriffs⸗Punkte x,, Yo, 20 dieſer mittlern Kraft, ſtatt 
ſelbiger eine eben fo große, aber in genau entgegengeſetzter Rich⸗ 
tung wirfende Kraft, welche mit. den un © OX, DI O2 bie 
Winkel al, und: macht, fo daß: . Ze; 





i 


6. Stat fefler Alpen. : Ray, TIL SE. 


oval, =—C08 cos Pl, =—con f,.nılb eosyr!, Zr0R4Yo | 

iſt, — zu ben n gegebenen Kräften noch hinzugefuͤgt, fo werben 

ale n-+1:. Kräfte fih im unbedingten Gleichgewicht erhalten. 

Bezeichnen daher: X, Xl, 24, L, M, Ne für alle nm 1 Kräfte 

daſſelbe, was X, Y, Z, L, M, N fie: die ‚gegebenen n. Kräfte 

vorftellen, fo has man nach ($..29.0.). a 

DUO. 5 X-FP „eosah,—0, 

2) VO, -" YHP, ‚cos; =6; 

3) 20,- ZrPeosy el, nen 
4)LU=0 - L+P,» (Yurcosad, iyinooe By * 

EMO, "M+P,-lic08yh, —Zucosal,) = 0, 

i 6N=6-- N-+-P,-(z,+c08 Pf, —y,"c087',) —=v0. 

Die erfiern drei biefer Gleichungen geben nun P, und a’, 


Br alſo auch a BY genau fo wie ($. 29. A). Die bei | 


Löten Gleichungen dagegen, ten man in ihnen flatt P,.cosaf,, 

P,:cos ft, und P,-cosy!, ihre Werthe —X, —Y; 7 aus 
(1.—3.) ſubſtituirt, gehen in nachſtehende drei‘ GBleichungen 
über; nämlich in 


I. | Yi—ı.Y = L. | 
De „zn X=M 

I wY—yZ=N; 
und biefe geben alfo die Koordinatens Werthe x,, Jos 2 des 
Angriffs Punftes der einzigen mittlern Kraft Pe. — .- 


Weil aber jeder Punkt in der Richtung der mitelern Kraft 
zum Angriffs Punft genommen werben kann, fo ift voraus zu 
fehen, dag biefe drei Gleichungen (L. — IIL) nicht, von einander 
unabhängig, fondern überhaupt nur bie Gleichungen ber. Projek⸗ 
tionen der Richtung dieſer mittlern Kraft ſeyn werden. Und in 
ber That, fo wie man aus allen drei Gleichungen x. und yo 
eliminirt, fo fällt z, von felbft mit fort, und man. erhält die 
Gleichung (0) wie, alfo eine wentiſche Slechung *). — 





*) Auf beſen Wege bitte man alſo bi⸗ ebirgurhe Sieichung (©) 
für die Eriftenz einer einzigen mittleren Kraft ebenfalls erhalten. 
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. Die Gleichungen: (I. — III.) ſind duher bie Gleichungen ber. drei 
Projektionen der Richtung ber mittlern Kraft auf die deei Koor⸗ 
DinatensCbenen, und irgend zweie davon reichen aus, um bie 
Richtung biefer mittlern Kraft, d. h. bie unendliche Reihe Ihrer 
- fletig neben einander liegenden Punkte x,, Yo, 20 zu finden,:.im 

fo ferne fie gu jebem- beliebig gewählten X bie anehbrigen yo 
und z, liefen. -- i 

Statt die.n-Fife Kraft p. ihrer Oröfe und ihrer iktung nnd in 
Rechnung su bringen, kann man fich fogleich biefe unbelaunte Kraft in 
drei unbelannte, aber mit den KoordinatensAren parallele Kräfte X, Yı,, Z, 
zerlegt denken und letztere drei in Rechnung bringen. Die Steigungen 
(1. —6.) feben dann, in fo ferne nun X, Y,, 21 besügtiih RattP.-cosa’;, 
P,-cosp', und P,-cosz’, geſetzt werben, mäflen, fo and;. , ; 

1) HK =0, 7%) Y+HYlı=0. 3%) 244 = 0, - 

4) L+(yeXKı— el) = 0, 5) MHZ — X): = % . 

6) N+(- Y-ye zZ) = 0. | 
Die erfien drei geben X,, Yı und Z,, aus benen man- wieder die mitts - 
lere Kraft P. und ihre Nichtung zuſammenſetzen kanns bie letztern drei 
Gleichungen find aber wieder die Gleichungen (.—UL) wwiſchen den Koor⸗ 
dinaten / Werthen X, Yo und zu. 

I. Denten wir ung immer noch bag angegriffene feſte Sy 
ſtem des ($. 26.) und bie Bezeichnung bes ($. 29.),. und ſuchen 
we wenn ber Bedingung 

‚LZ-+-M-Y-HNKX- ==: oe BEE Be 
von. den. ‚gegebenen Kräften nicht genügt iſt, bie zwei Kräfte 
P’ und Pu, welche flatt aller n Kräfte. geſetzt werden können. 
Denken wir ung biefe unbekannten Kräfte P! und P, an ihren 


- Angriffö-Punften x’, yI, z! und x", y!, Au in genau ntgegens . | 


gefetster Nichtung angebracht, gu ben m gegebenen: Kräften noch 
hinzugefügt, fo müffen fi) alle n-+-2 Kräfte einander im unbe 
dingten Gleichgewicht halten: Zerlegt man aber jebe biefer uns 
befannten und fo eben noch binzugebachten Kräfte P! und PM 
in drei: ebenfalld unbefannte, mit ben Koordinaten⸗Axen parallele 
Seiten: Kräfte X,, Yı, Zı und X,, X,, Z,, wie wir ſolches 
im vorbergehenben Kalle zuleßt vorgefchlagen. haben, ‚um nicht 
die unbekannten Winkel in Rechnung bringen zu muͤſſen, alſo 
daß nun n-4-6 Kräfte einander im unbebingten Gleichgewicht 


88 Ri feſter Krper. Kay. BEE’ . 30. II. 


halten, fo And die ſechs Braga: des dlochsewichts nad 
(6. 28. wber §. 29. C5): 

1): XXX, ==.0;° 2) Korte, 

Zur: ) Ba Ge? ‚ > 27/2, 7 Aa Pest 
wm... . i —W6 

4): RR ee) Yu o, 

5 M-(X. D. — IX) p (zZ, —zUX,) 20; > 

: 67. "NH4-GY,-yıZz,)FAaHY, my) = 05 
wo— wie bekannt, in den letztern drei Gleichungen die Ausdrücke 
zur kinken nichts ‚anders find. als hie Summe ber. Momente der 
Projeltionen aller :n-2 koder: +6) Kräfte..auf jede der drei 
Koordinaten: Ebetiett, in Bezug auf ben willführfich gewaͤhlten 
Anfangs» Punkt: Ö der ‚Kostbinaten, als Centrum der Momente 
genommen. 

‚Diele ſechs Gleichungen, beſtimmen nun von den unbekaun⸗ 
ten zwoͤlf Groͤßen x, y,. . A, yl, zit; X, Yu Z15 X, X 
und’ Z,, im Allgemeinen: fechfe: — Hat man aber X,; Vi, Zu; 
X, Y, Za gefunden, fo vereinigt man fi e in die Beiden Pr und pu, 
Bern: Stöße und Deren Winkel mit den Koordinaten ren’ baun 
ebenfalld‘-befannt find.‘ Statt diefer fo gefundenen Kräfte Pr 
und P’ nimmt man nun diefelben Kräfte un denſelben Augriffs 
Punkten, aber in genau entwegengefehter Richtung, und man bat 
dann 'die beiden’ mittleen Kräfte: welche ſtatt aller: ‚Kräfte un 
bedingt geſetzt werdon können. 

Da. in den Gleitchungen (4. — 6.) auch noch die unbefann- 
ten Koordinaten: Werthe x’, y, 2 xl, yl, zHt der Angriffe 
Punkte vorkommen, fo feheinen, dem erfien Anblide zu Folge, 
die Angriffe « Bunfte: beliebig : gewählt werben: zu koͤnnen. Weil 
wir. aber burch. ($. 25. Anmerk.) bereitd vom Gegentheil übers 
geugt findr fo twetden wir aus den ſerhs Gleichurigen (1.— 6.) 
nach und nach die fünf Unbekannten X,, Y., Zi; X, und Y, 
eliminiren, anfcheinend. um zuletzt Z, finden zu fünnen; — bann 
wird aber ‚\aus:der: entfichenden End» Gleichung dieſer ſechſte Uns 
bekannte ‚Zu: zugleich mit: megfaltn, ud man wird bieſe Glei⸗ 
Hung baban Ve Dede 53: ei. 


N 
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Oder ZAHL ELENA 
a7 +Li(z'2z EM: (yo YÜYEN Kt) = 0 

Dies ik affo. die Bedingungs⸗ Giechüng/ welche von den 
Koordinaten Werthen. «ber willbuͤhrlich gewaͤhlten Angriffs-Punkte 
der ‚gefuehten - beiden: mittlern" Kräfte und von den ir gegebenen 
Rräften (oder von letzteren allein, , wein“ naͤmlich erftere gegeben 
find) erfüllt feyn muß, wenn die, beiben mittlern vrafce gerede 
dieſe Angriffs » Bunfte foßen haben‘ können: F.. 

Im Allgemeinen fa ıhan alſo von den ſechs Koordinaten 
Werthen ‚nr fünf beliebig. annehmen, und inuß ‚von den ſechs 
Kräften X, Yı,Zı5 Xas Y, und Z, wenigſtens eine. belichig 
laſſen, wenn man, tote aud) die n Kräfte gegeben‘ ſeyn "Mögen; 
doch wirklich immer eines ber ‚unendlich vieler „gleichgeltenden 
Kräften: - Paare (nicht Gegen: Paare) erhalten will. 

Anmerk. Hat das von denn Kräften angegriffene feſte Syſtem 

1) .einen abfolut feften Punft, um welchen fich ſylches beliebig dre⸗ 


hen kann, ſo erfolgt keine Drehung, alſo überhaupt keine Bewegung, die 
Kräfte” ſelbſt find. alſo dann sin ‚Siifen abfohut ren Pudkt im (bedingten) 


[pr EZ 


die durch den  abfofut feſten % unft bindurchgeht. _ - Die, giebt bie drei 

Bedihgungs + Gleichungen (L Ye) % 

benen Koerdinaten⸗Werthe a abfolut fee, Punta Nds. md dieſe re⸗ 

duziren ſich auf W 

L_;,.L=9,,/ I io: und m. 'N=0o, | 

wenn =ey=n—0 genominen wird, b. h. wenn die Koordinaten⸗Werthe 

durch den abſolut feſten Punkt gelegt find (vgl. $ 20 E. m bad » (enter 

bereits aucgelagt iſt) ·· A Dauer 
Hat, ‚ober. das, von, deu-n ‚Kräften anges: iffene fehe Sofem RR 
2) iwei “abfoluf feſte Punkte, alfo eine abfolut fette Are, —* welche 

ſich ſolches dtehen "kann, fo wird’ keine Drehung erſolgen, aiſo werden ſich 

die Krüfte um dieſe abſolut feſte Are. im (bedingten). Gleichgewicht erhal⸗ 


—U .. sw” 





"= #) Dies iſt die im ($. 25. Mterk.) bereits gefundene Bedingung, 
aber jest im Gleichung “gebracht. : Nimmt man x/=y/rz'=0,.xf'=y'=0,- 
d. h. lest ‚man ‚die ‚KoerdinatensAren durch den. einen ‚der. beiden gegebe⸗ 
nen Punkte, die Are OZ aber, auch zuglejch durch den ‚andern, ß reduiitt 

ſich dieſe Gleichung (©) bloß Auf 

L=0. = 
--Diefe muß alſo erfüllt. ſeyn, wenn die beiden uktelemn ardlte —* 
der Are OZ begegnen follen. — 


x 


/ 
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ten, ſobalb die zwei imistleren Kräfte, in welche ſich Die n gegebenen Kräfte 
vereinigen, durch diefe abſolut fefien Punkte bindurchgehen, alfo wenn bie 
‚ obige Gleichung ©) unter der Vorausfegung erfüllt if, daß x/, y, #5; 
x, y“, 20 die Koordinaten Werthe der beiden abfolut feften Punkte find. 
—Es iſt aber bequemer. die Koordinaten⸗Axen durch den einen’äbfolut fe⸗ 
ſten Punkt zu legen, und OZ. auch noch durch: den andern. Dann’ romin 
“ ſich dieſe Bedingung!» Gleichung (©) bloß auf 


welche Gleichung bekanntlich! ausdrückt, af: Ne Gumme der Aetifden Mo⸗ 
‚mente der Projektionen der m gegebenen Kräfte auf die Ebene XOY, weiche 
"auf ‚der feſten Are OZ fenkrecht ſteht, in Bezug auf den Durchſchnitts⸗ 
Punkt O diefer Ebene und biefer Are, ald Centrum der Momente genoms 
men, der Null gleich ift, oder kürzer folglich beffer gefagt, daß die Summe 
ber ſtatiſchen Momente um die Are OZ, al Momenten-Axe genommen, 


der Null gleich ‚if. 
.  Diefen Unterfuchungen über die unfreien Sofeme iſt aber ſpäter ein 
eigenes Kapitel gewidmet, daher hier nür dieſe kurze Andeutung. 


$. 31 *). * 
— Perfolg der Unterfuhung beste. 26). , 

Hat man, dem ($.- 26.) gemäß, für n gegebene Kräfte P, 
P,,+:* P,, welche ein feſtes Syſtem angreiſen, an irgend einem 
beſtimmten Verſammlungs⸗Punkte O die Verſammlungs⸗ Kraft 
P, ihrer. Größe und Richtung nad) gefunden, und noch das 
zugehörige Gegen» Paar, feinem Momente Q,, feiner. Axe und 
feiner. Richtung nach, fo dag P, an O/; nebft den beiden gleis 
chen Kräften in dem zugehörigen Gegen: Paazxe,. flatt aller .n ges 
gebenen Kräfte unbedingt gefetzt werden koͤnnen, — fo darf man 
nur P, und die beiden im Gegen: Paar fieffenden „gleichen Kräfte 
allein als die gegebenen Kräfte anfehen‘ um fogleich ſtatt aller n 
Kräfte unendlich: viele verfchieben Hegende Berfammlunge: Kräfte 
und zugehörige Gegens Paare zu haben, fo daß eine jede diefer 
Derfammlungs- Kräfte und dag zugehörige Gegen «Paar: flatt al» 
ler n gegebenen. Kräfte unbedingt gefegt werben koͤnnen. 

Waͤhlt man nämlich irgend einen andern Verſammlungs⸗ 
Punkt O!, welcher von ber Richtung der vorhin gefundenen 


- *) Dieſe nähen .($$. 31.— 3). ‚tönnen beim erften Lefen über 
fehlagen werden. ER IJ 


* 


5. 322. Baradıt belieb. Krafte im Raupe. et 


Verſammlungs⸗Kraft Ps an O, um p, abliegty fo barf mar 
sur bie Kraft P, an O parallel mit fi) nach O* Hin fortxuͤk⸗ 
fen, und. in der durch. O! und P, an O gegeben Ebene noch 
ein neues Srgen« Maar hinzutreten laſſen, deſſen Moment pP, 
iſt, um die Geſammtwirkung aller n Kraͤfte unveraͤndert zu ha⸗ 
ben, nad) (8§. 23.). Vereinigt neu nun. die beiden Gegen⸗ 
Paare, deren Momente Q, und pP, find, und: die in gegebe⸗ 
men. Ebenen liegen, in.ein einziges Gegen⸗Paar, deſſen Moment 
Q, und deſſen Ebene und Richtung nach ($. 14.) gefunden, 
werben, fo baf ‚man zulegt ſtatt ber Berfammlungs: Kraft P, 
ar O und. dem zugehörigen Gegen⸗Paar Q,, alfo auch ſtatt 
ler n gegebenen Kräfte P,, Par »--- Pu, erſtlich die Verſamm⸗ 
lungs⸗Kraft P/, am neuen Berfammlungs: Punkte O (welche 
er P, gleich und parallel ift) und noch das zugehörige. Gegen⸗ 
Paar, deſſen Moment Q/, und seien Are: und Nichtung ſo eben 
gefunden worden ſiub. 

| 4. ‚3. \ 

u ‚ Weiterer Verkeig der Unterfugung des (8. 28.). , 


Aus biefen Betrachtungen geht nun- ‚unmittelbar hervor; 

1) Die Verfaommlungs: Kraft bleibt ihrer Größe nach im⸗ 
mer diefelbe, wo man aud) den Verfammlungs: Punkt O neh 
men mag; fie rückt bloß parallel mit. fi) an den neuen Ver⸗ 
fammlungs- Punkt bin; Dagegen ändert ſich mit jeber neuen Lage 
ber Verfammlungs: Kraft bag zugehoͤrige Gegen⸗Paar, feiner Are, 
und im Allgemeinen auch feinem Momente. nad, fo oft die ‚neue. 
Verſammlungs⸗Kraft nicht genau in bie Kichtung der alten faͤllt. 
. 2) Wird dagegen. der neue. Verfammlungs- Punft O! zwar 
außer O, aber doc) in der Richtung der durch 8 gehenden ale 
ten. Verſammlungs⸗ Kraft P, genommen, fo ändert ſich weder 


De} 


Größe noch Lage ber Verſammlungs-Kraft, und auch weder daB 


. Moment noch die Are des zugehörigen Gegen» Paares, 


3) Nimmt man den neuen ‚Verfammlungs « Punkt O' fo, 
daß die Ebene des nun ‚zugehörigen Gegen: Paares, deffen Mo; 
ment Q', ſeyn mag, auf der Richtung ber alten Verſammlungs⸗ 
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Kraft Pye an O; alſo uud Richteng ber’ wien Ver⸗ 
ſammlumgs Kruft Pi, an O% ſenkrecht fieht2 fo. tft: das Moment 
Qhedes zugehörigen‘ Gigen⸗Paarck klerner, als fuͤe jeden ans 
dern. Verfamnilungs⸗ Puntt, der außerhalb“ der Nähtung Ber 
neuen Veeſannnlungs⸗ Kraft Pr;’'an OL genommen: werden mag; 
dieſes Moment "Or, iſt alſo dann 'rik Mintmäm oder ein 
Kieinfieg,- uMd:-bIABE siarimlich unberaͤndert für’ jeben. "Wer 
ſammlüngs⸗ Punkt, der in der Ritung, von PA, rum getdaͤblt 
Bu follte. . ) O7 bh 0. 
Denn fo wie, von P!, um ip, entfertit, irgend. ein’ neuet 
Berfankinfunger Punkt’ O gesäßie! Juiid daſelbſt P, der Pi, gleich 
und parallel genemmen wird/ ſo tried ſogleich ach (8. 23.) in 
der durch © und Pr. gegeben; alfa -auf:der Ebene bes 
Gegen: Paares Or, Tentreihren Ebene das nem Gegens 
Paar hingii/ deſſen“ Momentnpii · P.o iſt; und beide Gegen: Paare 
po-P, und Q', vereinigen ſich ſogleich nach «$. 14.) in -din--dine 
ziges, beffen Moment =’ +Q, alfo größer als 
Q', if, und deſſen durch O gebachte Are mit der Are von Q,, 
alfo mit der Richtung der Berfammifuhgs: Kraft P, einen Win: 
te 1Y ‚see Boeher darch bie Sleichungen ae 


. oo. y,.P Pi * A N 
BA Bag. 
% il : ° na 1,1: ot : . 


7 “il. 
22, 202* im“ er Ad 
- RR Yu dıda 9 * FR I v 


"Q _ | 
* ü. any 77 Ko J—— P,) OR: 
—* und‘ gegeben, if — aber ſteht die Entfernung Po 
auf. der Ebene diefes Winkeis v ſenkrecht. I 
„..Diefe { {m ‚angegriffenen fen „Spftem völlig. —— ein⸗ 


. nr Be) 


— — — —— — — . 
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». ‚Die, vorfichende Betrachtung, zeigt auch noch, daß ‚für ‚gie 
rings“ um“bie Tentral: Sir berum, von ihr-in gleicher Enffernung 
gewaͤhlen Verſommlungs⸗ Punkte O (ie. alſo eine, unrmale Ky⸗ 
lindera Flaͤche, bilden, deren Are die Kantral- Aixenriſt hic Groͤß⸗ 
Red Momentehes mittlen Begenn Paares ain ind ·daſſelby 
Meibt,chenfor der, Winkel. yu:d. Herbie Pagenftinendine gramm 
die Richtung ber Berfammlunggr Saoftıch Di: gegen dienCantrat⸗ 
Are) N ‚Die, Fag«, feiner A gar das fee Syſtem 


fer Aare ein. und beufellen Funke, ben: Comtpal: üre hin⸗ 
durch gehen laͤßt (mas allemal: erlauht Hude zux Axe inet 
Gegen :Hagregıpedr aufuferter Ebent ſeakrocheen Garade. geuom⸗ 


‚men mwerben.Fauny. Bilden, pielmehr die Oberflaͤche einas gorma⸗ 


len Kegels, defien Axe die Centzal⸗Axe iſtz und dr Winkel 
oder Zu dieſes Kegels Wird dabei deſto größer, je weiter dieſe 
Berfammlungs- Punfte von der Central⸗Axe 'chtfernt liegen; “bie 
aus den Bormefp, (Nr, | I. and IL) bear 0: 2 

5) Die Sage der, Eontenle Ye. eines angegriffenen feften Sy: 
ſtems findet men Daher auf folgende“ Melle: Man beftlmme 


Ay — ‚Finen beliebig ——— 


bie r 
wie das ne — » p feine, As, und fein ‚Mer 


te 


gi nn des isn Naar F 


kei mi? finde aber aus Re. 1. und 1) ‚nicht: bloß _ 
— —, a we 7 X. Lo ma 
RO: gerdenditel kann ſich Pr vw: re beiden Seiten ·hieſet an 
peraushabai. Nie : viner der beiden End: Pruheitt der Reluchte ſolche 
aber leicht zu erkennen. SE, α ννν π νν. 


68 ‚Stat feiter Körper. Kap. DE 5.32. 
ED, fordern auch IV. Qu wear y, 
tr. 9 . ER . . . 


b. h. qu gleicher Zeit auch das (kleinſte) Moment: Or, bes zu 
jebem beliebigen Punkt der Eentrals Are, als Berfanmkinges — 
Pünft der Kräfte genommen, gehörigen Gegen⸗Paares (deffew 
Ebene allemal: auf ber Central⸗Axe, d. 5. auf: der: Nchtung ber 
Berfammiunges Kraft ſenkrecht ſteht). 

6) Legt: man bu O ſenkrechte Axen OQX, OV- Ar OZ, 
und geörtücht man Aberhaupt dieBezeichnung ber ($$. 29. und 
32.), fo laſſen fih an das Borſtehende nech neue Intereffante 
Detrachtungen anfnüpfen. 

Es iſt naͤmlich nach (LTE. BSeom.-$. 1. VIE 25 | 

. ey — —e————— — 
b. be mal 18: 20: A. Nu. 5. und B. Bir. 102) * 


» 





J v. '. . cos, = L NZ, 2; m" . f 

0 
alfo auch weil Qreasy = = 0, ift, das feine Moment | | 
NUR, = EUNIENE, — 


Da das kleinſte Moment Q’, und die Berfammlungg «Kraft P, 
vönig beſtimmte, von bet Annahme‘ ber Koordinaten⸗Axen une 
abhängige Werthe find, ſo zeige die Gleichung (VI) auch noch, 

„daß der Ausdruck L-Z+-M-Y-+-N: X inimer einen imd den⸗ 

y ſelben Werth behaͤlt, wie man auch den Anfangs⸗Punkt der 

3Koordinaten⸗Axen, und ‚bie kage derſelben nur immer an⸗ 

J | nehmen mag." 

7) Da man unter Beibehaltung der Rechnungen des '($. 29.) 

He Winkel a, Bo» Yo kennt, welche jede der Verſammlungs⸗ 
Kräfte, alfo “auch die Central⸗Axe mit det drei Koordinaten⸗ 

Axen macht; fo brauche n man nur noch die Kooidineten⸗ ⸗Werthe 

| eines 


*) Dr Zähler L- ZEN. YHN. X dieſes Ausbrucet für da ur Cen⸗ 
Bean: gehörige re Moment O, ift genau derjenige Ausbrad, wel⸗ 
cher nach (8. 29, F.) dee Null gleich fen muß, wenn eine B eines mitt⸗ 
lere Kraft exiſtirt, ober ſoll exiſtiren können. u 


$. 33; Betracht; belieb. Kräfte im Raume. 05: 


eines ber Punkte der Eental» Are, um.die Gleich ung en bie 
ſer letztern (im Sinne des I. zb.: Geometrie $. 42.) buden w 
fönnen. 2 

Nennen. wir aber. al, bi, eb: Sie. Roonbinaten «Betr besjeni, 
gen Punktes O! der Eentnal: Are,:. wo die aus dem Anfangs 
Punkte O der: Koordinatens Axen auf fie gefüllte Normale :p;sffe. 
trifft, ſo bat..man nach (I Th. Geom. — L vor weil aus 








— 1 2 . 
(Mr. 5. UL) ae Zen ze [7 u Br B 
J ' ı in 
vu KR 4 
Weil aber DE En) 
' ni ren 
N b\ und — _ Br | 
n N j z be Kofiufe der —— 
‚und Winkel” Fir, we = P, 
RB,’ PB, Te ’ che che bezuglich 7. uf m.tTz 
und N M und —- L N: :: find; di Aue des Ber 
no Ta En re er —* 


mit den drei Roorbindten: Axen machen amduweil bien 
fernung po nicht bloß auf P,, fondern auch aufıden Axtades 
Segen» Paares Qo-fenkrecht ſteht, ſo hab aa math‘ (E: Th. Geo⸗ 

meiste. §. L. VN. 8.) noch die beiden. Gleichungen —". (< 

VIII. AR ZEN = * 
und RX. aUN$bMFR EN (tb. 
Aus dieſen drei Gleichungen (YU. — IX.) finden ſich alſo all BY 
und ’ch' pie Gleichutigen sa "airemat ET Sant, md 
man muß daher denjenigen’ noch A "Wache t ketlich Allen 
Bebingunge, ber Aufgabe nit $ ſecehuſit hicht in een 

nen iſt. J 

tn Pac Bu Vase J } Bun —R —* Aal 

u /5. Bei, 0 Nal TAI (0 
Statt aber bie Betrachtungen dee ($. 32. Nr. 3. — 7.. am⸗ 
zuſtellen hätte man fi ch unmittelbar na 9 dem. ($. 29.) direkt 
bie Gragk npxlegen. Katie; yo. Fü Ben hend rkfnimminngni 
" Punk ©! ganomaen werden, damit dasn Moment Qi; des zu⸗ 

[151 
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„gehoͤrigen Gegen: Paares das kleinſte wird," — um fich dieſe 
Frage durch die: allgemeine Lehre „vom. Groͤßten und Kleinften 
- (1. Th. Analyf. $. 56.) direft zu beantworten. 

Su deu: Ende würde man zuvoͤrderſt wieber einen beliebigen 
Verſammlungs⸗Punkt O mählen, Durch denfelben Punkt O bie 
Koordinaten -Aren legen, und überhaupt .die Bezeichnung bes 
($. 29.). unvefändert beibehalten, die Koorbinasens Werthe des 
neuen gefuchten Verſammlungs⸗-Punktes O! durd),a,.b, c be 
geichnen, durch dieſen Punft O! neue Koordinaten: Axen OXL, 
ON‘, O!Z! parallel: mit den alten legen, und die neuen Koor⸗ 
dinatens Werthe irgend eines der Angrifs- Punkte der n gegebe: 
nen Kräfte P,, P., «-- Pa durch x’, y!, z! bezeichnen, wenn die 
alten durch x, y, 2 bezeichnet find; — fo’ daß man. hat: 

= xiät-a, J= y'+b, z. = ze, ._ 
alfo ıi=ı-a, y=y-b, d=z-e, u 

Stellen nun dasınal. L’, Mi, Ni diejenigen” Ausdrücke vor, 
welche ans den Ausbrücen L, M, N!hernorgehen, wenn man 
in letzteren ftatt der x, y, z überall die x4, yi, z! fchreibt *), fo 
hat man, wenn iſtatt x, y/, iſe Werthe za, y—b, z—ic 
geſetzt werden, - | 
1) U= ZPE(yob>osea-(s-a)ıcoe B}= aY—b-X+L, 

2) M'= ZP[ (xza)icosy-(3—0)cosa] = c-X—a-2-+M, 

3) Ni= SP[(z—c)cos d-(y-b)scosr]. = b-2—-«Y+N, 

4) % LE HEMAEN®, 
d¶ Be 
5) Q, = 2 (@Y-b; SEHR ZN 1 Yan) 

‚Soll alle —X ober Ö IM ein Hindi werden ‚jo muß man 
a, 9 e fo nehmen, iR da. 2. Analpf, $ 56, % Kap 

20, =6; K0l, = 0 ud &QN, = 0 
wird. Dies giebt aus (4. ober 5.) bie Gleichungen 

6) L.Y—-Mı.Z—=0; NZ =0; MıX—N.Y=0; 

SEE lee nen 
u 9— Wir machen den Apfanger noch in’ Befondere darauf aufmerkfam, 
baß hier die Vuchſtaben 5’, M/ und N” eine andere Vedeunis eaten, als 
Bdieiäe; in welcher Rind 130 ) :eingeführt werben-finb. I Hi: 
©] 


ER Brhacht wbeliche uãftein Me. ST 


1:7, as Pine biz BL NE Bu Bi etonad pep 
De ul on Z; > u Pr xt: TER, 
oder . zen en 
8) a. — rn eXeäM _ b» Le X N 
iv lli- mr. -- 5 nn yon 3 


Leßtere) Gleſchuugen 8), find: Bent bie (zwei voh einander 
unabhängigen;) Gleichungen zwiſchen are, 

Stellt: man die noͤthigen Rechnungen mit den zweiten Dif: 
ferenziäl-Kozffizienten an, ſo aͤberzeugt man: fi auch leicht vom 
wirkſichen Daſchn⸗ de Minimums Bat: Of, ſo oft diefe Sin 
Yurigen (8) la find. oa PUR LEE Mn Deu] 

7 Dieſe Gleichungen! (8) find: nach IL: Th: Gehki ig: 10): ie 
GSlaichuntgen einetazeraden Knie Räume⸗nc Alle⸗Voͤtſanmn⸗ 
langs⸗ Punkte deren Rise ara mittleres Gegen MPaat ch Mi, 
Fimat Son: Momenk hat, eben’ Alf? vn dieſer! Setaden j niſd 
uritgefehrt/ jeder) Pahft Biete Getaden iſt ſrin ·folcher Verſamni⸗ 
deings rꝙuntt ſdie wie ihn · ſuchten. ieſe Blachangru (82) ſuſd 
daher bie‘ Gleichungen · dek Central⸗Axe, wenn Mman dieſe /Ge⸗ 
vabe AUF Neue ſo Hehftent will. ı° Diefelbe‘ Eentral⸗ Axerhaben 
wi aber auch im (8. 32. Ni. B5.) bereits: Gefunden) untisin 
(Nr. 7. dafelbft) ſchon ndßer" zu beſtimmen gefahr Doch 
duͤrfen. wir wicht uͤberſehen daß ſie etzt noch etyes allgemei⸗ 
ner aufgefaßt und auch für den Fall eingeführt ift, mo bag zu 
jebem in ihr gensmmenen Vetſammlungs⸗Punkte gehötige Gegen⸗ 
Paar das Moment Q';EE0 hat7E. hewo L-ZHM-Y+N-X=0 
ift, wo alfo nur eine einzige mittlere Kraft P, exiſtirt, nach ($. 29,), 
deren Richtung · mit der fo eben: gefundenen EmmalAre fegt zu: 
fartinenfalen muß.” Die Bleichungen (8.) der Central⸗ 
Are find’ alfo zu gleicher Zeit auch bie Gleichungen 
der Richtung der tina. eriffirenden einztäen mittlern 
Kraft. U 
Betrachten wir jedoch den allgemeinen Fall noch weiter. Iſt 
(al, b,c) irgend. ein beſtimmter Punkt diefer Central⸗Axe, ſo 
werden die Gleichungen. (8.) identiſch, wenn man a’, b', e ſtatt 
a, b,”c ſubſtitulrs Zieht man dieſe neuen identiſchen Gleichun⸗ 


L5*] 


Bo. Rap EEE 5:32. 


gen von ben Gleichungen (8.)' ab/ und eliminirt man aus Pen 
erhaltenen Gleichungen abwechſelnd —c b—b! und a—al 
fo erhalt man *Fw 

nt LG eX. (bh. = .0,- 
eber cosß, (a — 3) — coso — „(b—br) 0, 

3,1 Klee — Zefa a: 2,0, 
\ ober, re ir oa) 0. | 

iſ —ããA— — za: 0.:8_ 

EL ober, —* ——————— ih, 
an) djerz find hie Gleichungem bes Prejektionen der Centrol⸗dir⸗ 
Dieſe Gleichungen zeigen aber an, daß die Central⸗Axe mit der 
Verſamlungs⸗Raft poralkl. laͤuft oder zuſannnenfaͤlt. Sol: 
a auch. a8 (9 BR. ſchon, hexvaxgegangen. 

:: Die Gleichungen CI): in: Verbindung mit den( d. 29.::B- 
Sn. Iqð aan auch oc dated lee Na 
Brida Arm 0: ober daß dir. Areı.dee: (Kleinften): Mega 
Mgares) mito dar Central⸗Are zufammenfällsz walcheg letztere auch 
chexeitq jmoſ⸗. 32. Pay 8.) ahchantet und beppieſen iſt. Sind 
momſicha. lat Die: Mickel, meſche die Nxe des (kleinſten) Ge 
gemNaarts 4% nit ben. Koordigeten⸗Aren Ox, OY, OA: mag 
ſohat man NO) en. 


a 0) oabp —— —— und. ame. 


ser, tor . 
14 9, ‘ 
⸗ 





h; ..! v0”: 5,0%, wi „Re i 
—ES — Shichyngmn. dur: 11179 weun. TE m 

eier Ye: * For: “rs * Pa und: A, — —W F 
J 0 5 


menihitim son In eeblich. bie. Wleichmgen (1. 2. u 3.), be 
—8 — mit: Z; V. und X, und, addirt man fie; fo: exhuͤlt man 

: 11), BEZ+-MYHNAXE 2 MINEN I 
und .bieg iſt das im (9.32. Pr, 6.), bereits erhaltene. Nefulae: 





Aus den Gleichungen (7.) erhält man noch: en 
2) 14 a — Nu: L _ MUS NUR 
75 —Y x. 2% T NX. F : X%: 

ee Aug: "un .. I ZT WEN, 


- 2.. 
su er si. . . Ian DEN. .. 
6 





. 


6.34. A. B. Selracht beiiebriftrhftk rind drinne, — 


: Berner geben dileſelben· Shickangenma.. 254 Nat oT AA: 
7 L on. a — ——— Pa 
KEIITUK Tr? Tr X The Zimt K4aKan DR - 
Zieht maͤn nimm aus: (18.76 Dwabodt „Wurgel/ 'und veegleich 
man bus Neſuluat mit A233) 118" hat ran moch 2:20 Go 


U REN IE Bi QR lo aan 
und det ‚ie bereits im I. PR 6) achgewilfen::50% 9— 


Pa Een ran wi 30 mer 
- Kr 04 x); Ra J u 
die he. Sefäfien © dich 4 Sep indem· wit tfoch: erh alles 
—— was wir son den ſtatiſchen Momenten 
der n Meäfte, bie 'ein feſtes Sy fen "angreifen; bisſher geſagt al 
Ben; daͤben aber noch einiges hinzaifgene was beſonders MER 
Dyiamit feſtet Kdiper ee on 29: 
A) :Birh en: Fefted Schr von wbelichigen Mräften Pi 
P, „Prim Rauitie im. Beliebigen Richtungen angegeiffen; und 
vwvoird dußerdenn noch" ein hellebiger · Punkt Diugedacht, “(a Bildet 
die Richtung einer jeben der) Kräfte mit dem⸗ Pumkienoeine 
Ebene, und die Kraft: bat nl Bezug auf dieſen Bunte, als 
Centrum genommen, ein fatifchds Momente (L. Ch.0R.h15.130.X 
Dieſe Ebene ımb’ dieſes ſtatiſche Momentꝰ ſind zugleicher Zeit 
Vie Ebene und das Moment dis’ Segen: Pdares, welehes noch 
hingutreten muß, wenn die Kedfet-Pi parallel mis ſich nach dem 
Wunft O. fortgeruckt gedacht WEB,“ und went babei Feine‘ Aen⸗ 
Ferung’mider Wirkung Ra findeniſoll; nuth Tg) 23). Die 
Art und Ve Richung Bf eye» Paares (ELLI: nonnen 


wie Auch. die. Are und Richtungdes ſo ebden gedachten ſta⸗ 


riſchenẽ Momentes, fo daß“ wir auch eine poſitie ind nega⸗ 
tive Seite bir Are anicfchaden; allis genau‘ wie nut—,. 
Nr’) 0.0 a an Ber 

B) Jedes folche ſtatiſche Moment, oder jedes ſolche: Montent 
dieſes Gegen⸗Paares denken wir uns allemal als ein Rechteck, 


A0—— a. ; a: ihr, zn . 9 


Apch Def 65. 3 tant der Anfänger berm erfien. teten über: 
Klage. ir AHHE Ay rn! u, tan DILL HR U Be NT HTRSLF ENGE 
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deſſen Inhalt dieſes Moment iſt (oder als das Doppelte dines 
Dreiecks, welches die Kraft zur Grundlinie, das Centrum O 
aber‘ zur Spitze Hat); und; welches dabei (Rechteck ober Dreieck) 
jedenfalls An der Ebene dieſes Moments: liegt. Die Projektion 
eines fo gedachten :fintiehen. Moments auf eine‘ ‚beliebige Durch 
O gelegte Ebene E, iſt dann allemal dem Momente der auf Dies 
felbe Ebene: E projigirten. Rraft.igleich, ‚in Bezug Auf. baffelbe 
Centrum O der Momente genommen, ober auch, nach ($. 27. 
Nr. 3.), dem ftatifchen Momente der Projektion der Kraft auf 
eine mit E parallele. Ebene E', in Bezug auf den Punkt ©! ale 
Centrum bed Moments. genayimen, in welchem, die durch O ges 
legte, Iguf. die Ebene E -fenfrechte. Are bei Moments OV der 
Ebeng El. begegnet, Dieſe Projektionen ‚nehmen wir aber pofitio 
oder negativ, je nachdem, die projicirten Kräfte das feſte Syſtem 
um OV. ia her, old poſitiv gedachten ober, in; her entgegengeſetz⸗ 
er negativen. Nighrung, ber Ebene B, herumdrehen twollen. 
6) Wir, ‚gebzauhen. nun genau ‚bie, Koordinaten⸗Ebenen und 
überhaupt: die Bezeichnung def. (44 29,); außerdem. legen wir 


aber durch. ben Punkt, O noch” drri ‚neue. rechtwinkliche Koorbi ; 


naten Arm 7OX', OV und OZ!, meſcha, gegen. die alten gege: 
ben End; durch die Winkel XOX, XOX,. XOZ, Y!OX, Y'OY, 
Y'OZ, WOX, ZOY. ynd.,2/02. . Haben: ferner 14, MN’ in 
Bezug: muf-bie neuen Koordinaten⸗ Aren dieſelbe Bebeutung, welche 
L, M, N in Bejug auf die alten haben, d. h. bedeuten fie die 
Summe „der: (pofitin::oder. negatip genommenen) ſtafiſchen Mor 
mente: den Kraͤfte um 'biefe, neyen Koordinaten · Axen als Momen⸗ 
ten⸗Axen, nach (d. 27. Rr. 3.295: und bezeichnen A. u unb 
vi, bie Winkel welche bie poſitive Seite der. Axe des zum.Ber 
ſammlungs⸗Punkt O gehörigen, mittlern Gegen Paares .Q, mit 
den neuen Koordinaten: :Aren OX’, OY! und OZ/ at, fo 
bat man, n nach ($. 19.) en nn 


*) Dieſe L‘, M’, N’ haben alfo wieder eine andere Bedeutung, als 
biefelben Buchſtaben im ($. 30.), und auch eine andere ald..im.($. 33.); 
morauf wir den Anfänger befonders aufmerkſam machen zu müſſen glauben. 
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1) L=0Q,-osv,; M = Q,cosu, und N = Q,-cosA,; 
2) LU’=Q.:cosyl,; M'=Q,-cosu', und N!= Q,-cosAl,; 
3) . Q,: == 12?-+-M?+-N? — L?-- MP? --NR, 
uDie Summe der Duadrate der Momenten : Summen in dreien 
anf einander fenfrechten Koorbdinatens Ebenen, ober um drei 
auf einander fenfrechte Momenten» Agen ift daher von der Lage 
nbiefer Ebenen oder Aren ganz unabhängig, immer eine und 
mdiefelbe, und immer dem Quadrat ded Moments des mittlern 
n Segen» Paares gleich, welches noch zur Verfammlungs: Kraft 
nPo hinzutritt, wenn das angenommene Centrum O der (flati- 
„ſchen) Momente, d. h. der Durchfchnittd-Punft der drei Mo: 
„mentens ren zu gleicher Zeit zum Verſammlungs⸗Punkt der 
n Kräfte gewählt wird. 
Da nach (Mr. 2.) L’=0Q, wird, fo oft cos = == 1, alfo 
vi, =0 if, d. h. fo oft die Ebene X!OY! mit ber Ebene des 
mittleren. Gegen s Paared Q, jufammenfält, — und da nach 
(Mr. 3.) Q, der größefte Werth if, den die Ausdrücke L, Mı, 
N’ nur immer annehmen können, fo folgt hieraus noch: 
©) Die Ebene bes zum DVerfammlungs:Punft O gehörigen 
mittlern Gegen: Paares hat die Eigenfchaft, daß in ihr 
die Summe ber (pofitio und negativ genommenen) ſtati⸗ 
fchen Momente allee auf fie projicieten Kräfte ein Mas 
ximum if, naͤmlich größer als in jeder andern Ebene, 
fo lange nur das Centrum O ber Momente baf 
felbe bleibt und zum Verſammlungs⸗Punkt der 
Kräfte genommen wird. — ‚Die Ebene des mittlern 
Gtgen» Paares kann man daher auch die Ebene der 
größten Momenten:Summe nemen, fo wie dann 
nad) ($. 27. Nr. 3.) die Richtung der zum Verſamm⸗ 
lungs⸗Punkt O gehörigen Verſammlungs⸗Kraft dann auch 
bie Are der größten Momenten: Summe genannt 
werden kann. 
PB) In jeder andern Ebene X'OY', d. h. nach (6. 27. Nr. 3.) 
um jede andere durch O hindurch gehende Momenten⸗Axe 
O2, hat die Momenten: Summe 
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= L! = Q,.cosy, ° 
tunmer denfelben Werth, fo lange ber Winkel »', derfelbe 
bleibt, d. 5. fo lange die Ebene XOV und die Ebene 
des mittleen Gegen⸗Paares (ober richtiger die: pofltiven 
Seiten: ber Aren dieſer Ebenen) mit einander einen und 
benfelben Winkel bilden. | 
) In jeder Ebene XOY!, welche auf, der Ebene der groͤß⸗ 
ten Momenten: Summe fenfrecht fteht, d. h. nach ($. 27. 
Nr. 3.) um jede durch O gehende Momenten⸗Axe, twelche 
auf ber Are der größten Momenten-Summe fenfrecht ſteht, 
iſt daher die Summe der (flatifchen) Momente aller auf 
fie projicirten Kräfte allemal der Null gleich. - - 
D) Nach (I. Th. Geom. $. 1. VII. Rr. 7.) if 
4) cosyl, — coar,.c0sZI0Z +-c0su,.cos4OY-+ 
| 0081,.c0sZIOX. 
Multiplisirt man daher diefe Gleichung mit Q, und fubftituirt 
man zugleich ſtatt Qy-cosv!,, QrcosY, 2. X. ihre Werthe aus 
(1. und 2.), fo ergiebt ſich 
5) L L. cos ZIOZ-+M:eosZIOX 4-N.coaZ/0X; 
d.h. „die Momenten: Summe L! in irgend einer neuen Ebene 
„XOV findet man, wenn man die Momenten: Summen L, 
„M, N in drei auf einander fenfrecht ſtehenden Koordinaten; 
„Ebenen bezüglich mit den Kofinuffen der Winfel multipliirt, 
„welche jede biefer Ießtern Ebenen mit der neuen Ebene XOY! 
„macht (oder richtiger, bie. Momenten: Summe -L! um irgend 
neine neue Momenten⸗Axe OZ! findet man, wenn man die Mo⸗ 
„menten: Summen L, M, N um bie drei auf einander ſenkrech⸗ 
„ten MomentensAren OZ, OY, OX bezüglich mit den Kofls 
unuffen der Winfel multiplisist, welche die poſitiven Seiten dies 
nfee Axen mit.der Are O2! machen), zuletzt aber die. drei Probufte 
„addirt.“ (Vergl. I. Th. Mech. $. 16., wo der analoge Sag 
für Kräfte entwikkelt ſteht.) ii 
E) Sn (A. B. C. und D.) fl. borandgefeßt worden, daß 
das Centrum O ber Momente immer ein und daſſelbe bleibt, 


ui se nn 7 
x 


. 24. B. Betracht. .belichs: Kraͤfte im: Weihe. 0.93 


db. 5. daß die Momenten:Aren: alle: Briech: einen und denfelben 


Punkt O bindurchgehen. — Vergleichen wir nun die, Momen⸗ 


ten⸗Summen ber angreifenken mKraͤfte mit einander, : walche 

zu verſchiedenen Centris O: und O! gehoͤren. | 
Nimmt man das neue Centrum: O'.der Momente: in. ber 

Richtung der durch O gehenden Verſammlungs⸗Kraft, ſo aͤm 


dern fich die Ebene und das Moment Q, des mittleen Gegen: ! 


Paares, d. h. die Ebene der größten Momenten: Summe, fo 
wie dieſe größte Momenten-Summe Q, felbft nicht, nach ($. 32. 
Nr. 2.). 

So wie aber das neue Centrum O! der Momente, der. Een 
trals Are des angegriffenen feften Syſtems näher rückt, wird bie 
größte Momenten: Summe Q, immer Eleiner (bleibt aber immer 
bie größefte, gegen die für daffelbe neue Centrum. O! genommes 
nen Momenten: Summen in ben Ebenen, welche durch benfel: 
ben Punkt O! gelegt find, aber nicht mit der Ebene des zum 
Verſammlungs⸗Punkt O! gehörigen mittlern Gegen: Paares zus 
fammenfallen); und bie Ebene diefer zu O! gehörigen größten 
Momenten: Summe macht mit ber Central Are immer größere 
Winkel. Wenn aber endlich das neue Centrum O! in der Lens 
trals Age felbft genommen wird, fo flieht die Ebene der größten 
zugehörigen Momenten: Summe auf der Central⸗Axe ſenkrecht, 
und die größte Momenten: Summe Q', felbft ift dann ein Klein: 
fies, d. h. die Fleinfte, in Bezug auf alle größten Momentens 


Summen, welche zu andern außerhalb der Central»Are des ans - 


gegriffenen feften Syſtems liegenden Eentris der Momente ges 
hören. 

Für alle Eentra, welche in einer mit ber Central⸗Axe paral; 
lelen Geraden liegen, behält die Ebene der größten Momenten: 
Summe, und die größte Momenten: Summe felbft allemal einen 
und denfelden Werth, nach ($. 32.). 

Für ale Eentra, welche rings herum von der Central» Age 
gleich weit abftehen, behält die größte Momenten: Summe einen 


und denfelben Werth; die Ebene der größten Momenten-Summe. 


mache mit der Ebene der Eleinften größten Momenten-Summe 


4 
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allemal -einen und denfelben Winkel; bie abfolute Lage dieſer 
Ebenen der größten Momenten: Summe änbert ſich dagegen, in 
fo. ferne bie Aren biefer Ebenen, wenn man fie alle durch einen 
beliebigen Punkt der Central⸗Axe gehen läßt, bie Oberfläche 
eines normalen Kegels bilden, defien Are die Central⸗Axe ift; 
nach ($. 32.). 


l 





. Die Statik fefter Körper 


ur 
. “.* 
ed4den nu .* 4. 


| | Biertes. Kapitel, u 
.. Einige fpesietle Sitte: ber‘ aligemein ſen Aufgabe w 


* 9 
ee ”.. 7 J . 


Vorerinnerung.- 


O eleich mit der allgenreinften Aufgabe des ($. 26.) und‘ mit den Anters - 
nehungen. Darüber im ($.'29.) das Wefentlichfie der Statik. feſter Körper 
nbgeſchloſſen und beendige :if,. ſo iſt es Doch bequem, einige befondere Fälle 
noch beſonders betrachtet und. dig Refultate für fie beſonders niedergelegt 
zu haben. Namientlich heben fich zwei Säle hervor, welche in’ den Ans 
wendungen beftändig mwiedetfehren, nämlich: 
„ .a). wenn. die Richtungen aller. auf ein feſtes Syſtem einwitkenden Kräfte 
in ‚einer und derfelben Ebene liegen, — und 

b) wenn die Richtungen aller Kräfte zwar nicht in einer und derfels 
‚ben Ebene liegen, aber doch alfe mit einander parallel laufen. 

Wie⸗ſich nun die Nefultate für diefe Heiden befonderen Fälle einfacher 
geßeiten,. als: im ‚allgemeinen Fall, und ‚wie fie für die praktiſchen An 
dungen am bequemen hingeſtellt werden, dies mag das laufende Kapitel 
ins Veſondere noch nachweiſen. | | 


J Erſte Abtheilung. J 
Wenn mehrere Kraͤfte ein feſtes Syſtem angreifen, deren 
Richtungen alle in einer und derſelben Ebene liegen. 
. 383. 
Liegen die Richtungen 'der n Kraͤfte P,, p, ... » bes 
6. 26.), welche ein fees :Syflem: angreifen, allein. einer und 
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derſelben Ebene (uͤbrigens zum Theil, oder alle, oder nicht zweie 
derſelben mit einander parallel), ſo kann man bei dem Verfah⸗ 
ren des ($. 26.) dem Verſammlungs⸗Punkt O aller Kräfte ir- 
gend wo in derfelben Ebene felbft wählen. Die Berfammlunge: 
Kraft P, in O liegt dann in berfelben Ebene, und wird nad 
(1. Th. Mech. $. 14.) gefunden, wenn nicht die in O verfams 
melten, Kräfte. einander unbedingt das Gleichgewicht halten., Die 
n nach ($. 26.) hinzutretenden Gegen⸗Paare liegen ebenfalls alle 
in derſelben Ebene, und vereinigen ſich ſogleich in ein einziges, 
deffen Moment nach ($. 21. und $. 17.) der Summe L der 
ftatifchen Momente aller Kräfte in Bezug auf den Punkt O 
als Eentrum der Momente genommen, ‘gleich iſt. Diefelben n 
' Segen» Paare. halten: .fich aber einander unbedingt im Gleichge⸗ 

+ wicht, wenn leßtere Summe L ber ftatifchen Momente = 0 feyn 
fofte; wiederum nach (9 17.). 

2) Findet, nun. P, am Berfommlungs-Punfte mirflich ftatt, 
nnd iſt auch L nicht Null, ſo vereinigt ſich die Verſammlungs⸗ 
Kraft! P, an O,; und. das mittlere Gegen⸗Paar, deſſen Moͤment 
L fr, nach ($. 26. Str. 1.) fogleich In eine einzige mittlere Kraft, 
welche der Größe nach der Verſammlungs⸗Kraft P, an O gleich, 
mit letterer in berfelben Ebene parallel und von 0% um : + ==Po 

| entfernt liegt, fd 
Po = =L,. 0. | 
iſt. — „Die einzige. mittlere Kroft iſt alſo der Größe und. Lage 
nach immer fo, daß dag ſtatiſche Moment der mittlern- Kraft 
Ps; der Summe L der fatifchen Momente der n gegebenen 
nsKräfte (alle Momente in Bezug auf ein und daſſelbe beliebig 
„gewählte Centrum O der Momente genommen) gleich iſt.“ — 
Daffelbe Refultat iſt bereits im (% g. Anmerk. 1.A. O) an 
geführt. 

2) Exiſtirt P, an 0, iſt der L= 0, fo geht die einzige 
mittlere Kraft durch den sum Verſammlungs⸗ „Punkt ber Kräfte 
gewählten Punft O felbft, und iſt daher von ber Verſammuunge— 
Kraft durch gar nichts mehr werfehieben. in: 

3) Halten ſich dagegen bie: in. ©, verfammelsen, n Stifte 


Pi 
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einander im unbehingten Mlrichgenächt; ofme ba jehsch L.==Q 
if: d. Dun shnadaß, ſich Diem Meger⸗Paare einander. das Gleich 
gesvicht . halten, fo exiſtirt dasmal, feine einzige. Kraft, ſondern 
ein mittlered Gegeny Paar. meleheg: in derſelben Ebene beliebig 
wo gedacht werden. kann, deſſen Moment L_ift, und deſſen Rich 
tung aus bem pofltiven, ober negativen Beh von L erlannt 
wirb (& Ir. und 14, 

RF —8 ‚Halten. fi ch "endlich, dien ‚Ra fie am, "Berfarnmlunge: 
— Oo" einander Eünbebitgt: het Glächgewicht, und iſt jr glei⸗ 
her Zeit L=0, d.h. halten ſich auch, die n Gegen: Paare 
einander unbedingt dag Gleichgewicht ſo fü nd nur dann, "abet 
dann auch’ allemal; ülle gegeben Kräfte mit inander unbe⸗ 
Dinge im dleicoemuchn Bi i ι ν α: 


OT MS G HR an rem .“ fe A| nt; IHR. Fa sc O Zus ‚Mm a: 
ng AB Te a? 
33 6 mehr — En 


IXPUPLTN) 


1.. eg € man). sah v2 — — den "Bäiebig, — Verſanim⸗ 
un Kg 6 et duf' ae —2 — Koorbinaten« Aren 
und, 'oY "und ind * N Ba; 37 Een, Pa die Bin, 
* welch⸗ die a dee te k Ko, —— Da mit dieſen ren 
machen, | p. ‚toi ur 0% Ya; Pe En * die Koordinaten⸗ 
Werchenthret Lgiſf. Wnfte: F finder ſich nad, und "nach, 
wenn P, bie 5 ee af ui 2, die 
Winkel wocſtelma wache ihre Rlchtüng Te“ —— — | 
Apen OX, OA macht, nach CE: SH RE 1) * 
1) X= frac); 2) Y= —— 2 
— ER mi = HT — EI Pa 
pp) nach da Dr er er. m * 
X 
wodurch ‚Sie; Grda⸗ vo Verſannulangs⸗ Zeaft P. an; o- und 
‚mcch: ihre Lage gegem die Koordinqten⸗Axen gefunden iſt. 
2... Zulttzt findet ſich: noch das: Moment Ldes mittlern Gegen 
Band dub. dien Euwme der ſtatiſchen Momente der gegebenen 
Kräfte in Bezug auf das Eentrum O, dadurch am bequemften, 


| 
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daß nian jede Kraft P-an ent: Arigriffß⸗Puntte; parallel mic 
ben Axen in die beiden Seiten?-Kraͤfte P-oos a. Anh‘ Prosa geri 
legt, und: dan die Summe der ſtatiſchen Momente aller An 
Kräfte angiebt. Dadurcht findet mun ſogleich 
35 BL : BPly-cosa—xicoe fi" et 
Die Anjige mittlere Kraft, in welche ſie en ‚grähte bet: 
einigen, ift daher der Größe nad) ı und ‚binfi helich ihrer 8a e ge 
gen bie Aren in den MR. 3.0. 4.) gefiinbenn, Hlifi el ihreg 
Abſtandes Epo vom Anfan, 8: Punkte Ö, ‚der, Koorbinaten, J 
fe aber gegeben bürch "die Sleichung Di | . 
6) Pepe, ‚ober P Pa = Zpfpeone con nd 
während diefe Kraft P, auf der einen adan. her. :anberp: Seitʒ 
des Punktes O genommen werben muß, nämlich jedesmal fo, 
daß dieſe Kraft P, in ber alz poſitiv oder negativ angenomme: 
nen Richtung um O. herum, drehen „will, je nachdem fich bie 
Summe, L, der Momente pofitiv oder ‚negafig, 4 qusrechnet. 
dDenkt man ſich bie mittlere KraftP, an einem ihrer. Punfte, 
beffen „Koordinaten. Werthe % und ya ſeyn ndgen, ſelbſt (pie 
in die, beiden, Seifen: «Kräfte J „aber. Pr :C08 und, Y oder 
—ã— jerlegt fo if das‘ Fatifehe” Noment“ P,- "Po Biefer“ mitt⸗ 
irn Kraft wieder gleich der. ‚Summe, der. kat ehem 3 Mom mente ‚da 
heiden Seiten⸗ Kraͤfte nach ($, 9.)ı, adıgli id, “ 


Sp 919 1 un 
* 9. DER Queca — oder Dar — N Far. 
Subftituirt man diefor Werih ftatt Bepo ‚in die Bileichung Rh 
fo hat.man. : - . .- y —E —— 6 
7) Ykyyrl —0 
für die Gleichung zwifchen den Koordinaten⸗Werthen Xp Yo nee 
jeden beliebiger Punktes (alſo alkr Puntre ber, gehachten einzi⸗ 
gen mittlern Kraft P 
+ Tiefe Gleichung 7) M alſo die Gucchuag der Beräbenjatr 
welcher bie: mittlere Kraft Py wirkt. Ste yiabe aber: nicht. dem 
Sinn; in welchem diefe: Kraft: wirt; hetzteeer muß bahn“. aus 
den, in (A.) sefundenen Winkeln, uber wenigſtens -dud denr 2. 


Wanna rn gt Tomi Ten nid m win 





5.36. I. II. Kräfte in einer Ebene, og 


fitiven oder negativen Werthe von X umb X. in. ben Zaͤhlern 
biefer Ausdrücke (für cos æ, und cosf;) entnommen werben *). 
H. Die.n gegebenen Kräfte find dagegen. nach . 35. Rd) 
im unbebingten Gleichgewicht, fo oft — 
1) X=0, 2) Y=0. wb 3) L=0. 


d. h. fo oft 
I. (P.cos«e) = 0; 1. =(P.cosß) = 0; 
III. SP.(y-cosa—x-cosß) = U 


ift; und dieſe drei Gleichungen find zum. ( un) Gleich⸗ 
gewicht nothwendig und ausreichend **) J 

III. Weil aber das Gleichgewicht nach 35. Nr. 4) bloß 
davon abhaͤngt, daß die im beliebig gewaͤhlten Punkt O ver⸗ 
ſammelten Kraͤfte allein, und auch die zu dieſem Verſammlungs⸗ 
Punkte O gehörigen Gegen: » Paare ein, ſich m’ unbebingten 
Gleichgewicht erhalten; und da ferner: nach ca. "Th fiiedh $. 30.) 
alle Kraͤfte, bie in einer’ Ebene liegen und einen Punkte Ö ans 
greifen, im Gleichgewicht find; fo oft zwei mal, und war in 
Bezug auf zwei Centra, bie nicht alle beibe mit On derfelben 
Geraden liegen, die Summe ber‘ Ratifchen Homiente ber Kräfte 
ber Null ‚gleich ift, fo folgt auch noch: Ir 
daß’ die Hier vorausgefehten'n Kräfte, (deren Richtangen alle 
J nin ‚einer‘ und berfeißen; Ebene Tiegen, un) bie ein) feſtes Sp: 





5— Dies abet. Hart nich * auch an ver tra Ber’ allder 
meinen Aufgabe des 18. 26.) ymd dan: zugehörigen Mefultaten. und Rech⸗ 
uyngen.der ($. 29. und d. 33. NPr. 8. oder 9.). ohne, ‚weiteres. erhalten, 
menn Man bier, wie dort, drei ‚Koordinaten Ebenen’ gedacht, die Ebene 
XOY aber mit: der’ Ebene‘ der Kräfte hätte zufammenfallen Yapfen.'” Dantt 
wären nämlich ale Winkel yı,.72, ic: = 90%, alle hre Kofinuffe- = 0 
geweſen; ‚alfo- wäre aud) cosyo 0x, d. h. 2075: 90° geworden, ferner Mär 
ren alle 213.22, °°° Zu der Null gleid geweſen; folstich wäre, ‚weil jet 
auch Pc, =0 iſt, M= 0oN=o, dagegen das dortige L genau das 
hieſige L geworden; und fo findet fich der Mebergang jenes ollgemeinken 
Tolles zu den hiefigen Nefultaten unmittelbar. - 


7) Man vergleiche dieſe Refultate mit denen, die im (I. Kap. Anm. 
1. su $. 9.). gefunden fi nd,..und man ‚wirt die vollige e Uebereingiumuus | 
berfelben fogleich. wahrnehmen. a 


var 
._” 


a‘ 
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baß-nian jede Kraft P- an went: Angriffs⸗Puntte, purallel mit 
ben Axen in! die beiden Seiten⸗Kraͤfte P-oos a: Ant‘ P-oss A geri 
legt, und: dann die Sutishe: der: Ratichen Morenke‘ aller 2u 
Kräfte angiebt. Dadurch! findet mun ſogleich⸗ 
5 De u L — ZPlyeosa-xicos fl; 
"Die Ainzige mittlere Kraft, in welche fie de n — det: 
einigen, ift daher ber Groͤße nad) | und hinſi htüch ihrer Ka e ge 
gen die Aren in den (RE. 3. u. 4.) gefuüßen. Hinſthihhe ihres 
Abſtandes =p, vom, "Anfangs: ‚punkte, ‚© ‚det, Koordinaten, iſt 
fie.. aber gegeben bürch bie Glaichung a , 
6) PepammL ober BL — —S— 
koährenb biefe Kraft P, auf ber einen adarher.:andern: Seite 
des Punktes O genommen werden muß, nämlich jedesmal fo, 
daß diefe Kraft P, in der ab; pofltiv oder negativ angenomme- 
nen Richtung um O. herum, drehen ‚will, je nachdem fich bie 
Summe, L,der Momente poſitiv oder egafiw qusrechnet. 
Denkt man ſi ch die mittlere Kraft P. an einem ihrer, Punfte, 
beffen Koordinaten⸗ Werthe % und Ya —* indoen ſelbſt tpie: 
der in die, heiben, Seiten⸗ Kräfte X oder pP n5C08 ch und Y ober 
— jerlegt, fo if dag‘ Fatifehe" Noment“ P. g:Po Stefer er, mitt, 
lern Kraft wieder gleich ber. ‚Summe, Fa satin een a Momente 6 ı ba 
heiden Eeiten- Kräfte, nach 9) u * can A Tpram 


Br yrconBrmhroR ße). * rc Year 
Subftituire man biefen Mer: ſtatt Pusp, ‚indie Bileichung tk 
ſo hat znan 266 » MEHR SE Sr 
7) | Unekyytl = —0 
für die Gleichung gwifchen. den Kodtdindten-Wertpen Xu Yo eines 
jeden beliebigen Punktes (alfo allsy Puuftel.der, geſuchten nl 
gen mittlern Kraft P 
1 Dife Steichung (7). M afo die Otckhuhg. der: erben 
toelchen-bie- mittlere ‚Kraft: Py wirkt. Sie giebt abet: nicht den 
Sinn, ih welchem dieſe Kraft wirkt; riet muß daher aus 
den in (4) ‚gefundenen Winkeln, ober Wenigftens Gus bean: po⸗ 
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. 36. I. II. Kräfte in einer Ebene, : og 


fitiven ober negativen Werthe-von X und X in. ben Zählern 
Diefer Ausdruͤcke (für cos, und cosß,) entnommen werden *). 

II. Die n gegebenen Kräfte find dagegen mad) ($. 35. Rr. 4) 
im unbedingten Gleichgewicht, ſo oft 

1) X=060, 2) —=0. wb 3) 0. 
d. h. fo oft 

I. S(P-cose) = 0; I. =(P-cosf) = 0; 

I. SP.(y:cos@—xcosß) = U 
ift; und diefe drei Gleichungen find ‚zum. (unbebingten) Gleich: 
gewicht nothwendig und. ausreichend **), _ 

II. Weil aber das. Gleichgewicht ‚nach & 35. Kr. 4) bloß 
davon abhängt, daß bie im belichig gewählten Punft O ver: 
fammelten Kräfte allein, und auch die zu biefem Verſammlungs⸗ 
Punkte O gehörigen Gegen⸗ Paare allein, fi im unbebingten 
Gleichgewicht erhalten; und da ferner‘ nach . Th. Mech: $. 30.) 
alle Kraͤfte, bie in einer Ebene liegen und einen Hunt, Ö an: 
greifen, im Gleichgewicht find, fo oft zwei mal, ‚und war in 
Bezug auf zwei Centra, bie nicht alle beibe mit O in derſelbeii 
Geraden liegen, die Summe der ſtatiſchen Momente der Kräfte 
der Null gleich ift, fo folgt auch noch: Tore 
daß die hier vorauggefehten n Kräfte, (bereit Richtungen alle 
' “N nin ‚einer‘ and berfelben Ebene liegen, ud) bie ein feſtes Sy⸗ 


5 Dies alles Hätte nich wer auch aus der Sendung der aller 
meinen Aufgabe des (6. 26.) und :dan: jügehörigen Mefultaten: und Rech⸗ 
uungen.der ($. 29. und $: 33. RN. 8. oder 9.) ohne. weiteres. ‚erhalten, 
wenn man hier, wie dort, drei Koordinaten» Ebenen gedacht, die Ebene 
XOY aber mit: der’ Ebene‘ der Kräfte hätte sufammenfallen laſſen. Dann 
wären nämlich alle Winkel p1 52, 99:20: = 90% alle hre Koſinuſſe —0 
geweſen; alſo wäre auch cosyo O, d. h. zo ** 900 gyworden, ferner wa⸗ 
ren alle z,, 22, °* Zu der Null sleich gervefen;, folglich wäre, weil jetzt 
aduch P. cos yo = om, M=0N=0, dagegen das dortige L genau das 
biefige L geworden; und fo findet fich der Uebergang jenes allgemeinken 
Falles zu den hiefigen Refultaten unmittelbar. - 


) Man vergleiche dieſe Reſultate mit denen, die im (L Kap. Anm. 
1. zu $. 9.): gefunden find,..und man ‚mie die völlige Hebereiniummnung 
derfelben fogleich wahrnehmen... : 2.0... | 


t . 
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infton angreifen, im unbebingten: Gleichgewicht find, fo .oft 
bie: Summe. ber ſtatiſchen Momente der. Kräfte. drei mal der 

Ru gleich iſt, und zwar in Bezug auf. drei beliebig ges 
„toählte, aber nicht in einer und derſelben Geraben liegende 
nCentra der Momente *)./“ 


na, : . Bmeite Abtheilung. 
Theorie der parallelen Kräfte im Raume. Befimmung des 
Central⸗Punktes. paralfeler Feäfte 


ie2 " . J | . 37. 


ESi die. m Sräfte des ($ 26. 1 ‚melche, bad. fefte. Syſtem 
angreifen zwar. ‚beliebig, im Raume, aber alle unter ſich parallel, 
unb nimmt man irgend einen Verſammlungs⸗ Punkt O an, fe 
fallen dafelbft ale Kräfte in, ‚eine- und dieſelbe Richtung” zuſam⸗ 
men. Die. Verfommlunge: Kraft. p, Au C o.if daher der. Summe 
aller parallelen Kraͤfte gleich, wenn man, was Mir. bei den 
paralleien Kräften allemal thun wollen, diejenigen ne⸗ 
gativ in Rechnung ‚bringt, welche im entgegengefeßten, © Sinne de; 
ver wirken, die man als poſ eine, zyblen in Rechnung gebracht 
hat; — ſo wieder, daß P,=0 anzeigt, baß diefe an O vers 
ſammelten „Rräfte inander unbedingt das Mleichgewicht halten. 

- Denkt. man ſich nun eine: Ebene E ſenktecht auf die Rich 
tungen der parallelen Kräfte, fo‘ ſtehen die n nach (8. 23 oder 
nach $. 26.) noch hinzutretenden Gegen⸗ Paare, alle auf Diefer 
Ebene E fenfracht; fie. vereinigen ſich daher, wenn fie: fich nicht 
| unbedingt das Gleichgewicht halten, allemal in ein initileres Ge⸗ 
gen⸗ Paar, deſſen Ebene ebenfälls auf. Der "Ebene E ſenkrecht 
ſteht, und deſſen Moment u. % 20. gefunden, wird. 
— — un. en 1) 

*) Die dritte diefer Steigungen it BIER: die LG, während L 
bie -Semmme der fatifchen Momente iſt in Beyuig auf ©' ale‘ &entrum: der 


Momente genommen, wobei jedoch der Punkt © ſelbſt wieder jeder belies 
bige Punkt ſeyn Tann. 


Zu 4 Dh rw De 
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.1).Hrißirt nun P, und, auch Q., fo liegt hier doch allemal 
die Richtyns der Verſammſungs⸗Kraft P. in der Ebene des 
Segen Paares Q,. Alſo vereinigen ſich nach ($. 25.) dieſe pas 
rallelen Kräfte jegt allemal in eine einzige mittlere Kraft, welche 
der Größe nad) ebenfalls * =P, if, in, der Ebene des Gegen⸗ 
Paares mit der Verſammlungs⸗ Kraft an (6) parallel laͤuft, und 
dom Verfammlungs: Punkte om, abliegt ſo aber, daß 

ne pm a 

if, nach ($. 26. Nr 12). “ F 

2) Ir aber Q=0;' dagegen nicht B, der Su ir, 
fo if die Berfammlürigs s Kraft P, an O zu gleicher Zeit gan 
genau in jeber Saiehung' bie eriftirende einzige mittlere Kraft. 

Bi ED, — O, aber HIHE:Q, der Null gleich/ſo Brücke 
diefes, feiner Are, feinen. Momente und feiner‘ Richtung nach 
befännte. Segen: Bad: ganz ‚allein die Sefamme Wirkung als 
ler n Kräfte and. an exiſtirt dann. fäne neingige. mittlere 

4) Me· evblich Bee 0, und auch Q. ſo # nd nun 
exſt, aber, num. andy allemal, bie. — n Kxraͤfte mit einan⸗ 
der. im unbedingten Gleichgewicht. 


IE RE 
dl Nr: — we I1„, 
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.Vexfolgt man das, Dir Gelgote ¶durch Rechnung Sr 
fo ‚werden die Reſhnungen ‚Hier. einfacher, ais die deg ($.. 20. .) 
für. ben. affgemeinfken . Fall unferer featifchen, Aufgobe werben 
konnten, Weil aber die Reſultate des ($. 29.). quch, ‚hier ‚gelten 
muͤſſen, ſo wollen wir eine neue, Reſchnung nicht weiter vorneh⸗ 
men, ſonbern bloß, geradezu bie: Sefulsate her Ghe 26:29.) hier 
benuͤtzen. 

‚nd Wir legen aber. Gier bie Koorbinatin «Ebene, xox. font. 
vech auf. ‚die Richtungen. der. „pagaljelen, Kräfte, ſo hat. DZ bes 
fiebig wo, aber pareile nit, ‚den — Kräften legtz und 
man bat, Bm... a 
ne — —— * a ‚ee bie Sofia a allge diefer Bin 
Behr fd Guli gleich· 
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.Anmerk. Liegen bie parallelen Kraͤfte mit ihren Richtungen 


alle in einer und derſelben Ebene, fo iſt es Beguemer, dieſe Ebene 
zur Ebene XOY zu nehmen, und die Are OX ſertraht auf die 
Richtungen der Kraͤfte. Man hat dann 2 % | 

’ xXm=0, Y=20, 2=0, 

L= —-ZßeJr) M=0 und N=0; 
und die Gleichungen (Nr. 8. oder Nr. 9: des $..33.)- ‚für bie 
Richtung der mittlern Kraft, welche der Gräße. nach innner 
—20) iſt, fallen nun in-Die einzige | 
: (OO) 0.00 SP) = AP) : in 
sufammen, d. h. „das ftatiiche Moment der mittfern Braft BR 
it der Summe‘ der fatifchen Momente „ber ‚gegebenen Kraͤfte 
„gleich, wenn dag Centrum 9 der, Momente ‚beliebig, wo in der 
„Ebene der. Kräfte genommen toird, MO u 

Diefer fpegielle Fall. der parallelen. ‚Kräfte, if, hetdeuih auch 

in dem Sale enthalten, ben wir in den: ($$. 35. und 36. ) be 
handelt Haben; fo daß bie dortigen Nefultate hier angewandt 
werden fönnen, und natürlich mit ben Diefigen © wieder aͤherein⸗ 
Minen miſfnn. 


ER 9) — ea) u 
Bon Central⸗Punkt der —E Kräfte, 9 . 
Wenn. ein feed Syſtem von: ne parallelen Kräften ungegrif. 
fen wird, die eine einzige mittlere Kraft wirklich haben, und 
‚man Andere: die Richtung der parallelen Kräfte gegen das. fefte 
- Spftem ab, jedgch fo, daß die Kraͤfte wieder dieſelben unter 
ſich parallel ſind, und. auch. genau dieſelben Angeiffe - Punkte Br 
halten, fo haben. ‚fie. abermals eine. mittlere. Kraft, Die „mit. ber 
jegigen neuen Lage der parallelen Kraͤfte parallel, Jauft,.. and 
deren Richtung im feften Syſtem wiederum eine beſtimmte Stelle 
einnimmt * 9 J Pr —J 9 au 


22 ä . is . 


9 Mac (SL is i⸗ Befinunne- Ebel: ‚meh. hie Richtung: er 


einigen mittlern Kraft, ‚wenn eine ſolche eaiſtirt, llsmak einnimmt/, dieje⸗ 
‚ige Linie, welche. im (5. 3) in: dem akonmeinann: Der der Exuittalr 
Are "enthalten iſt. in RT — sat, rung g' IE gie ei, 


Le; 


. 
Ma 2 
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Es 'entſteht nun. bie Frage, ob bride beſtimmte Richtun⸗ 
gen der mittlern Kraͤfte in einer und derſelben Ebene liegen, folg⸗ 
lich ſich ſchneiden werben, ober nicht; und wenn ſie ſich ſchnei⸗ 
den, weiches Geſetz dieſe Durchſehniits⸗Punkte befolgen, wenn 
bie Lage. der parallelen Kräfte gegen bag tee Syſtem immer 
anders und anders gebacht wird. 

Um dieſe Frage zu Seanttvorten, behalten wir erſtlich die An⸗ 
nahme des ($. 38.) bei, alfo die Gleichungen (B. II. II.) da 
ſelbſt, für die Richtung .ber- erfiern mittlern Kraft P. — Aen- 
dern wir. nun Die Lage der parallelen Kräfte gegen bie mit dem 
feften. Syſtem feſt gedachten Koordinaten: Axen, und 
find ®, 4, y die Winkel, welche fie in biefer neuen Lage mit 
den drei Koordinaten: Axen. OX, ox. Oz. machen, ſo dat man 
bei dieſer Annahme 

X = 008s«-Z(P); Y=- - c08 XP); ı= e0sy.3(P) | J 
und on B 
L= c08.0.2(P-y)—.cos #-Z(P x), ' 

M = cosy.2(P.x) — cosa-I(P-z), | 

N = cosß. .I(P:z) — c087:X(P-y). 
. Die Gleichungen. (Nr. 8. ‚oder Nr. 9. des $. 33.) für. die 
Sichtung diefer neuen. mittlern Kraft find daher, wenn x, Yo, 20 
wiederum bie Koordinaten: ⸗Werthe eines beliebigen ihrer Punkte 
vorſtellen, 

‚D [e0s0-y,—cosß- x} .Z(P)=cos a«S(P- y)-c0s ß. I(P. x), 

9) [cos y-x,—cos az, ]-Z(P)=cosy- I(P-x)—c0sa- I(P»2), 

3). [cos ßz,-c08y.y,]-Z(P)= cos A. Z(P-z)—casy-Z(P-y), 
von denen jedoch zweie angreichen, um die Richtung der mitt: 
lern Kraft vollftändig zu geben, weil, die dritte jedesmal nur 
eine. algebraiſche Folgerung aus den beiden andern iſt. 

Haben nun die Richtungen der beiden mittlern Kraͤfte, wie 
ſolche durch die Gleichungen ($. 38. B. II. III.) und durch die 
vorliegenden Gleichungen (1.— 3.) gegeben find, einen gemein: 
ſchaftlichen Durchfchnitts Punkt, deſſen Koordinaten: Werthe ges 
rade durch x, yo und z, vorgeftellt feyn follen, fo muͤſſen letz⸗ 
tere die ſe eben genannten fünf Gleichungen alte zugleich iden⸗ 
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tifch machen, :.ober: wenigſtens die (II. III. B. des $. 38.) und 
irgend zweie, z. B. bie. (2. und » ber hiefigen drei Gleichun⸗ 
nd; 

KFindet man aber aus dreien dieſer vier Gleichungen, z. B. 
aus (II. III. B. bes $. 38) und aus der hieſigen (3.), Die Drei 
Werthe x,, Yo und z,, fo erhält man zu ihrer Beſtimmung 


T. 2 2. SP) = Per), 
- u. yrP) = 23(P-y), 
und II. | ZIP) = SXP-z); 


und da biefe Werthe auch, wie man ſich fügleich Aberzeugt, ber 
vierten (und dann natürlich auch der fünften) Gleichung genü- 
gen, fo fehneiden fih nicht nur die beiden Richtungen der je 
desmaligen mittlern Kraft wirklich, fondern die Koordinaten⸗Wer⸗ 
the ihres Durchſchnitts⸗Punktes find beſtimmt und gegeben durch 
die vorliegenden Gleichungen (IJ. — III.). 

Weil aber dieſe Gleichungen (I. — III.) die Winkel «, 9, y 
gar nicht mehr enthalten, fo bleibe der Durchfchnitts-Munft der 
mittleen Kräfte allemal ein und berfelbe, wie man auch die Lage 
der parallelen Kräfte gegen das feſte Syftem nur immer veraͤn⸗ 
bert nehmen mag, wenn nur bie Angriffs⸗Punkte biefelben bleiben. 

Alſo ſchneiden fich, man mag die Lage der ‘parallelen Kräfte 
abändern fo oft, und wie man nur immer will, bie jedesmali⸗ 
gen mittlern Kräfte (wenn überhaupt eine folche einmal exiſtirt), 
alſo die jedesmaligen Central⸗ ⸗Axen des angegriffenen feſten Sy⸗ 
ſtems in einem und demſelben Punkte. 

Dieſen, durch die Gleichungen (J. — IH.) gegebenen Punkt, 
nennen wir den Central⸗Punkt der parallelen Kräfte. 

— Er eriffirt immer, fo oft überhaupt bie parallelen Kräfte 
eine einzige mittlere Kraft zulaſſen; er iſt deshalb ſo wichtig, 
weil er zum Angriffs⸗Punkt der mittlern Kraft gewaͤhlt werben 
kann, und als ſolcher immer derſelbe bleibt, wie auch‘ die Lage 


*) Werden die wirkenden parallelen Kräfte alle einander. und der 
Schwerkraft g-dt gleich, fo beißt diefer Central⸗Punkt in biefem befonbern 
Falle der Schwers Punkt des feſten Syſteus. 
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der angreifenden paralelen- Kräfte gegen. das von ihnen. ange: 
griffene fefte Syſtem nur immer ſich abaͤndern mag *). — Hat 
man daher dieſen Central⸗Punkt der parallelen Kraͤfte gefunden, 
fo: bringt man in ihm bie Kraft. ZIP). parallel mit den parallelen 
Kräftey,an, und. man. hat: bie mittlere. Kraft. ihrer Lage, Groͤße 
und ihrem Angriffs⸗Punkte nach, alſe ven; und volſſandis be⸗ 


ſtimmt. 


Anmerk. Da in der Unterfuchung” des & 9. B) ber. dor⸗ 
tige Punkt A, unabhängig gefunden wird von bem Winkel, wel⸗ 
chen die Richtung der parallelen Kräfte mit der Linie A,A, ma 
chen, fo ift A, dafelbft der Central⸗Punkt der parallelen 
Kräfte P, und P,, welche bie Punfte A, und A, angreifen. 
Und da in der (Anmerf. 2. zu $. 9.) bei der fucceffiven Verei⸗ 
nigung der parallelen Kraͤfte jedesmal wieder der Central⸗Punkt 
der 3, ber 4 und zuletzt der m parallelen Kräfte gefunden wird, 
fo fällt in die Augen, warum die End»Formeln in ber (Anm. 2. 
des $. 9.) für die Koordinaten: Werthe des Angriffe-Punftes der 
mittlern Kraft genau mit den hiefigen Sormeln ($. 39. 1. — IIL), 
welche ben Eentral- Punkt ber parallelen Kräfte liefern, zuſam⸗ 
menfallen. 


$. 40. 


Bon dem Eentral: Punkt der parallelen Kräfte folgt aus den 
Sormeln ($. 39. J. — II.) fogleich noch: 

1) Der Eentral: Punkt eines angegriffenen feften Syſtems 
bleibt derfelbe, wenn man flatt der parallelen Kräfte die gleich 
vielfachen, oder bie gleich vielten Theile derſelben feßt. 

2) Liegen die Angriffe-Punfte der parallelen Kräfte in einer 
und derfelben Ebene, die man zur Ebene XOY nehmen kann, 
fo liegt der Central⸗Punkt in derfelben Ebene und ift durch die 
beiden Gleichungen | 


*) Dies iſt z. B. bei den von der Schwere angegriffenen Körpern 
der Gall, wenn man den Körper in eine andere Kage gegen die Verti⸗ 
kale bringt. _ 
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ne L . "x. 2(P) = Fe . , 
und II. Yo = = zen on 
voͤllis beſtimmt. 

3) Liegen aber bie“ Augaifs— Puntte Ser hatelllet Reife 

\ alle in einer und’ derſelben Geraden, die man zur Axe OX neh 
men kann, fo Hegt ber Central: Punkt In derfelben Seraden, und 
iſt Durch Die einzige Gleichung 

Or 2) — 
voͤllig beſtimmt. I 
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vn günfted. Kapitel 
Materie. Maffe Volumen. Dichtigkeit. Attraktion. Schwere. 
Sewict Sperifiſches Bewidt*). 


Pa WI DE 1 Eu V u. re 


Un materiellen Atomen verſtchen wir Bier entweder uns 
'enblich - Kleine oder kleinſte Theilchen der Schöpfung, welche mit 
der Eigenfehaft begabt find, daß jeber für jeden eine Kraft ift, 
die in der Richtung‘ zwiſchen beiden auf jeden gleichmaͤßig wirkt, 
um fie beide gegen‘ einander iu bewegen, — und melche ihre 
Wirfung äußert, es mögen. die Atome in Ruhe feyn ober in 
Bewegung. 

Dieſe Kraft ſelber 1. welche Wei materielle Atome auf einan⸗ 
der ausuͤben, nennt man bie Anziehungs⸗ Kraft oder die 
Attraktion. "Denkt man ſich ſolche von ber Entfernung der 
beiden Alome abhängig und ſo, daß fie waͤchſt, wenn die Ent: 
fernung abnimmt, ſo kann le, ie, wenn die Atome einander ganz 

nahe rücken, fo groß werden, daß durch fie zugleich die Mög, 
lichkeit eines (maerieen) f ofen Körper im Sinne des Me 1.) 
gegeben iſt “= _ | J 
*) Anfänger können die — *— Mei Burke überfthfagen und * 
sornehmen. 
AR) 50 der Phyſik unterſcheidet ‚malt noch die Mole eular⸗Attral⸗ 
tion von der allgemeinen⸗ Wit ·laſſen hiern dieſen Unterſchied bei Seite 


j 
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Diefe Attraktion müſſen wir uns übrigens nach d. Th. mech. $. 31.) 
immer unendlich»Hlein denken, nämlich = f,-dt, wo f, irgend eine Funk⸗ 


tion der Entfernung u der beiden Atome von einander vorftellt. Aber auch 
diefer Faktor f, iſt noch unendlich⸗klein, wie die nächfte Folge kehren wird. 

Nach diefer Definition der materiellen Atome, können übrigens biefel- 
ben verfchiedene oder einetlei Geftalt, verfchiedene oder dieſelbe Größe ha⸗ 
ben. Es ift ihnen nur zur Bedingung gemacht, daß fie in derfelben Ent⸗ 
fernung u von einander auch immer mit berfelben Kraft F,-dt gegen einan⸗ 


der getrieben werben, Fielen daher n.folde materiele Asome.ih einen und 
benfelben Punkt zuſammen, ſo würde die Anziehung diefes Punktes gegen 
einen andern Punkt in der Entfernung u, in welchem fich ein einziger ma⸗ 
terieller Atom befindet, = n-f,.dt feyn; während diefelbe Anziehung zwi⸗ 
fchen denfelben beiden Punkten = m«n-f,-dt feyn würde, wenn auch in Dem 


letztern Punkt flatt einek einzigen ‚materiellen. Atoms, eine Anzahl m Ders 
felben vorhanden ſeyn follte. \ .. i 


§. 42 

Unter materieller Linie, Flaͤche oder Koͤrper verſte⸗ 
hen wir Reihen an einander liegender materieller Atome, welche 
in einer Linie, Flaͤche ober ‚in einem Körner Raupe, vertheilt 
find. — Diefe materiellen: Linien. Flächen oder ‚Körper werden 
bomogen genannt, wenn gleich, große, übrigemd ‚naeh. fo- klein⸗ 
Raum⸗Theile derſelben allemal gleichviel materieller Atome ent⸗ 
halten. — ierdem heißen ſie beterosen. TE — 

nt g. is, Be 

‚. Die Menge der materiellen Atome, welche eine wiaterielle Li⸗ 
nie, eine materielle Flaͤche, oder ein materieller Körper enthält, 
nennt. man bie Maf fe e der‘ materiellen Vnie, Flaͤche, oder des 
inaterielen Körpers. — Der Raum: ⸗Inhalt eines. materiellen 
Körper wird dagegen deſſen Vol umen genannt. - — "Das Vers 
bältnig der Mafle zum Volumen (d. b. der Auözient aus 
der Maſſe durch das Volumen, dividirt nachdem Maſſe und 
Volumen vorher durch Zahlen ausgebrückt ſi nd, bie fi ch auf be 
flimmte Maffen» und Raum» Einheiten beziehen) heißt bie 
Dichtigkeit eines homogenen Köpperg.. 


gefehlt, und haben nur Atteaktion im: Allgemeinen. I ame er bie 
Größe oder. Natur derfelben- etwaa yarandzufehen... N eh 
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Bedeuten alſe M die Maſſe, V das Volumen eines‘ Homo» 
genen materiellen Körpers, und D fi eine Dechtigteit. ſo hat man 
die Gleichungen a i 2 . 

ı vd, ü n-n und II. vH 

Die Dichtigkeit eines homogenen materiellen Körpers wird baher durch 
eine abfolute Zahl D in Rechnung gebracht, welche völlig beftimmt ift, fü 
oft die Maffens Einheit und die RaumsEinheit gewählt find. — In den 
Anwendungen muß man fi) daher vor allen Dingen über die Raums Eins 
beit und über die. Maffens Einheis vereinigen, um alles hieher gehörige voͤl⸗ 
lig beſtimmt in Zahlen ausdrücken zu. Zönnen. . 

. Befteht:; ein, materieller. Körper. aus zwei, drei oder beliebig 
viel Theilen, welche verſchiebene Dichtigkeiten D', Du, Di, ʒc. ꝛc. 
haben, und, deren Maſſen dezuͤglich NE, M, Mul, ꝛc. 2c.,.fo wie 
deren. Volumina bezuͤglich V’, V, Ven; c. xc. finb,. fo iſt bie 
Dichtigkeit D dieſes Koͤrpers nachder barfiehenben. Definition 
ſo, nämlich ’ voran, 

D= - MIHM Mil Geſamimt. Maſſe 
* YVU Ve - Geſammt⸗ Volumen)! 
Ka a a a a a 
und dieſe Dichtigfeit D nennt man wohl. auch die mittlere 
Dichtigkeit des s Koͤrpers ur 


zu Ba u Fre 

Denkt mah fi) zwei materielle feſte Körper; E: und K in 
einer beſtimmten Lage gegen einanber, fo wirft jeder Atom von 
E auf einen beflimmten Atom a von-K nach. Maaßgabe .der 
jedesmaligen Lage der -Atome-amıd. ihrer. Entfernungen.. Alte biefe 
Anziehungs- Kräfte Iaffen fich aber in eine einzige mittlere Kraft 
Veremigen, welche der Größe und. Lage nach .mittelft des (IL. Th. 
Mech. 8. 17.) gefunden wird. Diefe heiße dann Her Attraktion 
des ganzen Körpers E auf den Atom:a von K. 
Dieſe Attraktionen des Körpers E auf alle: die einzelnen 
Atome des: Koͤrpers K lafen fich aber wieder in eine:einzige mitt 
lere Kraft vereinigen, welche der Größe und Lage nach mittelft ber 


oder. D= 


ri 1 
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($$. 26. und 29.) gefunden wird, und biefe druͤckt dann bie Ge⸗ 
fammt:Atteaftion der Körper E und K gegm einander aus. 
Fuuͤhrt man aber diefe Aufgabe für verfchiedene, Körper von 
gegebener Geſtalt und gegebener gegeufeitiger Lage zu ‚einander 
“ aus; fo behandelt man bas „Problem der Attraktionen," mit 
welchem wir uns im achten. Kapitel beſchaftlgen wollen. 


“48, 


- der eine dieſer beiben Kerper .. B. E, unſere Erde, der 
“andere K aber im Bereiche des Menſchen nahe aͤn der Erd⸗ 
Öberfläche, fo-M die Attraftion Her: ganzen Erde auf feben ein- 
jenen Atom x des Körperd K⸗bdas, was wir die Schwere 
nennen... Wird ſolche Kraft durch die Umdrehung ber Erbe. um 
ihre- Axe nach‘ (I TH: Mech. $i 51:) vermindert, ſo entſteht Die 
Örtliche Schwere, bie und. immer zunaͤchſt in die Sinne fällt, 
die mir alfo unter dem Namen der Schwere fchlechtiveg beob⸗ 
" achten und: durch 'gedt bezeichnen, und deren. Faktor g wir im 
(I. TH. Mech. $. 51: B. Note) moͤglichſt genau beſtimmt gege: 
ben haben. — Die Geſammit⸗Attraktion der Erde gegen dem 
ganzen Koͤrper K ift dagegen basjemige was wir dag Gewicht 
des Koͤrners nennen. 

Die Erfahrungen und Rechnungen nach (. 26. u. $. 29.) 
erlauben es, die Richtungen der Schwere bei allen einzelnen 
Atomen eined folchen ganz nahe an der Erd: Oberfläche befind: 
Hichen materiellen Koͤrpers K, unter ſich parallel anzunehmen; 
wir thun dies hier ein für allemal, und nennen dieſe Nichtuns 
gen wertikate. Jede auf fie fenfrechte Ebene wird Horizon: 
tal⸗Ebene genannt,. und. jebe Linie i in einer ſolchen Ebene heißt 
Horizontal⸗Linie. 

Das Gewicht eines Koͤrpers iſt daher nichts anders als die 
nuitsiere Kraft aus allen parallelen Schwer- Kräften ‚aller einzel 
nen materiellen ‚Atome: bed Körpers. Solches iſt daher der 
Summe aller dieſer Schwer⸗Kraͤfte, d. h. dem Produkte aus 
der cueneich line) Samen Rus sa des — ma⸗ 


+ . 
‘a 17 13 27 9 Ä , . 22 y , .. 


— 
* 
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terlellen Atome, mit der lmendlich u Avabl der Atome 
des Koͤrpers multiplizirt, sid. DE Ba Fe 


De. 


Sieht man : dem Pen K nad) und nach immer eine an⸗ 
dere und andere Lüge (an derſelben Stelle der Erd⸗Oberflaͤche) 
gegen den Horizont oder gegen bie Vertikal⸗Linien, fo haben bie 
die einzelnen Atome vderſelben angreifenden: Schwer: Kräfte g.dt 
ihre Angriffe Punkte nicht geaͤndert, auch ind: fie noch. immer 
unter fich parallel, und nur ihte Lage gegen den Körper. felbf 
iſt geändert) Die mittlere Kraft oder das Gewicht;des Körpers 
ift daher der Größe nach baffelbe, Wirkt auch immer noch pas 
rallel mit den parallelen: Kräften, alſo in ‚der Richtung der Vers 
fifalen (ober der Schwere), dagegen ſchneiden fich dieſe mittle- 
ren Kräfte alle in dem Central⸗Punkt der--paraflelen., Kräfte 
($. 39.), und biefer wird’ nun in's Veſondere der Screr⸗ 
Puntt. genannt.3 

‚Die. Auffidung: des Dchwa· pintle heichiht an gr 
us den Bormeht des oT 39.) und dee % Ad. Ä 


7 — 3 2° 
. _ I ..> 


\ in er ER Fa 
Bee wir butch n: de oder = die unendlich vilen 
aitome, welche. die Maſſen⸗ Einheit bat mo n eine. endliche/ wenn 


auch unbelannte Zahl Rd. ſo iſt die. Anzahl aller Atome, welche 
in der Maſſe M ftefen, 


* * 
.. » 6 + rd“ 


= mn. 
Mird nun, dag. Gewicht dieſer Raſſe M. eh P. bux ichaa. ſo 
bat man. acch 8. 45. zu Ende) ee — * 
nz Ä — Mg 


SR p des berich der Hoffen Einpeit; ſo folaf Hierand 
Fpeileg, oder n= * 


+ 
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wodurch ‚die unbefannte Babl'n in das Gericht p. ber Maſſen⸗ 
Einheit und in die ($. 51. I. B, Note des J. Th. Mech.) bes 
flimmte Zahl g ausgedruͤckt fich ſieht. 
Häufig nimmt man ſtatt der Gleichung hen der Maffe 
M. und: ihrem. Gewichte P, bloß. dieſe Gleichung 
1.0: Per [ —— 
indem man n—1, d. h. p=g fh. dent, d. 5. indem man 
jur Maffen- Einheit das gfahe der: Maffe nimmt, 


weine bie Gewichts⸗Einheit repräfentirt : - 
Verbindet man mit dieſer⸗ Sbichung Br Dr aa m 


P=M% 
bie Scitung ” ($. 43. V.), —— 
| M- ==.D-V,; ur 
ſo erhaͤlt⸗ end Wohnen! . Be 
E € ı Ip DU De Pi m; —** ad Si. 


wo V das Volumen dee Körpers, D beffen Dichtigkeit und p 
beſſen Gewicht vorfiellt; wenn zum Volumenein eebelie⸗ 
bige Raum⸗Einheit, zur Meaffen-Eingeit ander das 
gfache, der Maffe genommen ‚wird, welche in der Ge⸗ 
wichts: Einheit fefft, and wenn bie Dichtigkeit D 
das Verhaͤltniß ift der. Maſſe zum VBplumen,.d. h. 
der Quozient aus den abſoluten Zahlen, in welche 
Maſſe und Volumen des Koͤrpers ausgebruͤckt find, 
wenn ſie auf diefe feſtgeſtellten Einheften dijogen 
werden. 


g "48, 
AIſt P das Getvicht‘ eines inateriellen Rörperd;" deſſen Volu⸗ 


| men V und deſſen Dichtigfeit ‘Bf: it; und iff penis Sewicht 


eines anderen materiellen Körpers; der daſſelbe Volumen V, 
aber bie’ Dichtigkeit d hat, ſo folge ans (9:47. du”. 
P=DVg „wm nm Ys; 


folglich Hm  T= 2. 


6. 4% Eigenſchaſten⸗ der Müterie, —A 


Das Verhältnif der. Gewichte zweier gleich großen Kite 


per iſt alſo auch- das Werhätmig (der Quozient) ihrer Dichtig⸗ 
keiten. Solches Verhaͤltniß wird aber das fpezififche ober 
egenthünlide Gewacht des erſtern Koͤrpers in Be⸗ 
zug auf den andern genannt. 

Setzt mandie Dichtigkeit d dieſer leteren Materie der Ein⸗ 
heit gleich, d. h. nimmt man bie Menge der letzteren Materie; 
die in der Raum Einheit ſtekkt, zur Maffens Einheit (fo dag für 
fe 3 M=\, alſo — wird), ſo hat man vJo 

. > =D; .. 
de ah⸗ te Dicheteit D: des: erſtern materiellen Körpers if dann 
zu gleicher Zeit fein fpegififches Gewicht, in Begug auf beit-ans 
bern materiellen Körper ‚ deſen Diehtigfeit —=1 set wor: 
ben iſt. u. * 


Bir nehmen bier ; jur gängen: iahen den theiniſchemober 
preußiſchen Fuß, der ſich zum Pariſer Fuß verhält, wie 13913 
zu 14400; das Quadrat und den Wuͤrfel dieſes rheiniſchen Fu⸗ 
ßes nehmen“ wir jur Flaͤchen— und Koͤrper⸗Einheit. — 
Die Maſſe reinen deſtiulirten Waͤſſers bei 150 Reaum. welche 
in. einem ſolchen rheiniſchen Kubikfuß ſtekkt, nehmen wir da⸗ 
gegen ‚zur Maſ fen«Einpeit,, wenn nicht ausdruͤcklich (wie 
4. DB. bei der Maffe ber Platjeten) das Gegentheil angegeben. if, 
ſo daß wir dadurch ‚die Dichtigkeit dieſes reinen Waſſers S X 
fegen. — Unter ſpezifiſchem Gewicht irgend eines Körpers 
Wlechtwhes / verſtehen wir feiner. hier. allemal das Berhältnjf 
feines : abſoluten. Gewichte, nzundem ebfohiten Gewicht einer; 
dem "Ras, » Inbühte Rich" gleſch großen Menge dieſes reinen 
Waflers.— Unter‘ biefer "Borausfegung ift das fpesififche Ge 
wicht "les materiellen Körpers eitie abſolute Zahl, welche zu 
gleicher Zeit ſeine Dichtigkeit ausdruͤckt, ſobald die Dichtigkeit 
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‚des oben gebachten reinen Waſſers — 1; gefegt worden, nach 
(& 48). — AUS Gewichts— Einpeit nehmen wir fer⸗ 
ner, ſtatt des Gewichtes eines rheiniſchen Kubilfußes dieſes rei⸗ 
nen Waſſers, den Höhen Theil davon, den wir Berliner Pfund 
ober ſchlechtweg Pfund. nennen und. durch das Zelchen iu bes 
zeichnen. 

Unter: diefen Vorausſetzungen bleibt genan —* die Glei⸗ 
Bst (* ‚43.), naͤmlich ln oo 

' M=DV. 

00 F die Maſſe, V das Volumen und D bie Dicrigei if; 
und zwar unabhängig von der Größe der örtlicher Schwere, 
für jeden irdifchen wie für jeben Himmels⸗Koͤrper. — Dages 
gen ändern fich nach biefen geänderten Einheiten die Gleichun⸗ 
gen: (I, und U. des $. 47.); nagenuich wird ‚bie,; :horfige 
P- = D:V».g jegt FE — Eu 

AL. ...P= 66-D-V;., FF Fa | 
. wo V den Raums inhalt (das Volumen) des Rörpenk i in rhei⸗ 
niſchen Kubiffußen, D fein ſpezifiſches Gewicht, und P fein Se 
wicht in Berliner Pfunden auddrücdk. 

: Diefe Formel (II) iſt für. den Techniker von großer Wich⸗ 
ügkeit, weil fie aus dem Raum Inbalt, und dem ſpezifiſchen 
Gewicht augenblicklich ſein ahſolutes Bericht, finden. ‚läßt; fo 
wie fie umgefehrt auch dazu benutzt werden. fann, um aus. dem 
bekannten abſoluten Gewicht P. und dem. ſprlifiſchen Semi, D 
ben Raum; ‚Snhgle 6 des Ace # Anden, 1 u gi 


— 


| —* dieſes —* zur Dichte —— Dei —* 
Yen ein praktiſches genannt werden kann. - -- 

. De gewöhnlichſte Weg, die Dichtigkeit 9 eines Körpers w finden, 
der im Wafler- Feine Werimberung erleidet, aber buch: fpesiifch‘ ſcherer als 
Wafſfer ift, beſteht darin, daß mmn'ineben (dumm: Gericht: B: Liber Lufr) 
auch noch fein Gewicht P/ finder, weng er’ gamı sutex. Hafen gefetzt. iR. 
Dann iſt P— -P' fein Gewichts⸗Verluſt im Waſſer und, ſonleich das Ge⸗ 


wicht ‚einer eben fr großen Berg. 1 eh, Be ik. — er de 
hſches Gewicht. u Ar a FR Br v7 yeis z nee 


3 
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Die ſpezifiſchen Gewichte der verſchiedenen Materien werden 
aber eins für allemal durch Anwendung der dazu noͤthigen, vor: 
güglich phyſikaliſchen Hilfsmittel aufgefunden. Wir Iaffen hier 
eine Tabelle dieſer ſpezifiſchen Gewichte folgen; welche wir vor- 
zuͤglich aus Gehl er's phyſi ikaliſchem Woͤrterbuche und Eytel⸗ 
wein's trefflicher, Statik feſter Körper! entnehmen. Die Zah⸗ 
len in dieſer, wie in jeder ſolchen Tabelle, koͤnnen natuͤrlich nur 
als Mittel⸗Werthe angeſehen werden, da z. B. die Dichtigkeit 
eines und deſſelben Metalles in verſchiedenen Stuͤcken verſchieden 
ſich zeigt. Der Techniker, welcher nur mit wenigen und immer 
dieſelben bleibenden‘ Materien zu thun haben ſollte, wird, wenn 
ihm groͤßere Genauigkeit wuͤnſchenswerth iſt, am beſten thun, 
wenn er feine fpesififchen Gewichte auf den von ber bbyfr an⸗ 
sugebenben Wegen ſelbſt ausmittelt. 


a Tr vv Le...“ 


Zafet der ſpelifiſchen Gewichte 


A. Feſte Körper. 
(Das ſpezifiſche Gewicht des reinen Waſſers iſt = —=1 gt) . 


Körper. 


Abrifofenholz, vom 
Stamme, troden 
- 0711 
Acazienholz, v. Stam: 
me trocen . . 0,650 














Abit... ... 
Alaminit nn .166| 4 
| Ambra, grauer ... 
- (hwäzlider . . - 


Achat .. Amerift . . 2,653. 
Agalmatholith, hinef. Ammoniafgummi u 
Spedftein . . 2,785 |. Snaldm ....... 

Ahornholz, gemeines, IAnatas..... ... 
v. Stamme, trocden 

- virginifcheg . D |. 
Alabafter . . 3,611 — rn. 


weißer antifer ... Anthracit . . . 1,40 

Alaun ... 2...» ntimon....... 

- Erde ..:.. 120 |. RER 

- Schiefer, gemeint | 1 -GSlan...... . 
1,305 


- Stein... 1,378 
- kriſtalliſirt eo... 000 


I. | [7] 


Viterſpath ...... 


98 Statik feſter Körper. Kap. V. 6. 49. A 
‚Körper. Sp. Gw. Körper. Sp. Gw. 
Apfelbaumholz.... | 0,793 | Slätterfohle ... 1,27 | 1,340 
Apapbyllit ».... - 2,335 } Bfättertellur .. 7,001 8,910 
Arragonit ... » |. 2,920 | Blasenfein, menſchl. 1,700 
Airfenige Säurg . 3698 | Blei, gegoffen, engli- 
Arfenit ..... 0) 5760 | fehed ... 11,324 | 11,875 
„gefhmolen.. . . "Bes 2 deutſches 11,310 
—— 3594 - Me. ....... 1,666 
gelber... 2... |,331452 | - chromſaures.. 6,000 
BB ....:.. 6,127 | - la .:.... 7,585 
- Nil. 2... 7,650) -Hornerz .... 6,060 
a. Säure: « 36981 - Kalt .. 2...» 8,940 
pe biegſam 9,908 2444 | -Oxyd, verglafet .:; 8010 
meiner. . ‚2,500 | 2,800 |. - phogphorfaures . 7,090 
——* —12Spath ...... ‚460 
| 0,688 | 0,993 } - Bitriol ..?... ‚309 
Abphelt -...107| 1,1601 - Weiß .... .43, 156 
Augit ..... 23| 3,340 | - Zucker ...... 2,395 
Yuripigmenf . .. . » 3,480 | Binde... . . «| 4,070 
AÄuſterfchaalen . . .| 2,692 | Btutfuchen. !:..| 1,126 
Arinit 222000. 3,2701Blutſtein ..... ..4,360 
| a Bean 1,150 | Bohnenbaum ..| 0,920 
Baryt ..... 4,800 | Bolus ..... 1,90 | 2,050 
Baryum ....... 4,000 | - armenifcher .... .| 2,727 
Bafalt--. ... 2,722 | 2,864 | Beraeit ... 2 2,911 
Bene... nee. 1,063 | Borar ........ 1,720 
Dergblau 22. .:1 3608] - Glas ....... 2,600 
Dergkorf .‘. . 0,680 | 0,993 | - Säure,gefhmolen | 1,830 
Bergkryſtall . 2,685°| 2,880] - kryſtalliſirt 1,479 
Deratneht, 0,860 | 1,372 | Boumonit .... . 5,790 
ergtber 00. 1,130 | Brafilinyok » . . : . 1,031 
Sail Aquamarin oo Braunfohle .... . 1,280 
2,250 |: 2,759 | Braunftein.. . 3,530 | 4,116 
Bernſtein 1,065 | 1,085 | Brandfteinkiefel : ...| 3,600 
Säure —* .... 1350 | Brogniartin . . 2,73 | 2,800 
Bildſtein Iren...) 4810 | Bronzit . . . 3,201 | 3,252 
Bimftein . . . 0,914 | 1,647 | Buchenhols (Rothbu: 
Birfenhols, frifch vom chen) vom Stamme, 
Stamme ...... 0,702 | trocken ... 0,666 | 0,854 
"- troden ...... 0,580 | - vom Splint trof: 
Znbaumbotz trocken 0,661 fen .... 0,600 | 0,721 
BitterfalE . ..... 2,878 Bucesaumb. franz. 0,912 
— ren 1,750] - boländ.. ... . - ‚028 
2,926 | - Ka ren 1,031 





548:A, Rafel der ſpeziſſchen Gewichte. „0 
ı "Körper. . J.Sp. Gw. : Körper. Sp. Gw. 
— b000Diamant, gelber braſ. 3,666 
Butter. eier. 0,942 | - grüner zu... 3,524 
Gäcaobutter ...... 0,892 | - orangenrother. .. 3,550 
Eilomel .. 2.2... 5,600 | roſenrother .... 3,531 
Cumpechenholz. 0,9131 - weißer .... . 3,521 
Cathöher 2.2... 986 | .- Spath. . .... 3)7L:| 3,962 
Cavuichouc....... 0,934 | Diaspor.... ...4430 
Carniol...... .26201 Disthen ... . 3,545 3/676 
Eedernh., wildes. 0,596 | Drachenblut .. . . . - 1,196 
aus Palaſinae ch 0,613 | Dyfodil . 14} 1,250 
-Ändifche® -....1| 1,315 I Ebenholz, amerif. 41,331 
I=:amerifan. rn - - |. 0,568 | - inbished .... - ',1,209 
Eerer  (neutr. flußſ. ).14,700 | :- von den Alpen. . | :1,054 
Cererit....... .1:4930 | - fpanifhed.. . - » |. 0,808 
Get... 200000. . 8969 | Ebdingtonit . .1..2,718 
Ehabafie : 2... | 2,040 | Eibenbaum, holland, . 0,788 
Ehuldedon' (Dnye). -fpanifh. - - | 0,807 
Ru 24207 | . 2,691 | Eichenhol;. - 
Chinamursel . 1,071 |  Sommereichen, vom 
Chrom....... 5,900 | Kern, trocken 0,720 | 0,795 
Chromeiſen ...... : 4,362 | - Kern und Splnt, 
Chryfoberyli.: .. .“. . | 3,750 trocken.. 0,618 | 0,695 
——— gelbgrüner - Splint, troden . . | 0,610 
Topas 34 | 3,440 | -. Stamm, friſch | 
—525 — 1'2479.|. 3,250 do 0,850 
Eimofit . 2,00 | 2,180 | - Wurzel, frifh) . . | 0,880 
Eitronenheij . » . |: 9726| -: Zweige fie 
@itsonenfäure: » ...| 1617 ‚698 | 0,780 
Eorusbaumdol;. . :0726 | MWintereichen kein 
@slefin .. . . 3,858 eichen) vom Stam - - ..: 
Eopalı durchſi tiger” I. 1,085 | me, frifch .: 0,990 |. 1,100 
u undurchfichtiger. ..| 1,140 1 - nom Stamme trok | . -: 
Corallen, rothe . .. 2,689 fen... . 0,7244 0,760 
wriße. .... 2,500 - von der Wurzet 
Eorbkerit . 2,5808 friſch ... 1,008 ‚1,200 
Grichtonit . Deren 4,00} - ZiveigefeiihO;819 0,832 
Eronfletit :. 10.01 3,348 | Ei, im Mittel . . . |: 0,950 
Eyantt(blauer Schört) Eifen, gegoffen 7113 | 7,230 
3,092 | 3,622 I - geſchmiedet. 
Cypriſſenhoij⸗ fpan. tr. | 0,644 1 - brandenb. Banbeif: | 8,189 
Dahfchiefer : 2,670 | 3,500 | - harzer. ... „.:. . |: 8,201 
Datolith .... 2,85 | 2,980 | - — —38 2.2.1] 8,341 
Diamant, blau. oriont.- . 3,525 | -+ fühlen. 8,215 


[7°] 


{ 


Stetik feſter Koͤrper. 


Körper. Sp. Gw Körper. 2GSp. Gw. 
Eiſen⸗Glanz ..... 5,2181 Feldſpat, glaſigter 
- Kiefel Vyſtaliß rt. . 2,518 | 2,588 
Pechſtein). 2,476 | 3,205 | Sergufonit .. . . - «|: 5,830 
- Schlade...... 2,855 | Fernambuckholz... 1,014 
- Meteor 7,600 | 7,830 | Sett,. Ochfen . - . » + |: 0,923 
phosphorſ..... 2,660 | - Schweine... . . . . 0,937 
- Chrom ...... 4,4981 - Hammel... .. 0,924, 
Oxyd, rothes. 5,240 1 -Kalbs....... 0,934 
- - Hybdrat . . | 3,940 | Seuerftein ... 2,594 | 2,700 
Orxydul ...... 3,500 | Fieberrinde...0, 780 
-.Sinter. ... 2,20 | 2,400 Fliederholz..... .| 0,770 
- Bitriol......| 1,970 | Flußipat . . . 3,094 3,194 
Elaterit . 0,90 | 1,230 | Srantlinit. . ..| 5,090* 
Elmi .. 2220... 1,083 Sranzofenhof;. . 4,333 
Elfenbein... 1,825 | 1,917 1 Gadolinit....... 4,230 
Elzbeerholz, trocken... | 0,879 | Sahnit. ... . . 4,23 | 4,700 
Ensianwurzel. . . . - 0,800 | Sallenfteinfäure 0,80 | 1,000 
Epheuharz...... 1,2951Gallaͤpfel....... 1,034 
Epidot . . .. 3,269 | 3,425 Galmei 3,380 | 3,524 
Epistilbit ...... 2,249 I Selberde .......» 2,240 
Erde, lehmigte, feftge: Gehlenit ....... 3,020 
‚ftampft Glan; Schwefelũl⸗ | 
- fl 2.2.0... 2,063 | ber). 7,000 
- ttoden ...:..| 21,929 Sins, gruͤnes .un.| 2,642 
- Gartenerde, friſch 2,047 1 - engl. Spiegelgl. .I 2,450 
- - trodn ... 1,630 | - Keyfiall. . 2,892 | 3,000 
- trockene, magere . | 1,338 | - Slint. engl. 3,373 | 3,442 
Erdfobad ..... . 2,240 | - - franz. . 3,158.| 3,206 
Edpeh . 2.0... 0902 | - Kömes ..... 3,341 
Erlenholz, v. Stamme, - Srauenhofer8 ... | 3,779 
frifh . 0,788 | 0,800 | &lasfopf, vother.. . 4,898 
- 9. St. trod, 0,586 | 0,660 } Slauberfa ...’. ..| 1,470 
- Splint, tue. 0,485 0,574 } Slaufolith, . . 1 "2,908 
Efchenhol;, v. Stam⸗ Slimmer . 2,654 . 2,934 
me, trocken . 0,725.| 0,845 | Smelinit ....... 2,050 
- v. Zweige trocken . | 0,734 | Sneiß ... ... 2,630.| 2,710 
Eufld........ 3,090 | Gold, gediegen 13,00 | 18,080 
Fahlerz..... 4,79) 5,100 1 -. gegoflen....... 19,258 
Sahlunit 2,61 | 2,660 k - gebämmert ... . . | 19,361 
Beigenbaumhol; . 0,690 | - Dufaten, boll. . . | 19,352 
Feldſpat, gemein. 2,43 2,600 } - franz. zu 22 Karat, Ä 
- Dichter (Feldſtein) | gegoffen : ... . ..| 17,486 
3,389 | -  gefchlegen - . . | 17,889 


2,609 | 


’ 
eo 9,3 9 
) 


t 
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’ Körper. 


Gold; guineifches . . 
‘9. engl. Guineen . | 17,629 
Gtanat, gemein. 3,668 | 3,757 
- edler ... 3,839:| 4,230 
Granatbaum ... . .| 1,354 
Granit, ägypt.. » - . | 2,654 
-- gemeiner . 2,538 | 2,956 
Graphit... . 1,80 | 2,100 
Grappmurgel. ... .| 0,765 







. 0,20 | 1,380 
Ik... 0,280 0,440 
1, verfteinertes ” 
liefelh. 2,045 | 2,675 - 
ieeeenc.| 1,450 
Honigftein. . . . 1,58 | 1,660 
Horndbaum (Weißbus . 


808 
= 











Suajakharz.. . 1,205 | che)*vom Stamme, 
Suajakhol; . . 1,632 | troden ... 0,755 | 0,805 
Grieshol . . 1,200 | Hornblende  . 2,922 | 3,410 
Grobfohle . . 1,600 Hornbienbefihieet ‘ 
Gummi, aral 1,452 2,909 | 3,153 
-- guftae 1,482 | Hornfilber, ler. . 5,550 , 
-Mt.... 1,139 | Hornftein gelstiefeh) 

- fandraf . . 1,092 2,532 


Hühnereier . 
Hyazinth . » 
Hpperfiehn......) 3,390 
Jalappharz. ..... 1,218 
Jameſonit ......| 5,560 
Jasminholz .... 0,770 
Jaspis, — 2,564 2,600 
- gemeiner . 2,580 | 2,700 
3, 


- tragant . . 1,333 
Sr dichter 1,592 

- faferigter 2... .| 2,300 
- förniger. . 2,199 | 2,310 
- = fperenberger 
- 2,199 | 2,266 
<= gebrannter fperenb. | 1,810 
friſch gegoffen. (per 














renberger ... 2. | 1,292 | Idokras 
- gegoff. ausgetrock. 0,973 | Indigo 
Sppsfpat Grauens) God . 
1,7 2,322 | Jridium . : 
. halbdurchlchugen Ittnerit ....... 2,300 
ſperenberg. 1,761 | 2,322 | Kadmium, gegoffen” | 8,604 
Hathotom . .....| 23390 | - gehämmert ....| 8,694 














Harz, b. Fichten 1073| - Od... 8,183 
- foffiles . 1,046 | Kalium . 0,865 
Haſelnußholz 0,600] Kali, arſen 2,638 
Haufenblafe . ..| LU] - dromf. 2,612 
Hauyn ..... 228 2,833 | kohlenſ.. ..| 2,600 
Heliotrop (grün. 0 ſchwefelſ. ..... 2,636 

PiB)..... ‚2,700 | - Hybrat . . 11708 2,100 
Seien urunons 3,100 | Kalt, —— 1,842 
Hirfhhorn . . . .. . 1,875 | - phospharf. ... . - 3,810 
H gabernſtz rüchis 9 Kalbe ei 1,789 

* | 1,496 


trocken ...... ‚1,638 


102 Statik feiter Körper. Kay V. 86. 49. A. 
Körper. Sp. Bm. - Körper. Sp. Gm. 
Kalkfinter, — Korkholz.......0,240 
2,335 | 2,741 Korunde.. 3,90: 3,970 

Kalffparh . . 2,070 | 2,720 | Krebsaugen! . . ... . |. 2,890 

Kalkſt., dichter 2,200 | 2,700 | Kreide, ſchwarze (Zei: | 
- - rübersdorfer .. | 2,396 I chenfchiefer) . 2,144 |: 2,277 
- Brniger. . 2,707 | 2,862 | - weiße... 1,797.1 2,790 
- gebrannt., tübersb. . 1,274 ir & Kreuſtry⸗ 

Sannelfohle ‚. 1,21 | 1,270 . 2,353 |. 2,36% 

Kaolin ..... 2210 PH ... 2,968 

Karneol 2,597 2,630 | Kryftall, Blänbiher 2,720 

Karpolit....... 2,930 | Kupfer, gegoſſen. 8,788 

Kaftanienbaum, Roß⸗ - gehämmert . 2. «1. 9,000 
Faftanie . oo. 000.0. 0,610 - Draht 20006. 8,878 

Katenauge, silex ca- | - japanifch . | 8,434 
tophtalin .. 2,567 3,259 - Erz, roches 5,990 

Kiefernholz, v. Kerne 1 Glanz....... 5,690 
friſch, harzig 0,725 | 0,7281 - Ki ...... .] .4,160 
- Kern und Splint, | _ - kafur . 2.2... 2:4. 3,831 

friſch - . 0,640 | 0,657 | - Slimmer .. . ..t 2,540 
- dv. Kerne.troden .| 0,625 | - Drybul......| 5,749 
- Kern u. Spiiht, tr. | 0,600 | - Schaum . . . . . | 3,090 
- Splint, tr. 0,440 | 0,570 | - Smaragd... 3,10 |: 3,278 

Kiefelerde. ...... 2,660 | - Bitriol . ,„ . 2,19 | 2,300 

Kiefelmangan . 3,50 | 3,600 | - phogphorf. . 3,60.| 3,800 

Kiefelfupferr .. . . . 2,100 | - Manganerz ... . . | 3,190 

Kiefelfchiefer (Horn: | - Blei: Bitriol.. ... 5,430 
fchiefer). . . 2,596 | 2,860 | Labrador . 2,714 | 2,751 

Kiefelfinter (Duarsfin- | . gambertsnufhol; . 0,600 
be) 22... 1,807 | 1,917 | afurftein 2,771| 2,945 

Kirſchbaumholz 0,715 | &ava..... 2,795 | 2,823 

Kirfhgummi.. . .. 1,482 | gazulith ... . 3,024 |.:3,039 

Kleefäure. ...... 1,507 Lebensbaumh. 1,220 | 1,327 

Klingftein Chormfchie, Reberfiß .......| 4,630 
fer) ..... 2,512 | 2,700 | £ehm, fetter, friſch. 1,664 

Surbeie ....... 3710| - - erhärtet....| 1,516 

Knochen (Dchfen:) .| 1,656 | - m.Strohvermifcht, 

Kobald, yegofien. . 7,811 zum Staden, frifh | 3,192 
geſtreckt ...... 9,1521 - - trocken 1,072 
- arfeniff....... 3,033 | Legit, ..: .. . 2,48 2,500 
- Glan... .... 6,290 Lerchenholz...... 0,622 

Kochſalz . . .. 2,17 | 2,300 | Lievrit ..... 3,990 

Kohle (Eichenhok) ... | 1,573 | Limoniendaum . ... | 0,708 
oralen ....... 2,690 | Lindenholz...... 0,604 


l 
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X Körper. 


Lorbeerbaum . 0,524 
Lydiſcher Stein (Pro: 
—* ſchwarz. Jo 
pis).... ..2,596 
Magneteiknfin 
Mahagoni . . 0,637 
Maladit..... 3,670 
Mandelbaumbol;. - . 
Mandelftein . 2,231 
Mangan ....... 


xy 
Orpborpbul ... 


— bayreuther 
- carrarifcher, weißer 
! 
- agyp. grüner . 
- vom Harz, blans 
fenburger ... . . 
- - elbingerobder . 
- italieniſch ſchwat⸗ 


weißer..... 
- d. Paris, weißer. 
- fchlefifcher Jaspis 
'- fchlefifcher, blauer 


Maftirb UM en 
Mafti 
Mauer mit Kalktmörtel 
v. rübersborf. Bruch; 
feinen, fr ... . 
- -toden .... 
"= - von magbebur: 


ger Santftein., | 


ih ..... 


- - troden ... 

- v. Ziegelſt. fr. J, 554 
= = troden 1,471 
Maulbeerbaum 0,626 
Meerfhaum . 0,336 


/ 


Meſotyp 


Tafel der ſpeziſiſchen Gewichte, 


Sp. Gw. 
0,822 


Körper. 


anelanie ſchw· Granit) 


Menakan....4,10 
Mennig...... 
Mergel, erbiger 1,606 
-- erhärteter . 2,300 
Meſſi —* .. 
Meteorflein . 
Mispelbaun . ons“ 
Molybdän . . 
-Glanz. ..... 
- Säure . . x... 


Monophan... .. . » . 
Müplenflin .. . » » | 


Natrium 2... ... 


| Natronhpdrat_. 


Natron, weinf.. 
Nephelin....... 
Nephrit...... 
Nickel, gegoſſen ... 
- geſtreckt...... 
- Antimonglanz. . 
Nußbaumholz, deutſch. 
franzoͤſ. FE 
» birgin. ſchwarzes. 
Obſidian (Glasachat) 


Ochſenhorn...... 


Olivenbaum ... 
Olivin (gruͤn. Schr) 


Dpal, ebler oricntal, Ä 
1,700 


- gemeiner . 2,015 
Dphit ..>. .. 
Opium........ 
Drangenbaumb. - 
Orthit...... 
Palladium, och. 


11,30 |. 


- gehämmert . 


Pappel Schwargpap- 
pel, ttoden . 01883 


. 7,50 


n 











atik feſter Koͤrp 
er. Ra . 
Körper. p V. $. 49. A 
Pappel, Weiß Körper. 
pappel 
"roh y Fre 529 | 0,810 Tawanise, a 
” nid...» 
Paradiesholz Ba nr ln. 11,290 
Pech, weißes... 117 Duittenbaum. » - - - 9,230 
— 1,28 on Realgar ig 91205 
ein... 230 eiöblei, beutfch  . „| 2, 
Perlen, orient. . . j * are - engl. . u tſch 2,460 
- gemeine . j 9, 84 | Xetinit . Er ! 
Beth a N Robium a Er 
eifenftrauchhol; . - ! obr, panifches. . . ’ 
Bhenaie | 1099 nee 0,400 
Pflaumenbaum —*X 0.79 Kothfein. ı 666 „12 
Pharmakolith en 2 6 „0 Rothtanne, Fichte fr. grace 
Phosphor. ...1,70 1770 - - troden. 0,360 354 
- Säure. .... g' Rubin / oriental. . ‚408 
ei] 3 
- Rupfen 2... almiat . .... 1,45 & 
Pifrosmih . 3,59 | 7122 Salpeter \ > .. 1,45 1,600 
Plan gehmoh, as - feuerbeftänbiger . j — 
- gehaͤ mmert . "ar 311 Sand, gemeiner, trock 1 45 
- geprägt . 213431. aus Baͤ ächen tod. 1,639 
- Draht... .. 19267 1 & mit Waffer gefättigt oe 
N eu... 22222] 18/601 | Sanbeipot, *| 1lose 
olyhalit andelholl weißes · 
Polymigmit . . 265 | = Dr Be 1,041 
Borpbyr - . . . 2,70 |. ee o...| 1,128 
Porzellan, Reifen 2 Sanbfein . . 1,933 0,809 
_ aim... . 2,075 | 2,386 | & magbeburger 1,971 2108 
hina ...... 733 Saphin orient. 4,29 pe 
- Berlin .. ; I 85 brafil. .. 4,830 
Sevres .; 333 Sapppirin nn 3,130 
Prafem, Prafer . . 318 Sardonir . 2,595 en 
Fa) (grüner Feid⸗ 80 —5 — trocken 353 
——MR aufjurit . \ 
Drobirflein . . 2,925 ar monienfan 3,343 
| 27415 | Schaumtalf 1,200 
Pyrodmalith ÿ ‚800 | Scheelit ....... 2,530 
Ba ee nis 2 
at, gemein. 2 486 ieferthon . 2,600 ‚672 
uedfilder .. . . 1 geſchuͤttelt 0,836 
.. | 13,597 | - geftampft . .. .. 0,932 
[|| 1,745 
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- Körper. 


Sanlierfparh en 
Schniergel 


a gem. ſchwar⸗ | 
2,92 


Edriftteliu⸗ 
Schwefel, Stang. 1,92 
- gebiegen. . . 2,07 
- kryſtalliſirt . . . . 


- Dlumen...... 
- Bid 2.220. . 
- Wismuth. . . - » 
Schwerfpath, gemein. 
4,342 
- Dichter u... 4,30 
- foferisr .. 4,4 
- förniger  ..... 
Schwimmſtein 0,405. 
Selen ...... . 
- Bi ....... 
GSerpentin » ... 2,43 
Silber, gegoffen . 
- gehämmert . 
- Glans. . "6, 9 
- Homer. . 
- zothgiltig . . 5,42 
x (hrwarzgiltig - 5,9 
- weißgiltig.. . . . 
Sforodit 2. ..n. 
Smaragd: . . 2,678 
Soladit ... . 2,87 
SHE... 22... 
Speefiein, gem. 2,614 
Speisfobalt . .. .. 
Spinell Rubinfparh) 


Spieeglas r hm 


Stahl, gefchlagen . 


- ungelchlagen . » . 
- fölnifher ..... 
- Feder ....... 
- von engl. Feilen . 
- Buß: 


vo. oe 


— 


- Steinfohlen . 


gebunden 


| Tantalerde 
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Körper. 
ein (weißer 
Schoͤrl 


—*8— ...7 u . 
Stehpalme .....» 
1,232 
Steinmart verhärtes 
Steinfalg. 
Stilbit . 

Stinfftein . .. , 2,699 
Storargummi ... 

Strahlfied : . . 4,69 


Strahifein (Strahl. 


(hörl) . 
Straß 
Stroh, ind. Scheunen, 


. 2,806 


- zufammengepreßt . 
Strontian . . . .3,4 
kohlenſ....... 
ſchwefelſ.. 
Strontium ... Be: 


Talf-(gem. Taitſt.) 2,7 
- fchiefer . . 2,768 


- erde ao eo 8 000.8 1 


- phoßphorf. .. . . 
Tannenharz 


Zantolit(v.Rimito) 7,6 
Tarusbaum, bolkänd. 


Teufelsdreck 
Therpentin 
Thomſonit 


s0o eo 0. —0 © 


Thon, gemeiner 1,80 


Thonerde, reine 


1,305 j 
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Körper. 
Thonfchiefer, Dach: 
ſchiefer . . . 2,67 
Thumerftein Apinit, 
:GSlasfchörl) . 3,250 
Spupasbaumpel ... 


Tin ........ 
- Eifen . 4,62 
-Dm..... .. 
Titanit . .... 3,49 
Sombaf ....,,. 


- fächfifch . 


. . 100.0. 


- braſil........ 
Traganth....... 
Zrapp . » 2,78 
Zripel . . 1,0 
Zriphan ....... 
Tropfftein . . 2,324 
Zurfis ..... 2,86 
Zungflin ....-.» 
Zurmalin (elgktrifcher 

Schörl) .. 3,054 
Ulme, vom "Stamme, 

troden ... 0,600 
Uranium . . . 6,440 
11) 21) 
- Glimme .. 3,12 


Veroneſererde Grun⸗ 
erde)..... 


Befubian (oul£anifcher ' 


Schoͤrl). 
Vitriol, Danziger . 

- englifcher 
- ſalz ........ 
Pagholebon ... 
Wachs, gelben. 
- weißes . 
Made... . 
PWalkererde ... . . 
Wallnußbaum .. . . 


alok, ....... 
Wallroßzahn ..... 


b 


j 


Oxyd 
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Körper. 


Waſſerglas 


Wawellit... 


Weidenholz.. 0'390 
MWeihrauh .. .»»- > 
Neinreben . » .. 
MWeinfäure ..... 
MWeinflin -... +.» 


MWeinfteinrahm ,. - - - 
Weinfteinfalg . - 
Meißdorn. . .- +. 
Weißtanne, Stamm, 
feifh .. . . 0,444 
- - trocken . 0,420 
Meneit ... 1. >- 
Wehrauh .. ++» » 
Wesichiefer . 2,609 
Wismuth, gegoffen - - 


o 0 0 © 
oo... 0 0 —. 


.0 
U ur vr vr vu 


Zeolith, ftrahligter 
| 2,035 


4 
Ziegel, gebrannt 1,410 
Zink, gegoflen . . » - 
- gehämmert . . - 


Zinn, engl., gegofl- - 


— — gehaͤmm. „|, 


ee», 0o 01 
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ti Börpemst: ie 

m Erz: RA 75 
ME ee 4350 
Om... .:. 0... »8,666 











Finnober,. — 
dirkon. —X — wi In Ben w 
Erde .. .. 







Orxyd KZinnſtein)!nñ— 6,900 4 Bıtiket, wei 1,606, 
Zinnober, praunroth . e Zurlit 3274 
nn B- ——— ann. RE 

an en 2 

. gtürristeitin. ‚1 Sp. On 
Metberfäure: . .:.....1:1,0150 — ..... 3 

Alkohol ... un + +1 0,7920 | Effig, defliflirter . 
Ambrageift . oe... BIO | -- vorher. 2... ... 
Ambraök ... . .:.r09780 1 - weißer .. . . .. 
Ametjenfäure . 1... 1.1,12168 | Effigdthir. » ... . . 
Ameifenf. Naphtha.. 0,9157 | Effigfäure, concentr. . 
Ammoniaf . . . . „| 0,8750 efgfänrehpbrat eo. 
Anisdl....... „1 0,9857 | Senchelöl . es 
apfeiwein. (Cyder) .:. | 1,0180 | Slußfäure- . . 

...... .4. 134570 Hanfſamenoͤl. 
Ar fmihitber ER 1096900 | Harn....... “ . 
Arfenitfäure, ftärkfte . | 2,5500 Dafelnußöl ones 
Baumoͤl, Dlisendl . . 0,9150 | Honig . „rn. 
Bier, braunes . ... .|.1,0340 | Hybriotnaphtha 1... 

- Wild -...... 1,0230 Syarishfäure, u... 
Dlaufäure ...... 0,7050 | Sfoppöl ....... 
Blutwafler.... 1,025 | 1,0310 | Kleefäure. ...... 
Brandwein, gemeiner | 0,8370 Rraufemängöl .... 

Brenz. figgeifi ...1 07864 | Kuhmilh. . ..... 
Boraxſaͤure. .. 1,77701 Lavendeloͤl ...... 
Bucheckernol une 0,9230 deind! PER ee 
Eajaputöl ...... 0,97801 Mandelöl -.... 
Calmusöl ..... .| 0,8990 Menfchenblut. . 
Cascarillenoͤl..... 0,9380 | Mohnöl ... - -. - 


Eitronenöl „.. 0,847 | 0,8517 I Mohnfaft, tuͤrk. .. 
Chlorſchw. im Min. . 1,7000 | Muskatnußoͤl. .... . 


- im Mar. ..... 1,6280 | Naphiha . Le 
Ehlorfidof ... . | 1,6530 | Neltenöl . ... ... . » 
Cyan, flüff. eo... 0,9000 Nußoͤl ebenen. 
Delphindl . 1 0,9178 1 Delfäure . .. . „ er:. 
Delphinfäure.. - ER 0,9410 | Dlivenöl . .... . wars 
Dilendl ....... 0,9940 | Petroleum . . 2... | 





Edl:..... 0,75 | 0,8400 I Sfeffermüngst . -. . 





108 Statik feſter Rorper. KapıV. S6. 49. C. 

















ABLE “ - Sfüffigkeiten.: " | Sp. Gw. 
Perdemild) : : 110350 | - Unterfchmff-opbrat. 1,3470 
Pomeranpenfgall. | 0,8880 Semaflr .....- 1,0286 
Rieinußöl ....... 0,9699 | - todtes ‚Dee. ...! 1,2122 
Kofendl 2 0... . + | 0,8320 Spieöglasdl . 2,4700 
Rosmarinöl . ... .... | 0,8886 I Spiföf - ..| 0,8770 
Ruͤboͤl (Rapsäl) . . . | 0,9493 Steinöl ........ 0,8780 
Sabebaumöl .. . - - 0,9860 | Terpentinöl. ... . - - 0,7920 
Galpeternaphtha - 0,8000 | Thran .......- 0,9270 
Salpeterfäure, gem. . 1,2720 | Wachholderöl .. . . | 0,9110 
‚- rauchende . . 1,5830 | Wafferftoffppperoxyd | 1,4520 


‚| 1,4510 | Wein, ‚rönl. . 0,9925 | 1,0020 


Salpeterige Säure. 
0,8740 | - fransöf.,. weißer . 1,0200 


Salzaͤther — 


Salzſaͤure .. 1, 194 - 1,2109 | - Bordeaur....» 1 0,9940 
Salvelöl ... 2... 0,8640 | - - Burgunder . . » » | 0,9920 
Saflafraeöl... .. ». 1,0940 | + Champagner. . . - 1.0,9620 
Schuafsmilh . 2,0410 | .- Eapmwein . . . . . |.1,0210 
Schlebenfaft - .....1 15150 1 :- Eanarin ..... 1,0330 
Schtwefeläther. v7 10 0,7580 | - Madeira. ... - - 1,0380 
Schivefelblaufäure - . | 3,0220 | - Malaga... .» 1,01% 
Ehmwefelfohlenfoff . | 1,2720 | - Pontak...... 0,9930 
Scwefelnaphthba . . | 0,7160 Dorkwein one 0,9970 
Schiwefelfäure . . - . 1.179546 ofayer. 2... 1,0540 
- gefhmolgen . . . . | 1,9700 | Weinfteinöl. .:. . . » | 1,5400 
- Rorbhäufer . 3,8960 | Ziegenmilch ..... 1,0340 
- Vitrioldl are. 1,8450 | Zimmetöl-...... . 1,0350 
C. Gafe und Dämpfe. \ 


(Das fpegififche Gewicht der stimosphärifcen Luft ift 1 geſetzt.) 
Namen der Bafe. Damen der Safe |Sy.Gmw. 










Atmosph. Luft - - - . 1:1,0000 | Salsfaureg ‚208 . 2847 
Saunerftoffgas . ... „| 1,1111 | Hydriodſ. Gag. 4,3750 
Stidgad -.. | 0,9722 | Koblenf. Gas . 1,5277 
zeaflerfiofigas . j 0,0694 Kohlenorydga®. . . |'0,9722 
Chlor. 2... ... 2,5000 } Delerzeugendeg. Bas. 0,9722 
Ehlororpbul . en 2,4444 | Kohlenwafferft. Gag . | 0,5555 
Chlororyd .. ... . . . | 4,1182 Beihmel Waſſerſtoff⸗ 

— Säure 347221 Gas ........ 1,1805 
Srisfoforpbul 1,5277 —* Waſſ. Gas | 0,9027 
Stikfkofforyd .. . . | 1,0416 | Phosph. Waſſ. Gas . | 0,9722 
Salperraf Has. 3,1764 Pooegen· Bas ....3,3894 
Ammoniakgas 0,59031 Eyan......... 1,8055 


ET Ei Be ei —â — üOD —— —5—— — 
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Namen der Safe. .Gw.| Namen der Gafe. 
Schwefelf. Gas ,.. Altoholdampf . : » . | 1,6133 
Stuff. Gas ..L... | 2,36 Schwefelätberdampf . | 2,5860 
Fluorborongas....2 Schwefelkohlenſtoffd. 2,6447 
Sluorfilicitumgag . . . Hydriodnaphthad. . . | 5,4749 
Arfenikwafferft. Sas Terpentinfpiritusb. . . | 5,0130 
— — —— 2,6380 ' 
ohlendampf.. » « „ » 0,4166 säther! r 
Schtwefelbampf ' + x —* 115 Scheren SIDE pe Maas 
Joddampf ...... Blaufäuredampf . . . ! 0,9476 
Waflerdampf. .. . . Eblorcyandampf . . . | 2,1530 
Duedfi überbampf 





In Bezug auf bie, letztere Tafel iſt noch zu bemerken, daß 
bei einer Temperatur "son 0° Reaum., und bei einem Barome: 
terſtand voir 0,76 Metre® ober 28.0149 (Bar.); das ſperiftſehe 
Gewicht der atmoßphäriien eu gegen das bes Waffert wenn 
letzteres = 1 geſetzt wird, SRER ER NE 

= 000128308, oder — —— 
iſt. 
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Die Statik; ei, K ine 2 
— x De . . . .. 
... Sata MIA URE nn ey oi 
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440 so ? 
de ‚Schstes. Kapitel. | 
rk p rs. ler, kr bh. . 0 er MER 


Gtapenhe: PER una fonßier —* Bersich« 

nungen. „Allgemeine Si 1 ber Summation dur Integration, 

in Beris Huf gegebene, begtenite Räume. Inhalts und Maf: 
fen» Bekimmungen durch Integration. - - + -- 
GT) 

Stehende Koordinaten⸗Syſteme. 


J. Wi gebrauchen in der Folge, ſo wie bisher immer, 
ein rechtwinkliches Koordinaten⸗Syſtem, deſſen drei Axen durch 
OX, OV, OZ bezeichnet werden, oder welches nur die beiden 
Aren OX und OY «hat, wenn alles in einer und berfelben Ebene 
liegt, die wir dann zur Aren: Ebene nehmen. 

II. Aber außer diefem Syſtem rvechtwinflicher Koordinaten 
werben wir auch noch ein Polar: Koordinaten : Syfiem anmen- 
den, welches mit erfterem jedesmal auf folgende Art zufam- 
menbängen fol. Wir denfen ung nämlich in OX einen Punft 
O!, der den Abfciffien:Wertb e haben mag, legen durch O— 
und durch den beliebigen Punkt m im Raume, ber bie Brei 
Koordinaten-Werthe x, y und z hat, den Radius: Vektor moSr, 
toelcher mit OX den Winfel mOX=p maht, und bezeichnen 
den Winfel, welchen die Ebene mO’X mit ber Ebene XOY bil: 
bet, durch 9 (fo daß sind mit z zugleich pofitiv oder negativ 
wird). Wir drücken ꝙ und 9 nie in Graben, fondern im Bo- 


3 
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genstängen:Maaf aus für den Radius 1, umb fo hat 
san bie drei :Bolar- Koordinaten r, p, 9 für denſelben Punkt 
m im Raunie. Beide Gaktungen von Koordinaten hängen (wenn 
fie einem und demfelben Punkt m im Raume angehören) durch 
folgende Gleichungen mit einanber:sufaumen, nämlich 

1) x-—e=rec09, 2) y= rsing:cosd 

und 3) 2 = T-sing-sind. 
Um mittelſt Diefer Polar: Koordinaten im Raume jeden: Punte 
m im Raume zu erreichen, muß man dem 0 alle möglichen 
Werthe von O bis Zn, dem 9 dagegen bloß alle möglichen 
Werte von O bis. geben, Übrigens auch r allemal pofl itiv 
nehmen. 

„DI Hat man pr jedoch bloß mit Punkten m gu thun, bie 
alle in einer und derfelben Ebene legen, fo bat: man 2 nicht . 
und ‚8 nicht, ſondern bloß 

- DJx—e = rTecosp und 2) y= rein p. 
Abe um nun alle Punfte m in der Ebene zu erreichen, muß 
man dem p nicht bloß ale Werthe von O bis m, fondern alle 
Werthe von O bis 2rr geben, und r twieber jedesmal pofitiv 
nehmen. | ' \ 


$. 51. 


‚Was nennen wir Normal: Figuren? 


gur den folgenden Vortrag iſt es bequem, den Begriff der 
Normal-Figur feſt zu halten. Wir verſtehen aber darunter 
diejenigen Flächen: oder Koͤrper⸗Raͤume, welche die in (I. II. III.) 
näher bezeichneten Grenzen haben. 

I. Ebene Normal:Figuren. 

a) Gebrauchen mir nämlich rechtwinfliche Koordinäten, fo 
feßen wir bei einer ebenen Normal-Zigur (in deren Ebene wir 
Die Axen OX und OY legen) voraus, daß fie in der Richtung 
der mit OY parallelen Hrdinaten durch zwei Kurven (oder Ges 
rade) begrenzt fey, beren Drdinaten wir immer durch y’ und 
y’! bezeichnen, welche im Allgemeinen: Sunftionen von x, aber 
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auch nach x konſtant feyn können”). Ferner ſetzen wir voraus, 
daß biefelbe ebene Flächen: Figur noch durch zwei Gerade, auf 
OX ſenkrechte Linien begrenzt werde, welche durch bie Abſciſſen⸗ 
Werthe x! und x!! gegeben find. Zuletzt ſetzen wir immer x 
und für ein und daſſelbe x auch jedesmal noch yJ voraus, 

Man betrachte z. B. (Fig. 15.), wo ECDFE. auch ECABE, ECGBE, 
ſelbſt BADFB und BHDFB, folche einfach begrenite ebene Figuren find, 
wie mir fie bier eins für allemal vorausfegen. In ECDFE ift für OP=x, 
PN=y', PN =y,0OA=xr,0B=z”. — In ECABE dagegen 
iſt 0, y’,=PN. — In ECGBE if y’,=PN, y’= 0, x’ = OB, 
dagegen x = — 0G. In BADFB if y’=0, y,=—PN’, x’ = OA 
und «”= OB. — Sn BHDFB endlich if y“=0, y„=—PN‘, != ‘OB, 
x’=0OB. — 

Die Sigur ECGHDFE dagegen ift keine ebene Normal⸗Figur, läßt 
fih aber durch die HK (fenfrecht auf 0%) in die beiden Normal⸗Figuren 
KGHK. unb KHDFEK zerlegen. 

b) Gebraucht man aber bei Betrachtung. einer ebenen Fi⸗ 
gur das Polar Koordinaten: Syſtem r und p, fo nennen wir 
fie nur dann Normal: Figur, wenn fie folgende Grenzen bat: 
Erſtens zwei beliebige gerade oder krumme Linien, welche durch 
Gleichungen zwifchen r! und g und zwiſchen x! und ꝙ gegeben 
find, fo daß r! und r' Funktionen von ꝙ (auch wohl von ꝙ 
unabhängig) werden **). ALS fernere Grenzen unferer Normal: 
Slächen:Zigur fegen wir dann noch zwei Durch O! gehende, mit: 
telft ber-Fonftanten Werthe p! und ga! von p gegebene, Gerade 
voraus, twährenb mir wieder p!>g! und für ein und daffelbe 
p auch allemal r!>r! voraugfeßen. 

in 


*) Iſt y’ oder y“ nach x Eonflant, fo iſt die entfprechende Grenslinie 
eine mit OX parallele Gerade. Iſt aber z. B. y”=0, fo fällt diefe Grenz⸗ 
Linie mit OX felber zuſammen, d. h. OX if eb die eine Grenze. Und 
iſt z. B. y=ar+b, fo if diefe Grenzlinie eine Gerade, die nicht mit 
OX parallel läuft. — In allen andern Zällen find diefe Grenz⸗Linien bes 
liebige krumme Linien, und recht häufig aud) die beiden Zweige einer und 
derfelben krummen Linie. 

) Iſt z. B. rkonſtant, fo if diefe Grenzs Linie eine Kreis sTinie, 
welche O’ zum Mittel⸗Punkt hat. Sf r’== 0, fo fällt diefe zweite Grenz⸗ 
Linie mit dem Punkte O’ zuſammen, und hört ganz auf zu ſeyn. 
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In der. (Big. 15.) iſt 8. CLC/L/ ein Flächen⸗Stück, welches bie 
hier voransgefegten Grenzen hat, two, während. MO’X=p. ift, 0NM=r,, 
oM=r,, und wo LOX = 9 und COX = 9 ifl. 

Desgleihen find aber auch GO’L und LO’S einfach begrenjte Fla⸗ 
chen⸗Figuren, wie wir ſie hier vorausſetzen. Bei 60 fr=0,1r’=0M, 
LOX = go und 9‘ =», unter n wie hier immer den Halbkreis für den 
Radius 1, ”alfe die. Zahl 3,14159- ++ verfianden. — Bei LOS dagegen iſt 
=0 und = =.LO’X, 

- Hat man eine ganz gefchloffene Figur, wie }. 8. die Ellipſe (Fig. 16.), 
fo nimmt man die Gleichung der Ellipſe zwifchen rund o, und. findet 
dataus die Grenie r⸗ —* während die andere Grenie r/ „= 0 iſt. Hernach 
nimmt man p' = 0 und 9" == 2x, und fo zeigt ah dieſe ganze geſchloſ⸗ 
ſene Figur als eine ſolche, welche die hier vorauegeſetzten Grenien hat, alſo 
Normal⸗Figur genannt wird *). 


u. Gekruͤmmte Normal: Flaͤchen— Figuren. 
| a) Iſt die zu betrachtende Flächen» Figur Feine ebene, fon: 


- dern eine gefrümmte, deren Fläche durch irgend eine Gleichung 


zwiſchen den rechtwinklichen Koordinaten: Werthen x, y,.z gege⸗ 
ben iſt, ſo wird ſie fuͤr den Fall, daß rechtwinkliche Koordina⸗ 
ten⸗ Werthe gebraucht werden, nur dann Normal-⸗Figur genannt, 
wenn fie durch zwei ganz beliebige (ebene ober doppelt gefrümmte) 
Linien begrenzt iſt, welche, auf die Ebene XOV projijʒirt, zwei 
ſolche Kurven. (oder Gerade). geben, wie wir fie in dl. a.) durch 
die Ordinaten y! und y vorgeftellt ung dachten **). Außer 
bem fegen wir voraus, daß dieſelbe Flaͤchen⸗Figur hoch durch 





*) Gebraucht man bei derfelben Ellipſe rechtminkliche Koordinaten, 
ſo hat man eine Gleichung zwiſchen x und 9 für ‘die Ellipfe, welche zu jes 
dem x zwei Werthe von y liefert. ° Den’größern davon fett man dann 
ſtatt y”, den Fleinern fiatt y/s und um die Grenz⸗Werthe x/ und x” zu 
erhalten, zieht man zwei auf OX fenfrechte Tangenten AB und, CD an 
Die Ellipfey und nimmt «= —0OA- und x’ =0C. — Eine ſolche ger 
ſchloſſene ebene Flächen Figur, welche hurch eine einzige krumme Linie be⸗ 
grenzt wird, hat alſo auch die Grenzen, wie wir ſie bei rechtwinklichen Koor⸗ 
dinaten vorausſetzen; ſolche wird daher jedesmal Normal ⸗Figur genannt. 

**) Die Gleichungen zwiſchen x und y’, eben fo zwiſchen x und y“, 
welche dieſe Drdinaten y’ und y’ als Funktionen von x (voder ala kon⸗ 
ſtante Werthe) geben, Sind zu gleicher Zeit die Gleichungen zweier Cylin⸗ 
DersZlächen oder Ebenen, welche auf XOY ſentrecht ſtehen und die kruume 
Flächen⸗Figur in ihren gedachten beiden Grenz⸗Linien fchneiden. 


II. [8] 


] 
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zwei Ebenen begrenzt wird, welche auf OX fenfrecht fiehen, und 
durch die Abfciffen-Werthe x! und x!! gegeben find. — Mit an⸗ 
dern Worten, wir fegen die Grenzen der frummen Normal⸗-Flaͤ⸗ 
ı hen-Zigur fo voraus, daß wenn man fje auf. die Ebene XOY 
projiciet, ihre Projektion eine ebene Figur mit ſolchen Grenzen 
bilde, wie wir ſie in (I. a.)-bei dem Gebrauche rechtwinklicher 
Koordinaten, ebene Normal» Figur genannt haben. 

.b) Gebrauchen wir aber ‚bei einer nicht ebenen Flächen 
Figur die Polar KRogrdinaten (waͤhrend bie Erumme' Fläche ſel⸗ 
ber durch: re Gleichung zwiſchen ben Polar⸗Koordinaten 6, ꝙ 
und r gegeben ſeyn mag), fo ſetzen wir, wenn ſie Normal⸗Fi⸗ 
gur genannt wird, voraus, daß ſie einerſeils durch zwei allge⸗ 
meine Kegel⸗Flaͤchen *) ausgeſchnitten ſey, deren Spitzen in O! 
liegen und’ deren Seiten mit O/X bezüglich die als Funktionen 
bon 0, oder konſtant, gedachten Winfel 9 und gli bilden, daß 
aber andererſeits durch OX noch zwei Ebenen gelegt ſeyen, 
welche mit XOV die, konſtant gedachten Winkel 0! und 0 Bil 
den, ſo daß bie Durchſchnitte dieſer Ebenen mit der krummen 
Flaͤche, die Flaͤchen⸗Figur voͤllig begrenzen. Dabei denken wir 
uns immer HU 0 aber keines von beiden größer als 2n; 
eben fo für jeden Werth von’ 6, u var , aber feines von 
beiden größer ald m... 


EB, fo hat ſich die eine Begel-Stäce auf die Are 0X 
zurückgezogen, und if ald Grenze verfhwunden. Die andere durch ge⸗ 
gebene Kegel» Släche begrenit dank das Flächens Stück allein. IE aber zu 
gleicher. Zeit, = n, fo fällt diefe Kegel⸗Fläche mit der rückwärts ges 
dachten Verlängerung von OX zuſammen, und verſchwindet ebenfalls als 
Grenze. Die gegebene krumme Fläche muß ſich dann auf, beiden Seiten 
von O4, bis OX und bis auf deren rückwärts gedachte Verlängerung bers 
unter. wölben, wenn unter dieſen Vorausfegungen cine völlig, beſtimmte 
Slächen-Figur doch noch mäglich werden fol. — Eben fo kann O ſeyn; 
dann wird die krumme Flächen⸗ Figur van ber ‚Ebene XOY ſelbſt begrenit. 


9: Eine aubemeine PR nteb neeuige gläde genannt, welche 

eine unendliche Gerade befchreibt, die beſtaͤndig ‘m "einem und demfelben 

Punfte O’. Heibt, dabei aber ſich gang beliebig bewegt. Eine folche allge 

** —— sche Der M einem beſondaten Sale auch in eine 
ne über. 


— — — nn 
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AR dann 6” = m, fo begrentt biefelbe Ebene ZOY in ihrer ruckwürts von 
OY gedachten Verlängerung das Flächen-Stück abermalg, und .es wölbt 
ſich dann das Flächen⸗Stück auf beiden Seiten von OX bis aüf xov 
herab. — Wird aber, während 6" = 0 if, 8" = In gefeht, jo geht die 
Wölbung der gegebenen Flächen Zigur rings um OX herum, in ber Durch 
ihre Gleichung ‚gegebenen Forms und das Flachenſtück iſt aus, noch van den 
beiden durch 9’ und 9 gegebenen Legel⸗Flächen begrenzt. Und iR zugleich 
0, 9" = a geſetzt, fo hat man eine e ganie, ‚ringe herum, sefchtsfient 
krumme Zherade im Auge 
| IE Normal⸗ Rötper. nz 

a) Gebraucht man bei einem voͤllig begteinen Körper recht⸗ 
winkliche Koordftäten, ſo nennen wir ihn Normal⸗ Roͤrper, wenn 
er erſtlich zwei gekruͤmmte oder ebene Grenss Flächen hat, ivelche 
alle, durch den Kötper parallel mit ©OZ laufenden Beraden -56 
grenzen, und welche an jeber bürch x und y gegebenen Stelle 
‚die Drdinaten z’ und zU haben, fo daß 2 und z’- im Allgemei⸗ 
nen Funktionen von’x unb'y ſeyn werden/ aber auch: nur einen 
dieſer Veraͤnderlichen enthalten, auch; nach x und nach: y fons 
ſtant ſeyn können *). Ferner‘ feßen wir voraus, "daB in bemſeß 
ben Körper alle durch ihn mit OY parallel gehenden Graben, 
durch zwei Cylinder⸗Flaͤchen oder Ebenen begrenst werdeii; welche 
fenkrecht auf XOY fiehen, und biefe Ebene XOY in zweien Li⸗ 
nien fchneiben, dern mit OY: parallele Orbdinaten y! und y“ 
Sunftionen von x ober konſtant find, wie in U. u) ).Zuletzt 





*) Enthält z. B. =’ bloß x allein, ſo iſt bie durch 2° vorgefiellte Fläche 
eine EplindersBläche, ‚beren Geiten mit OX parqllel laufen. — Enthält 
z’ bloß y allein, ſo ſtellt 2’ eine Cylinder⸗Fläche vor, deren Seiten mit 
0X parallel laufen. — Iſt 2 nach x und nad) y konſtant, ſo Bet“ ef eihe 
ebene Fläche vor, welche mit XOY parallel Läufe. — nud if U, fo 
it die Ebene XOY felbft die durch =’ vorgeftellte Grenz Zläche. — Auch 
können z’ und 2” bie beiden Werthe von 3 aus einer Gleichung zwiſchen 
x, y und 3 ſeyn, welche eine krumme Flache vorſtellt, Diesen den mit 0% 
parallelen Geraden“ in: gmeien ‚Punkten getroffen wird Er 

*) Iſt 3. B. y’ Fonflant, fo if diefe’ Gtenſe eine mit ber Eh 
XOD parallele Ebene. — Iſt y/=0,"fo ift XOZ ſelbſt diefe .eine Grenze. 
— Iſt yiueax-rb, fo: iſt dieſe Grente ebenfalls eim uß XOT fenkrechte 
Ebene, weiche aber mit der Ebene 04 ehem Wirt: bitdet/ deſen "tab 
gonometriſche Tangente. == a iſt. nꝛon 

Wolbt ſich die Gren⸗Flache im er. bis auf. KOV: —— 


"[s*] 
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fetzen wir voraus, daß der Koͤrper noch durch zwei auf OX 
ſenkrechte Ebenen begrenzt werde, welche durch bie Koordinaten⸗ 
Werthe x’ und. x. gegeben find, wodurch ber Normal⸗Koͤrper 
dann. vdilig begrenzt it *). Dabei bdenfen wir ung immer 
st > x1; für din und daffelbe' x auch y!>y'; endlich für bie 
ſelben Werthe von x und y auch 22. 

B) Gebraucht man dagegen bei einem begrenzten Körper Die 
Polar: Koordinaten, fo fegen wir allemal, wenn wir ihn Nor⸗ 
mal: Körper, nennen, als Grenzen voraus: Exfteng zwei be 
liebige krumme Flaͤchen, welche durch Gleichungen zwiſchen 6, 
op und ri,-fo wie gwifchen 0, ꝙ und r! gegeben find, und von 
denen die eine fich auch auf ben. bloßen Punkt O! zuruͤckziehen 
kann; dann noch dieſelben beiden. durch. p! und ꝙ gegebenen 
Kegel⸗Flaͤchen, und auch biefelben. beiden Durch 0! und OU ge 
gchenen Ebenen, welche wir in (II. b.) vorausgefegt haben. 
Nach. im Uebrigen gelten dann ‚bier alle Bemerkungen, welche 
bereitä in (II. b.) und in den dazu gehörigen Noten gemacht 
worden: find, nur daß wir hier immer den vollen Körper, bort 
abet. nur "feine Dberfläche im Auge haben. 

Ve ee . 8. 52. 

Bon. der nah dem verfäichenen Roordineten-Enfem verfhiedbenen Zer- 
theilung der Linien, Slägen und Körper in unendlich-kleine Ele- 
mentqhen. 

i. oje (gerade, einfach ‚oder boppelt gefrämmte) Linie bes 
zeichnen wir ihrer Länge nad), von einem beliebigen ober be; 
ftimmten Anfangs-Punfte an gerechnet, bis gu einem unbeftimm« 





Hann der Werth von y aus 27 = 0 werden, well 0’ = 0 die Durch⸗ 
ſchnitts⸗ Linie der krummen Fläche 2’ = ı”,, wit der Ebene. XOY vors 
fiellt. — Ge,e8 Fönnen y/ und y” die beiden Werthe von y aus =’ = 0 
werben. - nn 

: *%) Diele Brengr Ebenen Finnen bloße Tangentiol- Ebenen werden, 
oder. doch mit dem Körper felbi bloß eine Linie oder bloß einen Punkt ges 
mein haben, wenn feine übrigen Grenien in dieſer Linie oder in biefem 
Hunfte zuſammenlaufen 
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ten Punkte hin, durch s, fo baß s eine Funktien won:x:.(von 


9, oder von I) iſt (je nachdem wir mit rechtwinklichen oder 
mit Polar: Koordinaten; in der Ebene ober im Raums, rechnen). 
Indem wir nun x um dx (oder ꝙ um dp, ober @ um d60) 
wachſen laffen, und dx(dp, dd). unendlich⸗klein benfen, wächft s 
um ds, und in alle diefe. unendlich» Fleinen ds, welche. zu dem, 
um dx unterfchiedenen Werthen von x gehören, denfen. wir ung 
nun bier irgend einen beftimmten. ‚Bogen biefer. Kurve zertheilt. | 
a) Iſt nun die Kurve einfach gekrümmt, und fi nd OX. und 
" OX in derfelben Ebene genommen, fo bat man. ‚allemal nach 
(I Th. Geom. $. 6.) 
ds = dx V/1+dy?, ddr d= dg-Vir rn 24, 


wo y eine Funktion von x, oder r eine Funktion ven 9 iſt, in 
fo ferne die Kurve felbft durch eine Gleichung zwiſchen y und 
x, oder durch eine Gleichung zwifchen r und gegeben iſt. 
bb) Sf aber die Kurse doppelt gekruͤmmt (oder auch eins 
fach gekrümmt; ja felbft eine Gerade, aber durch zwei-Gleihuns 
gen zwifchen Koordinaten» XWerthen im Raume gegeben), fo 71 
allemal nach (I. Th. Geom. $: 16.) 
ds = dx-VI4Oy 37°, 

oder ds = d6- Vr «sin pH Op Hör, ”, | 
wo y und z Sunftionen von x, oder r und ꝙ Funktionen bon 
0 find, und zwar Diejenigen. Sunftionen, welche aus. den beiden 
Gleichungen der Kurve fich ergeben, 

II. Jede ebene Normal: Slächen: Figur, wenn ſe die bei 
rechtwinklichen Koordinaten vorausgeſetzten Grenzen hat, denken 
wir ung durch unzaͤhlich viele mit OY parallele und um dx 


* 


*) Man betrachtet ds als die Diagonale eines rechtwinklichen Paral⸗ 
lelepipedums, deſſen drei Kanten bezüglich r-sing-do, dp und dr find, 
während dy = dp..da und dr = äry.da ifi, weil dasmal r und p al 
Zunttionen von 8 gegeben find. — Diefe Anficht rechtfertigt fich daburch, 
daß man bei der Airengern Rechnung, wenn man zulegt nach ($. 20. Anal. 
Th. L) die Unendlich⸗ Kleinen der höheren Ordnung wegläßt, genau. daſ⸗ 
felbe befommit, 


t 





118 . Statik feſter Korper. Kap. VI. 5.52.11. 


von ‚einander entfernte gerabe Linien in lauter Streifen, dieſe 
Streifen: uber.soleber durch Linien, welche. mit OX parallel laus 
fen und um das unendlich »Eleine dy von ‚einander. abfiehen, in 

lauter Rechteckchen zerlegt, deren Inhalt . 

1) dx· dy 
ein unendlich⸗ ‚Kleines der zweiten Ordnung iſt ). Dabei find x 
und y Koordinaten: Werthe einer beliebigen Stele (im Innern 
ober an den Grenzen)’ der Stächen« Sigur, alfo beide don einan: 
der ganz unabhängig. | 

Gebraucht man aber die Polar» Koordinaten r und p, und 
feßt man voraug, daß die Figur auch die Grenzen habe, welche 
wir. für Normals Figuren bei dem Gebrauche der Polar» Koor: 
binaten nach) ($. 51. I. b.) immer vorausſetzen, fo zertheilt man 
die Sigur durch unendlich viele, von O! auslaufende, im Wins 
fel um dp von einander abfiehende Gerade in lauter. Streifen, 
welche von O! an immer breiter werben, je weiter fie fortlau⸗ 
fen, in’ ber Entfernung r (von O!) die Breite r-dp (im Bogen) 
haben, daher immer doch ‚unendlich Elein in der Breite bleiben. 
Ale diefe Streifen zertheilt man dann wieder durch Kreis: 

Einien, welche ihre Mittel- Punkte alle in O! haben, und deren 
Radien immerfort um dr von einander verfchieben find, in vier⸗ 
feitige Elementchen, die als Nechtecke oder als Differenzen zweier 
Kreis: Gefturen berechnet, fobald man die Iinenblich» Kleinen hoͤ⸗ 
beree Ordnung dem ($. 20. Analyf. Th. I.) zu Solge weglaͤßt, 
immer denfelben Flaͤchen⸗Inhalt, namlich 

2) “ drxr-dp oder r-dr-dp 


*) An ben Erummlinigen Grenzen bilden fich natürlich folde Ele 
mentchen, welche nur Theile biefer Rechteckchen dx-dy, alfo noch Eleiner 
als fie find. 

‘Auch bei den folgenden Zertheilungen bleiben an den krummen Gren⸗ 
zen hüuſig Theilchen übrig, welche gleichſam nicht mehr vollſtändige Ele⸗ 
mentchen find, weil die krumm laufende Grenze haufig Ecken abſchneidet, 
weiche sur Vollſtändigkeit des Elementes gehören. — indem wir hier eins 
für allemal bierauf aufmerkfam machen, werben wir es bei den einzelnen 
Zertheilungen ſelbſt nicht mehr thun. 


| 


» 
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haben, alſo immer unendlich⸗klein von der zweiten Ordnung find; 
obgleich dieſer Inhalt, wie man ſieht, immer größer wird, je 
größer x ift, d. h. je weiter das: Elementchen von -O' abliegt. 
Dabei find ꝙ und. r. die Koorbinaten: Werthe einer beliebigen 
Stelle (im Innern ober an ben Grenzen) der Flächen: Kigur, 
und beide find von einander gang unabhängig. .. ı  .. 

IL. Jede gekruͤmmte Normal: Flächen: Figur, wenn auf fie 
rechtwinkliche Koordinaten angewandt werden, unb wenn fie alfo 
auch die dabei vorausgefetzten Srengen ($. 51. I. a.) hat, zer⸗ 
legen wir immer durch Ebenen, welche bezüglich mit YOZ oder 
mit XOZ parallel laufen, und dabei bezüglich um dx oder um 
dy von einander abftehen, in. lauter vierfeitige Elementchen, de: 
ven Projektion. auf XON die Rechteckchen dx-dy find, deren 
Inhalt felbft alfo nach (I. Th. Geom. $. 15.) 

1) 2. = Nr dzxdecdy 2 
ift, wo z eine durch die Gleichung der krummen Släche gege⸗ 
bene Zunftion von x und y ift, fo daß der Anhalt diefer Ele 
menschen, nach ihren verfchiebenen durch x und Y- beftimmten 
Lagen, felber verfchieden iſt. 

AR aber die krumme Normal: ‚Stächen «Figur auf bie Polar⸗ 
Koordinaten r, ꝙ, 0 bezogen, und hat fie alfo die dann voraus: 
gefegten Grenzen ($. 51. I. b.), :fo zerlegt man’ fie in andere 
Elementchen: Man legt ämlich zuerft durch OX lauter Ebe⸗ 
nen, welche im Mintel um d@ von einander abliegen; dann 
aber durch O! lauter normale *) Kegel» Flächen, dadurch daß 
man den Winkel ꝙ, welchen die Seite einer folchen Kegel-Fläche 
mit OX macht, immer fort um do machfen läßt. — Dadurch 
zerlegt fich Die gegebene Flächen: Figur wiederum in lauter vier, 
feitige Elementchen, deren Inhalt aber 

2) = 1 VRsing? + Br sing? -F Br ixdp-dd **) 


*) D. h. folche Kegel» Flächen, deren Durchſchnite mit, auf O/X 
ſenkrechten einen, Kreife werden. | 

*) Um den Inhalt biefes. Elementchens zu finden, muß man folches 
auf die mit r befchriebene Kugel⸗Fläche projieiren. Diefe Projektion kann 
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if, wo r bie durch die Gleichung der Irummen Släche gegebene 
Funftion von g und 9 ift, fo daß bau Elementchen ſelbſt, nach 
den verfchiebenen Werthen von p und 9, alfo nad) feiner ver: 
fhiedenen Sage, auch der Größe nach verfchleden ift, aber im⸗ 
mer unendlich⸗klein von ber zweiten Orbnung bleibt. 

IV. Sft endlich ein Körper gegeben; gebraucht man dabei 
rechtwinfliche Koordinaten, und ift der Körper für folche ein 
NormalsKörper, d. h. hat er bie dann ($. 51. III. a.) voraus; 
geſetzten Grenzen, fo gertheilt man ihn durch Ebenen; welche 
besüglich mit XOZ, XOZ und XOY parallel laufen und dabei 
begzuͤglich um dx, dy und dz von einander entfernt find, zuerſt 
in Scheiben von ber Dicke dx, welche ſenkrecht auf OX ſtehen, 
dann jede Echeibe in prigmatifche Körperchen, welche ſenkrecht 
auf XOY fichen und die Breite dy (außer der Dicke dx) Haben, 
endlich jedes dieſer letztern Körperchen in lauter rechtwinkliche 
Parallelepipeda, deren inhalt 

1) == dx-dy-dz - 
ift, wo x, y, 2 beliebige, von einander ganz unabhängige Koor⸗ 
BinatensWerthe einer beliebigen Stelle (im Innern oder an ben 
Grenzen des Körpers) vorftellen. Diefer Inhalt ift alſo unend⸗ 
lichsElein von der dritten Ordnung. 

Gebraucht man aber die Polar» Koordinaten r, p unb 6, 
und ift der Körper für fie cin Normal:Körper, d. h. bat er 


man als ein Rechteck anfehen, deffen eine Kante r-chp, deffen andere Kante 
aber r-sin p-do, deſſen Inhalt alfo = r*.sing-dp.da ifl. Sucht men nun 
noch den Winkel, welchen das oben gedachte Elementchen mit diefer Pro⸗ 


jeftion macht, fo findet fich fein Kofinus (durch die entfprechende geomes 
trifche Betrachtung) 


— Tesin ꝙ 


Vrꝰ. ain pHIrg — drg 


und da die Projektion rꝰ·zin ꝙ dꝙy ·do durch dieſen Koſinus dividirt, allemal 
das Elementchen ſelbſt giebt, nach (I. Th. Geom. $. 2. III.), fo finder ſich 
folches wie oben in (2.). 

‚Strengere Rechnungen geben, da man nach ($. 20. Analyf. TH. L) 
bie Ynendlich» Kleinen der höheren Drbuungen nicht rechnen darf, genau 
daffelbe Refultat. 
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bie für dieſen Fall ($. 51. III. b.) vorausgeſetzten Grenzen, fo 
gerlegt man ihn in andere Elementchen. Dean legt nämlich zuerſt 
die Ebenen und die Kegel-Zlächen, wie in (IL); dadurch wird 
der Körper in lauter vierfeitige abgefürgte oder volle pyramiden- 
förmige Stückchen zerlegt. Dann aber denft man fi) von O! 
aus als Mittel::Punft lauter Kugel⸗Flaͤchen befchrieben mit Halb» 
meſſern, welche von der einen Grenze r! big zur andern Grenze 
rl beftändig um dr wachſen. Diefe Kugel: Slächen zertheilen 
die letztern Körperchen in lauter parallelepipebalifc) ausſehende 
Stuͤcken, deren drei Kanten (gleihfam) r-dp, r-sing-dO und 
dr find. Berechnet man biefe Körperchen als rechtwinkliche Pa: 
rallelepipeda, ober als Differenzen zweier vierfantigen Kugel: 
Ausfchnitte, fo erhält man allemal, fobald im Iegtern Falle bie 
Unendlich Kleinen der höhern Ordnung (dem $. 20. Analyf. dee 
1. Th. gemäß) tweggelaffen werden, den inhalt diefer Elementchen 

2) = r’.sin p-dr-dy-dO, | 
wo 0, 9, r von einander ganz unabhängige Koordinaten: Werthe 
einer beliebigen Stelle (im Innern ober an den Grenzen) bed 
Körpers vorftellen, fo daß dieſe Elementchen, je nach ihrer ver: 
fhiedenen Lage im Körper von verfchiedener Größe, dagegen ims 
mer Unendlich Kleine der dritten Orbuung find. 


$. 58. 
Bon der Summation dur Integration, in Bezug auf geometriſche 
Figuren. 
J Hat man eine einfach oder doppelt gekruͤmmte Linie nach 
($. 52.1.) in die Elemente ds zerlegt; und wird dann verlangt, 
man foll jebes dieſer (in der Regel einander nicht gleichen, fons 
‘dern nad) deren verfchiebener Lage auch verfchiebenen, aber ims 
mer unenblich=fleinen) Elementchen ds mit einer Sunftion F 
feiner Lage, alfo mit einer Funktion von x, oder von @, ober 
von 9, multiplisiven, alle diefe unendlich vielen Probufte aber 
adbiren, — fo findet man die Summe aller diefer Produkte nach 
($. 35. Analyf. Th. 1.) 
a) in der ebenen Kurve nach ($. 52. I. a.) 
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wo im erfiern integral F als eine Funktion von x, im andern 
dagegen F ald eine Zunftion von 9 hergeftelle feyn muß. 

b) In der doppelt gefrümmten Kurve dagegen findet ſich 
biefelbe Summe der Produkte, aus demfelben Grunde und aus 
($. 52. 1. b.) | 

= JS. age F-Vi-FOy + 82.'xds, . 
auch = M F.r· Vrꝰ. in ——— 

I. Hat man eine ebene Normal⸗Figur nach ($. 52. II. 1.) 
in ihre Elementchen dx-dy zerlegt; und wird dann verlangt, 
daß man jedes derfelben 'mit einer Funktion feiner Stelle, alfo 
mit einer Sunftion F von x und y multiplisiren, zuletzt aber 
alle diefe unendlich mal’ unendlich vielen Produftchen addiren 
fol, — fo giebt das Integral 


{ 
1) S, E. dx) dy, oder dx:/, F.dy 


die Summe dieſer Produkte fuͤr alle die Elementchen, welche den 
zu demſelben x gehörigen, auf OX ſenkrechten unendlich ſchma⸗ 
Ien Streifen bilden, der swifchen ben burch y! und y“ gegebenen 
Grenz Linien der gegebenen ebenen Figur Fiegt. — Nimmt man 
nun hiervon noch einmal dag integral nach x, fo erhält man 


2) Ser —— 3. — 
und dieſes doppelte Integral drückt nun nach demſelben ($. 35. 
Analyſ. Th. I.) wiederum die Summe aller ber vorgebachten 
Produktchen aus, für alle Elemente, welche in allen ben Strei⸗ 
fen liegen, bie zwiſchen den zu x! und x’! gehörigen, auf OX 
fenfrechten Grenz: Linien zu finden find. 
. Diefer Ausdruck (2.) ift alfo der verlangte, wenn nur Die 
gegebene Slächen-Figur bie vorausgeſetzten Grenzen wirklich bat. 
IN. Hat man aber eine ebene Normal:Figur nach ($. 52. 
1. 2.) in ihre PolarsElementchen. r-dr-dp zerlegt, und wird 
nun verlangt, daß man jedes derfelben mit einer Funktion ſei⸗ 
ner Stelle, alfo mit einer Funktion F von r und ꝙ multiplisis 





N 
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ven, zuletzt aber alle dieſe unenblich mal unendlich vlelen Pro⸗ 
duktchen adbdiren fol, — fo ‚giebt nach ¶IJ. u 9.86. Analyf.) 
das integral . | 

D S... u. Frrdp)- .dr, oder dp Fer-dr 
die Summe aller derjenigen dieſer Produfte, deren Elementchen 
ztifchen den durch ꝙ und dꝙ9 gegebenen, von O! auslau: 
fenden Geraden liegen; während dann das doppelte Integral 


. 2) | S, ug S. „FE rdr)-dp 


| die verlangte Summe liefert, nämlich für alle Elementchen, 
die in allen biefen Streifen liegen, auf welche ſich das integral 
C(I.) bezieht; alles genau nach (I. Th. Analyf. $. 35.). 


IV. Hat man eine gefrümmte Normal: Flächen Figur. nach 
($. 52. III.) in ihre Elementchen zerlegt; wird dann jebes Ele 
mentchen mit einer Sunftion F feiner Stelle, d. h. von x und y, 
oder von ꝙ und 9, multiplizirt, und fucht man die Summe al- 
ler dieſer unendlich mal unendlich vielen Probuftchen, fo findet 
ſich folche, immer aus denſelben Grünben, 

a) bei rechtwinflichen Koordinaten, und wenn die Normal: 
Flaͤche die, für fie im ($. 51. II. a.) vorausgeſetzten Grenzen hat, 

ug ( S. BEER 2 1-+82,°+8z,°.dy).dx *); 


b) bei den Polar» Koordinaten, und wenn bie Normal: Fld; 
chen⸗Figur die nun nach ($. 51. IL. h.) vorausgefegten Gren- 
zen hat, 


= S, — S. ug FT rein 4819 sin p’+3r-dp)-dO **). 


*) Die erſte Integration (nach y) giebt die verlangte Summe für 
den Streifen, der durch die gu x und x-+-dx gehörigen auf OX ſenkrech⸗ 
ten Ebenen audgefchnitten wird. Die zweite Integration (nach x) giebt 
dann die Summe der Produkte für alle diefe Streifen, welche die game 
Flächen » Figur ausmachen. 

**) Die erfte Integration nach ꝙ giebr die verlangte Summe für den 
unendlich ſchmalen Streifen, melcher smifchen den zu 0 und 044d6 gehö⸗ 
rigen Ebenen liegt. — Die weite Integration (nach 8) giebt dann die ver 
langte Summe für alle diefe Streifen, welche die ganze gegebene Flächen⸗ 
Sigur ausmachen. \ 
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V. HM ein NormalsKörper gegeben, der bie bei den Ge 
Brauche rechtrointlicher ober der Polar» Koorbinaten vorausgeſetz⸗ 
ten Grenzen bat; ift folcher nach ($. 52. IV.) in feine Elements 
chen dx-dy-dz oder rr.sin ꝙ dr.dꝙ · do zerlegt; wird dann jedes 
diefer Elementchen mit einer Funktion F feiner Stelle, d. h. mit 
einer Funftion F von x, y und z, ober von 6, ꝙ und r mul- 
tipligirt; — und verlangt man dann die Summe aller biefer 
Produkte für alle dieſe unendlih mal unendlich mal unendlich 
vielen Elementchen, die den ganzen, völlig begrenzten Körper aus⸗ 
machen, fo wird. folhe Summe 

a) bei rechtwintlichen Koordinaten, und wenn der Körper 
bie für dieſen Sal im ($. 51. II. a.) vorauggeſchten Gren⸗ 
zen bat, 


=S [SS F)dy]d 9); 


. b) bei den Polar» Koordinaten, und wenn ber Körper bie 
dann nach ($. 51. III. b.) vorauggefegten Grenzen hat, 


= Su lS — — ꝙ· dr) · dꝙ] · do **). 


*) Die erſte Integration (mach x) giebt die verlangte Summe für 
das prismatifche Körperchen vom Querfchnitt dx-dy und von der Länge 
2’ 7’, an der durch x und y gegebenen Stelle. Die nachfolgende Inte⸗ 
gration (mach y) giebt die verlangte Summe für die auf OX fenkrechte 
Scheibe von der Dicke dx, welche aus allen diefen, zu demfelben x gehöri- 
gen prismatifchen Körperchen gebildet wird. Die legte Integration (nach x) 
endlich giebt die verlangte Summe für alle Elementchen in allen diefen 
Scheiben, welche von x=x’ bis x—=x” hin fenfrecht auf OX neben ein- 
ander liegen und den ganzen Körper ausmachen. 


**) Die erfie Integration (nach r) giebt die Summe diefer Produkt⸗ 
chen für das (abgekürzt) pyramidalifche Körperchen (deffen End» Querfchnitte 
bezüglich r’-dpXr’-sing-da und r’’-dpXr’-sing.de find), welches aus allen 
den Elementchen befteht, die zu demfelben ꝙ und zu demfelben 6 gehören. 
— Die zweite Integration (nach 2) giebt die verlangte Summe biefer Pro⸗ 
duktchen für die Zeilförmige Scheibe, welche aus allen zu demfelben 0 ges 
hörigen vorbefchriebenen (abgekürst) pyramidalifchen Körperchen beſteht, d. h. 
von den zu 0 und 64d6 gehörigen, durch OX hindurch gehenden Ebenen 
‚begrengt wird, übrigens aber die durch 2’ und ꝙ“ beſtimmten Grenzen bat. 
— Die letzte Integration (nach 0) endlich giebt die verlangte Summe dies 


5.54. Znhals.u' Maſſen⸗Beſt. durch Integr. 125 


Anmerk. Wir verweifen binfichtlihh ber nähern Details 
vorzüglich. auf (I. Th. Geom. $$. 6. u. 15.),. 100 diefelben 
Sätze für den befonbern Fall behandelt find, in welchems —1 
iſt, und wo daher die Summe biefer Brobufte nicht& weiter als 
die Summe aller Elementchen felbft, d. 5. der Inhalt ber Koͤr⸗ 
per: oder Slächen-Figuren, oder die Länge der Linien iſt. Es if 
befonder8 auch deshalb daſelbſt forgfältig nachzulefen, ‚weil wir 
bier nicht wiederholen wollten, warum die Nefultate doch ganz 
genau find, wenn wir auch bei dem einzelnen Summiren bie 
Grenz⸗Stuͤckchen, welche Theile der Elementchen find, und welche 
bei dem Zertheilen der Körper: ober SlächensFigur an ben krum⸗ 
men Grenzen in der Regel übrig bleiben, entweder gar nicht 
mitgegählt, oder als volftändige Elemente in Rechnung gebracht 
zu baben [cheinen. 


$. 54. 


Iſt im ($. 53.) F die Dichtigfeit des jedesmaligen Element: 
chens, fo dag wir alfo vorausfeßen, daß die Dichtigkeit der in 
Rede ſtehenden materiellen Linien, Flächen oder Körper von Ele 
mentchen zu Elementchen ftetig.fich ändert, fo drücken die Pro- 
dufte aus dem Elementchen und F, nach ($. 43. IL) die Maſſe 
des Elementchend, und die End: Sintegrale in dem ($. 53.), bie 
Summe aller diefer Maffen:Theilchen, alfo die Maſſe der gan- 
zen materiellen Linie, Fläche, oder des ganzen materiellen Kor: 
pers aus, wenn nur leßtere Normal: Figuren find, d. 5. die im 
($. 51.) vorausgefegten Grenzen haben. 

Will man den Anhalt oder die Maſſe einer Slächen : Zigur 
oder eines begrenzten Körpers finden, die feine Normal: Figu- 
ren find, d. 5. welche andere Grenzen haben, als bie im ($. 51.) 
vorausgefegten, fo müffen fie vorher in zwei ober mehrere Nor: 
mal; Figuren (welchen alfo die vorausgefegten Grenzen zufons 


fer Produktchen für alle Elemente in allen diefen Feilfürmigen Scheiben, 
mie. fie swifchen den durch 0’ und 6’ gegebenen Ebenen liegen und ben 
ganzen gegebenen Körper ausmachen. 
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men) yerkegt werben, fo daß‘ dann die Inhalte oder bie Maſſen 
biefer einzelnen Theile, dem Vorſtehenden nach, gefunden, bie 
Reſultate aber adbirt ober fubtrahirt werben muͤſſen, je nachdem 
die gegebene Flaͤchen⸗ ober KürperFigur als eine Summe, ober 
als eine Differeng biefer genannten Thelle⸗ d. be Bier Rormals 
Biguren erfcheint. 

Das nachte Kapitel wird hierm Bei I 





Die Statik fefter Körper. 


Siebentes Kapitel, 
Sower/Puuktt- vetimmungen 


666. 


Zur Beftimmung ber Sora Ant gebrauchen wir bornuge 
weiſe folgende Säge: 

I. Befteßt eine materielle Linie, Zläche, oder ein materieller 
Körper aus n Theilen, deren Gewichte P,, P,, P, ++ Pa find; 
ift Pu das Gewicht bes Ganzen; und find u,, u, U, + un und 
u, die ſenkrechten Abſtaͤnde der Schwer- Punkte der Theile 
und des Ganzen von einer beliebigen Ebene E, pofitiv oder ne 
gativ genommen, je nachdem bie Schwer⸗Punkte dieſſeits ober 
jenfeitd der Ebene E liegen, fo iſt nicht bloß | 

O- B=&P, dh P=PıHP Pet HP 
fondern. auch noch | 
(O)- Bey = Ze), | 
d. h. B. u=P,.u-+P;, u, P.- ut et Pa Un 


Solches gebt unmittelbar aus ($. 46.) und aus ($. 39.) bervor,. in 
fd ferne man fich diefe beliebige Ebene E als eine der dortigen Koordina⸗ 
ten⸗Ebenen denken kann. 


Die Gleichung (O) gilt aber augenfaͤllig noch, wenn U, u, 
U; ta und us ſchiefe, jedoch unter ſich parallel, uͤbrigens po⸗ 
fitiv und negativ genommene - Abſtaͤnde von der Ebene E find. 

Die Produkte P,-u,, Paruz Pa⸗u und P,-u, nennt man 


! 
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in jedem Sale Schwer: Punft8: Momente (auch wohl 
fchlechtweg die Momente) in Bezug auf diefe Ebene E, 
welche letztere deshalb auch die MomentensEbene: genannt 
wird. — Diefe Momente find aber dann von ben früheren ftas 
tifhen Momenten wohl zu unterfcheiben. 

1. Nimmt man drei folche Gleichungen ()) in Bezug auf 
drei beliebige, auf einander fenfrecht ober fchief ſtehende (Mo⸗ 
menten:) Ebenen, fo hat man Gleichungen genug, um bie ‚Lage 
des Schwer: Punftes des Ganzen su beftimmen, wenn bie Schwer; 
Punkte der einzelnen Theile bekannt find, oder auch um ben 
Schwer» Punkt eines der Theile zu finden, wenn die Schwer: 
Punkte ded Ganzen und aller übrigen Theile befannt find. 

III. Liegen die gegebenen n Schwer Punfte alle in einer 
und berfelben Ebene, fo liegt nach ($. 40. Nr. 2.) der gefuchte 
(n-+-1)fe Schwer: Punft in derfelben Ebene. Nimmt man bie 
Momenten» Ebene fenkrecht auf Diefelbe Ebene, fo daß fich beide 
in ber geraden Einie L fehneiden, fo erfennt man, daß die Gleis 
dung (O) giltig bleibt, auch wenn u,, U, U «+ un und u 
die unter fich parallelen (fenkrechten oder (chiefen), übrigens Pos - 
ſitiv und negativ genommenen Entfernungen von dieſer Linie L 
find, welche, letztere deshalb. wohl auch die Momenten-Ape 
genannt wird. Zwei folche Momenten: Gleifpungen (O) reis 
chen dann hin, um bie Lage eines diefer n--1 Schwer: Punfte 
zu finden, wenn bie übrigen n Schmwer:Punfte alle gegeben find. 

IV. £iegen ale Schwer; Punkte in einer und derfelben Ge 
raden, — dies iſt aber nach ($. 40. Nr. 3.) ſchon der Fall, wenn 
alle bis auf einen einzigen, in einer und derfelben Geraden lies 
gen, — fo fann man die Momenten: Ebene E fenkrecht auf 
dieſe Gerade nehmen, in einem beliebigen Punkte O der letzte⸗ 
ren. Folglich Bleibt bie Gleichung (O) noch giltig, wenn u, 
u, Ug, »** Un Und u, die poſitiv und negativ genommenen Ent 
fernungen, der Schwer⸗Punkte von dieſem Punkte O find. — 
Eine einzige folche Gleichung reicht aber dann ſchon hin, um 
einen diefer n+-1 Schwer⸗Punkte gefunden zu baben, ſobald 
bie n übrigen alle gegeben find. 

V. 


—8' 


4 


955. V. VI. g. 56. J. II. Schwer Punfts-Beft. 129 


V. Aus ($. 40, Nr. 1.) und aus ($. 47. 1.) folgt noch, 
daß man in. den Gleichungen (CT unb O) flatt der Gewichte 
auch die Maffen ber Theile und des Ganzen feßen kann. — 
Dies foll aber im Folgenden immer gefcheben. 

VI Sollte jedoch das. Ganze homogen feyn, d. h. follten 
die Theile (und dag Wange) alle eine und biefelbe Dichtigfeie 
haben, fo folgt noch aus £$. 40. Nr. 1.) und aus ($. 43. IL 
oder $. 47. II.), daß man in den Gleichungen (C und O) flat 


‚der Gewichte oder flaft der Maffen auch die bloßen Vo⸗ 


lumina fegen fann. Dies -Ießtere gefchieht am bequemften bas 
durch, daß man In den Produften aus Dichtigfet und Volu⸗ 
men, woburd) die Maffen ausgedrückt werden, ben Faktor, der 
die Dichtigfeit vorftellt, weglaͤßt (ober =1 feßt, was in ber 
Rechnung bdaflelbe liefert). — Auch died werben wir in der Folge 
immer thun, fo oft wir e8 mit homogenen materiellen Linien, 
Flächen: oder Körpern zu thun haben werben: 


$. 56. 


Allgemeine Formeln für den Schwer⸗Punkt. 


I. Soll nun von irgend einer materiellen Fläche, oder. von 
einem mageriellen Körper der Schwer: Punft gefunden werben, 
fo zerlegt man folche zunaͤchſt, wenn fie nicht an fich fchon Nor: 
mal» Figuren find, d. h. wenn fie nicht bereits die im ($. 51.) 
voranggefeßten Grenzen haben, in zwei oder mehr Normal: Fi: 
guren, welche alfo biefe vorausgefeßten Grenzen haben, — bes 
rechnet die Schwer-Punfte biefer Theile und daraus nach ($. 55. 
1.C ©) den Schwer: Punft des Ganzen. — Es fommt alfo 
alles darauf an, den Schwer: Punkt einer Normal: Figur,“ d. he 
einer Fläche oder eined Körpers zu finden, welche gerade bie 
im ($. 51.) vorauggefegten Grenzen haben. — Wir betrachten 
daher in dem Nachfiehenden ganz allein diefe Normal: Figuren, 
welche jedoch nach ($. 51.) im Allgemeinen andere Grenzen has 
ben für rechtwinkliche Koordinaten, andere wieder für Polar⸗ 


| Koordinaten. 


I. Sol nun von einer gegebenen begrenzten materiellen Li⸗ 


IL [9] 
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fe oder materiellen Normal⸗Flaͤche, oder von einem materiellen 
Rormals Körper, deren oder defien Maffe wir durch· M bereich» 
nen wollen, waͤhrend V das zugehoͤrige Volumen vorſtellen ſoll, 
der Schwer⸗Punkt gefunden werden, — ſo zerlegt man ſie zuerſt 
genau nach ($. 52.) in die dortigen Elementchen, welche wir 
bier, e8 mögen Längen, Slächen- oder Kirper-Elementchen fen, 
durch dv bezeichnen wollen. Multiplizirt man dann jedes die 
fer Elementchen dv mit der Dichtigfeit deſſelben, welche eine 
Sunftion £ der Stelle dieſes Elementchens tft und gegeben ſeyn 
muß, fo bat man nach ($. 43. II.) die Maffe f-dv diefes Ele 
mentcheng, und dieſe mag durch dm bezeichnet werden, fo daß 
man. - 
dm = fedv 
hat. Iſt nun u die pofitiv oder negativ genommene Entfernung 
des Schwer: Punktes des Elementchene dm (oder dv) von iv 
gend einer Momenten: Ebene E, und u, bie poſitiv oder nega 
fin genommene Entfernung bed Schwer: Punkteß des ganzen M 
(oder V) von berfelben Momenten» Ebene E, fo bat man nad 
($. 55. C 0) allemal 
.(O-* M= (dv) und (O)-- Mu = I(fu-dv), 

wo f und u Zunftionen der rechtwinklichen ober der Polar⸗Koor⸗ 


dinaten find,. welche die Stelle des Elementchens, d. 5. die Stelle 


feineg Schwer:Punftes beftimmen. Statt ber Koordinaten⸗Wer⸗ 
the des Schwer⸗Punktes eines folchen unenblich-Eleinen Element 
chens kann man jedoch die Koordinaten Werthe eines jeden ans 
dern Punktes beffelben Elementchens nehmen, weil folche nur 
um ein Inendlich: Kleines von einander, verfchieden find, und 
dieſer Unterſchied nach (9. 20. Analyf. Th. I.) gegen endliche 
Merthe nicht in Rechnung geftellt werden darf. Die Ausdruͤcke 
=(fedv) und I(feu-dv) drücken dabei die Summen aller dieſer 
Produftchen aus, welche das Elementchen dv und dann ae 
die Funktion £ ober die Sunftion fu zu Saftoren haben, Diele 
durch I ausgebrücften Summen findet man daher nad) ($. 53.) 
ohne weiteres und zwar durch einfache, doppelte, ober breifache 


— 
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Jutegration, je nachdem ber Schwer⸗ Punkt einer Binder einer 
Flaͤche oder eines Koͤrpers geſucht wird. 

II. ft das Ganze homogen, fo ſetzt man in diefen For; 
meln (T und O) f=1 und V flatt M, nad) ($. 55. VI.) 

IV. Jedesmal findet man aber aus beiden Gleichungen (C 
und O) den pofitiven oder negativen Abſtand ug des geſuchten 
Schwer⸗Punktes von der Momenten⸗Ebene. 

Obgleich nun hiermit die Auffindung des Schwer⸗ Punktes 
fuͤr jede feſte Maſſe beendigt iſt, ſo moͤgen doch nachſtehende 
($$. 57.— 62.) noch die einzelnen Fälle näher in’ Auge faffen. 


$ 857. 
Schwer⸗Punkt der geraden Linte 

Sol namentlich der Schwer: Punft einer geraden Linie ges 
funden werden, fo nimmt man am bequemften fie felber zur Are - 
OX und legt durch einen beliebigen Punkt O- berfelben Die Mo: 
mentens Ebene E fenfrecht auf fie Dann if v= dx, u — x, 
und u, ber Abfeiffen: Werth des gefuchten Schwer» Punfteg; ben 
gi Bra x, bezeichnen wollen.. Es findet fich alfo nach (6. 56.) 
„M=f.., ‚fedx und O-Mu=f... ‚fx-dz, 

100 a Dichtigfeit f als eine Sunftion von x gedacht ift. 


5 Iſtes Feiſpiel Iſt die Gerade bemogen, fo. bat mon hieraus nach 
($. 55. VI 


(G)-- Va: win u 1.dx == — 
und Or V:x =. *dx = ala” — N), 
woraus noch x, = J(x”-+x) 


hervorgeht. Alſo liegt der Schwer Punkt einer homogenen ®erabei in 
ihrer Mitte; mas auch an fich in die Augen fälle . 
tes Beifpiel. If die Dichtigkeit der Geraden mis ihrer Abſeiſſe x 

proportional, iſt alſo 
k ⸗ mx. 

fo bat man, weil /m-x-dx = 4m-x? und fa-x’.dx = Ama, 

(O-- M= im-(@’?—x”) und O). Mx = Im(a?— x"); 
folglich m _ ya 

**1 ä— 


[9] 


— 
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Fur ⸗O, di h. wenn der eine End⸗Punkt ber Geraden in 0 felber 
liegt, folgt bierans 
x == dx, 


$. 58 


Schwer⸗Punkt edener Kurven und ebener Normal-Slähen- Figuren. 


Sol der Schwer: Punft einer ebenen Kurve oder einer ebe 
nen Normal: Flächen Figur. gefunden werden, fo nimmt man 
am beften abwechfelnd in derfelben Ebene die auf einander ſenk⸗ 
rechten OY und OX zu Momenten: Aren, fo daß man abmech: 
find u=x und u=y hat. Bazeichnen wir nun bie recht 
winklichen Koordinaten: Werthe des gefuchten Schwer: Punktes 
durch x, und y., fo muß man, wenn u=x if, uw —=x, neh⸗ 
wien; wenn aber u=y iſt, auch y, flatt u, feßen. 

A. Für die Kurve, welche burch eine Gleichung zwiſchen 
x und y, ober.durd) eine Gleichung zwiſchen r und op gegeben 
ift, Hat man nun aus ($.. 56.) 

a) bei rechtwinflichen Koordinaten 


0 | M=fS.. IWF By dx : \ wo bie Dichtig⸗ 


und keit f (eben fo wie 

E x-/1+3y.°-ds ) Y) als eine Funk⸗ 

(DO) Be tion von x gege: 
ee M-.y,= 0 zung fy-V] Yi+ +9y,° odx b en ſeyn ſoll 


b) bei dem Gebrauche der Polar⸗Elementchen, weil 
x=e+rcosp ud y=resinp 


iſt, Fr 
OO. Mfg —— 
und — 
© M. ey —* u. „ıfrreos eV r’+örg’.dp *) 
ae a 


*) Es wird rechts e-IHr-cosp flatt x aſeit Deshalb beſteht das 
Integral, welches rechts entfieht, aus zwei Theilen, von denen jeboch der 
erfiere = eM fih ausweiſt, fo daß er fogleich mit dem Gliede M-x, Tin | 
vereinigt werben Tann. 
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two f (eben fo wie r) alg eine gegebene Bunfhon, bon q, ange: 
fehen wird. Ä 
In diefen Formeln bedeutet jedesmal die Maſſ⸗ ses. Do 
geng, deffen Schwer-Punft gefunden werden fol. 
Iſt aber der Bogen homogen, fo fe&t man. f=1 und 


V ſtatt M, und diefelben Formeln (T und O) geben dann das 


Volumen (die Länge) V des Bogens, fo wie wiederum die Koor⸗ 
dinaten⸗Werthe x,, yo feines Schwer: Punftes in Bezug auf 
die rechtwinklichen Axen OX und: OY: 
B. Fuͤr die ebene Normal⸗Flaͤchen⸗Figur, und zwar 
wenn 
c) rechtwinkliche Koordinaten voraudgefeßt wer» 
den ($. 51:1. a.) . 
Out, are 
und von x u.7 gedacht 
G. MS Sa )- 55 un 
000 un 
EIER ausay U RD 27} ar en une 
d). Bei dem Gebraͤuch der BolarsElemsatihin; alſo 
wenn die Figur die Grenzen hat, welche durch ren. gs PM 
und gt ($. 51.1: b.) gegeben Rab iſt dagegen, immer 





nad) ($. 56.); ° 
(Or M = —* Serie ki) * J 
und en 
on nn Se 
rec M.y, fg Sase 1. ·x ing: :dr)- ig ; , 


wo ebt die Dichtoten kals eine Funktion vonr r und "And 
gefehen ift, während r und p von einander ganz unabhängig 
find. — In allen’ biefen Formeln bedeutet aber M die Baffe e 


bes gegebenen. Normal: Flaͤchen Stůcks Ben 


— Iſt die Zläche homogen, fo ſetzt won: {1 und, (das 
Volumen) V fatt (der Maſſe) M, und die Greichungen CE; (4) 
Bleiben dann noch giltig. Man kann aber bat“ in (e und 9) 
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die erſtere Integration wirklich ausführen, weil /1-dy = y 
Ssdy=x.y, /y-dy=iy?, frdr=ir, und fr sinp-dr=ir®- sing 
iſt, und man hat daher - Ä \ 
C. für die homogene Nörmal-Flächen- Figur 
'e) bei rechtwinklichen. Koordinaten 


NO ... . | V pe —*— (yıl — yl). dx 
und u 
OÖ V.ex ai y; 


ey fe AO yP)di; 
f) bei Solar: ‚Koordinaten Dagegen . 


Or vs. Herr). 
und | oo 
V. c e) =! —* cosꝙ- (e® _ri9).d 
om if p 
My, = V ein ꝙ · (HH _rB). do *), 


gn allen Dormeln (a. bie f. ) bebeuten. x,.und y, bie recht. 
—* Koordinaten⸗Werthe des’ gefuchten Schwer⸗ Punktes 
und fniche: ſind jebesml⸗ aus‘ (< und ©) Rom weitered zu 


finden. nt. 

seßes Beifpiel.- dea Ecner Mantt eines homogenen materiellen 
Sreis, ⸗Bogens ACB (ig. 13.) zu finden, deſſen Länge = und Radius 
z= 0 ik. 

Wenden mir zuerſt die Formeln (a.) an, in denen wir aber f—1 
.-und V oder 1 Rate M fesen.. Da der Schwer⸗Punkt dasmal offenbar in 
der Geraden liegt, meldye durch den Mittel Punkt O und den Halbirungss 
Punkr TO ve Vogens geht, fo nehme man OCX Als Are der x, und hat | 
fhon y=0. Eben fo wird dasmal die Formel (a. C) überfläffig, weil 
V=1 ſchon beine tft. €8. bleibt daßer” "Dio® Re x, aus (a. O.) zu 
finden übrig. Da nun, A. der Anfangs s Punkt und B. der Ends Punkt des 
Bogens ACB iR, fo bat man basmal * Sor. aber auch x = OF und 
— — 


02 Es.umpg gut ſeyn, ‚Day Anfänger nod), einmal daran; zu erinnern, 
da die ormals Flächen Figur „ bie wir ‚und. ‚bei dem Gebraliche der Pos 
lars Koordinaten denken, im Allgemeineh Eine ganz andere iſt, als dieje⸗ 
hige; welche wir bei dem Geblauche der vehewätflichen Koordinaten vors 
ausſetzen/ nach (G.51,)3 daß daher namentlich V, in deu Sormeln (E) nicht 
daſſelbe if, als V. in ben Zormeln (e). Heil V jebesimgl, ‚den, Raums In⸗ 
halt der Flächen» Figur dorfelt. 








— ME 2 Bu u —— — — 
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des integral in (a. O) zur Rechten fcheint = 0: zu werben. Vedeikt 
man aber, daß der Bogen AC durch die Gleichung 
‚= +) —* - *x, 
der Bogen CB dagegen 
= —- Ver —-x? 2__y? 


gegeben ift, fo find diefe beiden <heile des ganzen Bogen® ACB als zwei 
verfchiedene Kurven anzufehen, fo daß für jeden einzelnen Theil die Summe 
der Diomente befonders gefucht werden muß. 


Für den Theil AC tx =OF=;- Cosi, wenn = 1 der Wins 


tel AOB if (im Bogen⸗Längen⸗Maaß für den Radius 1); ferner x’=p, 
fo mie noch 


J * +Ver-x — x2, öy,= und Yi+ -y — 


ao KViHöy2.dx = VR= g= Zi = — Ver; 


folglich it auch die Summe der Somente für den‘ Theil AC des Bogens 


= wur x ‚VI+B3y2. d«= [-e- Vo’—x 3]. —— )= +0. sind), 
weil das integral für x = o der Null gleich wird. Für den andern Theil 
BC des Bogens ACB ift 


y=-Ve-r, ,= Ir’ = 

und x’ und x’ find genau fo —— beim im ern Theil AC des Bogens ACB. 

Alſo befommt man die Summe der Momente für diefen Theil BC gerade 

fo groß wie für den erften Theil AC (wie fich auch von ſelbſt verſteht). 

Demnach if die Summe der Momente des ganzen Bogens ACB in Ber 

zug auf die MomentensAre OY befannt, nämlich 

V · x = 290*sin}. = oxGehne AB, 
während V=1= oA ift, fo daß man 
3 
. Xp == 2g- ee RSS, oder 1:Schne AB = o:x 

befommt, d. h. die Entfernung xo des Schwer⸗Punktes som Mit⸗ 
tel Puakte O iſt in demſelben Verhältniſſe kürzer als der 

Rabius, in welchem die Sehne AB kürzer iſt als der Bogen 

ACB *), 

















\ 

*) Diefes Zeichen foll andeuten das was herauskommt, wenn man in 
dem eingeflammerten Ausdruck — o-Vo?—x? zuerſt go, dann grcosil ſtatt 
x fegt, und das zulest Erhaltene von dem erft Erhaltenen fubtrahirt. 

*) Hätte man die auf diefelben Aren OX und OY beogenen Keor⸗ 
dinaten⸗Werthe xo, Jo ded Schwer Punktes des Theiles AC allein ge 


+ \ 
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’ Loöſt man dieſelbe Aufgabe mitteilt der Formeln (b.), fo bat man, 
wenn e = 0 gefekt wird, als Gleichung des Kreiſes 
r=o, al I, = =(, Vr+dr, ı= 0; 
ferner Tann man = —31* nd g’ = Hi nehmen; und man erhäft 
demnach aus (b. O) 
V.x, = S, une recosg+) "rörg"dp = S, —* 0°-c0s p-dp, 


oder 
Vz, = e?(sing”’— sing‘) = 2%0sind), 


wo V1 ik, fo daß hieraus = — genau ſo wie oben hervor⸗ 


geht. — 
ztes Beifpiel. Den Schwer» Punfe de homogenen Kreis⸗Ab⸗ 
ſchnittes ACBA zu finden ($ig. 13.). _ 

Läßt man alles wie im vorigen Beifpiel, fo ift wiederum . 0, um 
V= Sektor AOBCA— AAOB 30. 2 - 40? sin, alſo iſt die Gleichung 
(C) ebenfalls überflüffg und nur noch x, zu finden. Wenden wir Dabei 
. bie rechtwinklichen Koordinaten an, fo wird, weil dasmal 

—Hle-E md y- Vin 
it, aus der Formel (e. 2 
V:x, — N use ER „2x 0 —X Ve—x’dx = — [60 —2)?], b Zn 2 od 
Weil aber dasmal = cos} und x’ = o ift, fo giebt dies 


3 
Vx, = 30° %(sin32)’;5 al = ty mil), 


fo daß die Abdfeiffe x. (von O an auf OX gerechnet) des Schwer» Punftet 
bes homogenen Kreiß-Gegments ACBA gefunden if **). Wollte man 


/ 


fucht, fo wäre V=}l, dagegen auch V-x, nur halb fo groß als für ACB; 
folglich hätte man für x. denfelben Werth erhalten, wie bei dem ganzen 
Bogen ACB. — Dagegen hätte die zweite Gleichung (a. O) jeßt noch 
dazu geliefert zur Beninmung— von Yo, 

aly, = Ver—x’ dx = edx= 0*(l—ecosjl). 

zug ex" zug u 
Für den Bogen BC dagegen hätte man, da nun y negativ if, yo war eben. 
fo groß, aber ebenfalls negativ gefunden. 

*) Wäre nämlih OZ die Are der x, fo wäre 2’ W. BOZ = M. 
COZ — 42. — So mie nun OZ der OC näber rüdt, fo mird W. COZ 
Feiner und Pleiner, während immer noch 9 = W. COZ— 1 bleibt. Fat 
iulegt OZ mit OC zufammen, fo wird W. COZ=0 und dann auch 
go’ = 0 -4 = — A. 

**) Würde der Schwer-Punft vom halben Segment AFCA gefudht, 
f0 würde man für x, genau benfelben Werth erhalten. Dagegen würde bie 
weite Gleichung (e. O) nun auch yo dazu au liefern haben, während dass 








8 


und daraus xXo 380 


— 
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Diefelbe Aufgabe mittelſt der Sormeln (f.), d. b.- mit Imiehung der Polar⸗ 
Koordinaten löfen, fo würde man fogleich finden, daß das Segment die 
dazu mach ($. 51.) vorausgeſetzten Grenzen nicht hat, d. b. für Polars 
Koordinaten Feine NormalsKigur if. Dean müßte dann erft den Schwers 
Punkt des Sektors AOBCA fuchen, dann den Schwer⸗Punkt des Dreiecks, 
und zuletzt nach. ($. 55. 1.) daraus erft den Schwer» Punkt des Segments. 
ges Beifpiel. Den Schwer Punkt des ho mogenen GSeftors 
AOBCA zu finden (Sig. 13.). 

Derfelbe befinder fich mwieber in OX, alſo it „y=0. Das Volumen 
finder ſich direkt, nämlich V = 107.1, alfo bleibt nur noch x, zu ſuchen 
übrig, mas mittelft'der erften Gleichung (£. O) gefchieht, indem man e=0 
fat ud "gr =0, und y—=— hat. — Man erhält dann 

V.r, = =/ Icos peoꝰ · d0 = 39°-(sing” — sing‘) = Jo’-sinzA 
——— | | 

sin!) ' 

. 4° 

Vergleicht man dieſes Refultat mit dem des (Beifp. 1.), fo findet 
man, daß der Schwer: Punft des Sektors AOBCA zufammenfält mit 
dem Schwer⸗Punkt eined Kreis⸗Bogens, welcher aus O als Mittel⸗Punkt 
zwiſchen OA und OB mit dem Radius 30 befchrieben if. " 

Wollte man bei diefer Aufgabe die Formeln (e.) für rechtminkliche 
Koordinaten gebrauchen, fo würde man finden, daß der Sektor die dazu im 
($. 51.) vorausgefesten Grenzen nicht hat, um nun noch eine Normal⸗Fi⸗ 
gur zu feyn. Man müßte ihn daher in das Dreieck und in das Segment 
zerlegen, für legtere beide den Schwers Punkt mittel der Sormeln (e) fin» 
den, und dann daraus mach ($. 55.1.) den Schwer: Punkt des ganzen Sehr 
tors herftellen. 

Ates Beifpiel. Den Schwer: Punkt eines homogenen Dreiecks 
ABC ($ig. 17.) gu finden. 

Man lege durch A die Aren OX und OY, und zwar OX ferikrecht 
auf die Seite BC, fege die Höhe AH =b, fo wie die Winkel CAH = « 
ınd BAH = als befannt voraus, und hat nun, da AC und AB die durch 
y’’ und y’ gegebenen, A und BC aber die durch x’ und x’ gegebenen Gren⸗ 
zen find, endlich weil CH = b-tga und BH = bsigß ift, 





mal V L10. — zin ) wäre. Weil aber dasmal y’ = 0 ift, fo giebt die 
zweite Gleichung (e ©) ' 
V. * BR. ” ‚dx =/ G⸗ -* dı= Be u zur 2 2 RER 
d. h. Vy= — con) 
= 30’«sin11%(1L-+2cos}2?), 
_ 5 „(sinta)*[I4-2cos}2)?] 
alſo daß y=% .— sinl 
wird. . v 
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y m—xrga wm y zig. 
Alſo ift auch R 
Sy yYdx = (ig atHtgp)dx = irr(igcHigp); 
Ay" — y dx = frRrligahigp).dx = rt liga-HtgP) 
and Ns ?—yr)dx = 4 farltg a — tg R)edz = Ir-(tga?—tgP?). 
Nimmt man nun diefe Integrale zwiſchen den Grenzen 0 und b, fo 
daß das erftere diefer drei Integrale, nämlich Ix’-(tga-rH-tgp) den Anhalt 
ABC =V=3b?.(tg 4-15 ) giebt, fo liefern die Formeln (e. Cu. O) jegt 
Y =: und y = !b-(iga—tgp) = s(CH— BB). 
Halbirt man die BC in K, fo bat man 
CH = CK+KH, BH= CK-KH, 
alſo CH—BH = 2KH und y = 3KH. 

Zieht man die AK, madht man AL=m, =3b==3AH, und sieht bie 
LG fentrecht darauf, bis fie der HalbirungssLinie begegnet, fo wird feyn 
LG:AL = KH:AH, d.h. LG = 3KH = y.. 

„Der Schwer: Punkt G des homogenen Dreiecks ACB liegt alfo in der 
„ginie AK, welche die Seite BC halbirt, und um 3AK von A ent 

„ferne *).“ ' 


*) Denkt man fih im Dreieck ABC lauter materielle gerade Linien 
‚mit BU parallel, fo werden fie alle durch AK halbirt. In diefen Linien 
kann man nun von den einzelnen Atomen die Schwere wegnehmen, fobald 
man das Gewicht dieſer Zinien (melches mit ihren Längen, alfo auch mit 
ihren, auf AK genommenen Entfernungen von-A proportional if) im ihrem 
Schwer: Punkte, d. h. in ihrer Mitte, d. b. in AK anbringt. 

Das obige Problem reduzirt fich daher vermöge diefer Betrachtung auf 
Das ‚andere, welches im (Beifp. 2. su $. 57.) bereits gelöft ift. 

Durch diefe Betrachtung kann man auch den Schwer⸗Punkt eine 
Dreiecks ohne alle Rechnung finden. Aus demfelben Grunde nämlich, aus 
welchem er in der Linie AK liegt (welche deshalb SchwersLinie heißt) 
muß er auch in der. Linie BD Liegen, welche die Seite AC halbirt, fo daß 
auch BD eine Schwers Linie iſt. Alſo liegt der Schwer Punkt G da, w 
beide Schwer -tinien AK und BD fich fchneiden: 

Zieht man dann die DK, fo it DK mit AB parallel und die Hälfte 
von AB; alfo ift auch KG die Hälfte von AG; d. > KG=3AK m 
AG = 3AK. 

Denkt man fich einen Kreis⸗GSektor AOB (ig. 13) durch unendlich 
viele Radien in unendlich viele unendlich⸗kleine Sektorchen zertheilt, ſo 
können letztere als Dreieckchen angeſehen werden, deren Schwer⸗Munkt um 
3o von O abſteht. Man kann Nch daher die Gewichte aller diefer Seb 
torchen in dem mit dent Radius 39 aus O ald Mittels Punkt befchrieber 
nen Kreis⸗Bogen - gleichmäßig vertheilt denken; und fo kommt man aud 
von diefer Seite darauf, daß der Schwer⸗Punkt des letztern Kreis⸗Bogens 
mit den Schwer Punkt des ganzen Sektors zsufammenfallen müfle, wenn 
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- Diefe Aufgabe löſt ſich aber auch recht hübſch, wein man die For⸗ 
meln (£.) für die Polar⸗Koordinaten anwendet, wo daun die Linie BC 
durch die Gleichung 

(= BL 
- 6089 
gegeben, die andere Grenje r’==0 iſt, und mo man nachgehends noch p’ u 
und 9 = —B hat. 
Ste Beifpiel Den Schwers Punkt des homogenen Vogens einer 
Epkloide zu finden. , 
Es ſey (Fig. 14.) O’OE die Cykloide, 1 der Radius ihres Erjeugungss 
Kreifes,. O ihre Scheitel, OP =—=x, Pl=y, fo ift nah (1 Th. Geem. 
6.9) OA =In, OA = 2, und, wenn OA in B halbirt und der Win⸗ 
kel mBO = w gefest wird, 
MP’ = I-F+-leeosw, OP’ = \(„—w)— ksinw; 
Demand) 


x = l(l—cosw) und y = l(w+sinw), 
woraus, wenn man w eliminirt, auch 


| ha TEEN 
und dy,= v) — I, fo wie ViHy2 = (2) 


hervorgeht. 
Die Gleichungen (a.) ) geben nun, wenn men 1 Ratt f, und V ſtatt A 
fett, wo V die Länge des Bogens bedeutet, 


v⸗ 


G. Vf ar) —— 
und — 
V.x. ⸗ dx Vik = [ix Ville. 
. (OD) V.y. = dx.y- v(&) 


= [2y-V2 VE VE ) 


beide homogen gedacht erden; gebe fo, wie wir Die auch im Bei⸗ 
ſpiel 3.) gefunden haben. 


*) Wir ſchreiben immer —r ſtatt .arc.cosv. 


”) Man bat auch Le = en dabei aber 


ri, Ä 
und daraus folgt fit Reſultat für — wie oben. 
*) Um Sf Vz) bequen su. Buben, wenhet mon bie Lormel 
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Wird 3. B. der Schwer» Punkt son on gefucht, fo bat man x’ == 0, 
x“ —x, und die Gleichungen (C und ©) gehen 

Ve 2Y2k, ,=i und „=y— tal — —x)2]- 

Sür den halben Bogen O’MO, wo x=21 und y=Iz wird, finde 
ſich demnach der Abftand des Schwers Punktes von .OY, = 31, von O’Y‘ 
degegen = $1, aber eben deshalb auch von O’A, = 3l. 

Würde der SchwersPunkt des ganzen Bogens MON gefucht, fo würde 
man ebenfalls finden 

u=%, de „y=0, - 

weil man mieber Die andere Hälfte ON als eine jmelte Kurve behandeln 
müßte, deren Ordinate y. negativ, deren Moment alfo in Bepug auf die 
Momenten-Are OX ebenfalld negativ wird, fo daß fich die Summe der 
Momente für MON der Null gleich findet (vergl. Beiſp. 1.). 

618 Beifpiel. Den Schwers Punkt der homogenen Fläche MOP 
derfelben Cykloide zu finden. \ 

Man hat dasmal nach den Formeln (e.) und weil, wenn wir dieſel⸗ 
‚ ben Vorausfegungen, wie im vorhergehenden eiſpiei machen, y, 
y=0,x’=x, 5* 0 if, 


1) vl y-dx, 2) Ver, N xy-dx 
mb i 3) mes, yꝛdx. 


Um aber dieſe Sntegtele möglich bequem zu finden, muß man jedes zuern 
theilweiſe integriren, d. h. nach der Formel 


4) Sludv,).dx = u yv— S-du,)- dx, J 
fo daß man erhält ® 


Ju-dv,).dx = ur— fir du,).dx an, und man erhält (indem man u=y, 
dr, =V():fet) 
AV) = Vak 2V2. fo ay,).dk, 
oder, wenn man fiatt dy, feinen Werth fett, und bedenkt, daß 
SVA-&= -— 


HVE)& = yVHVa-n}. 
Man kann auch alle drei Sıltegrale in (C und O) dadurch bequem 
finden, daß man ſtatt dx lieber dx,.dw fegt, alles in w ausdrückt und 


dann nach w integrirt, zwiſchen den‘ Grenz⸗Werthen von w, bie den Grenz 
MWerthen von x entfrechen .(ugl..L Th: Aualpſ. $, I.) a 


if, 
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5) Sy-dx za xy — Sz:dy -üt = xy VER 2.dr; 

6) Sry-dx = Ixty-1frrdy.de = ix.y—}/rV2lk— de; 

7) Siy-dx == ixry2—/x-y-dy,.dx == 1x? —/yV%x— x2.dx. 
Die beiden erfiern Integrale zur Rechten in (5. — 7.) integriren fih nun 
nach (I. Th. Analyſ. $. 32. II. A.) ohne meiteres *). Was dagegen das 
dritte diefer Integrale betrifft, fo Fann man zwar flatt y feinen Werth in 
x fubfituiren und die weitere Integration durchfegen; allein wir ziehen es 
dasmal vor, den Wälzungs- Minfel w (Beifp. 5.) einzuführen, und nach 
w zu integriren. Man hat aber 

8) x=l(l—cow) und 9) y= I(w+sinw), 


alfo Ä 10) dx, = lsinw. 
Nun ift aber, wegen der Integrations⸗Formel, 
12) foxix = Spdxy-dw, 
fogleich i 


12) Sydx=P’-fl[wsinwtsinw?).dw. 
13) Sx-y-dx = 1’. f(wesin w-+Hsin w’—w+sin w°cos w—sin w’scosw).dw 
14) fay?-dx = 41’. /(w?-sin w+2w-sin w’+sin w’)-dw. 
Integrirt man nun theilweife, d. h. nach der Integrations⸗Formel 
(4.), fo ergiebt ſich 


*) Macht man die Bemerkung, daß im Kreife (ia. 13.), deſſen Ras 
dins — J iſt, wenn CP=x und PN = u gefest wird, allemal 


u= YRk— x, alfo S., V2lz Srr.dx = Inhalt CFA 


ift, fo kann man dieſes Integral auch dadurch finden, daß man den Inhalt 
CFAS = Sektor AOCA-AOFA elementar⸗geometriſch ‚berechnet. Es iſt 


nämlich cos AOC 5 ‚ale W. AOC " Bogen für den Radius 1 


ausgedrückt) = 11x Wird folcher ——— durch z bezeichnet, fo 
ik Sektor AOCA = }.25 ferner iſt AOFA=}(l — x) Vix—x2. Folg⸗ 
lich erhält man hiernach m 

S., V2k — z3.dx = 42 —}(l— x)-V2lx— x; 


mithin iſt das Integral in (5.) gefunden. 
Differenzüist man (21x—x?)?, fo erhält man 
31—x)V2x— x, oder 831. — x? — Ix-VYAlx— xt. 


(21x — x?) = I,/V2lx— dx —/x-V Al x’-dx; 
und diefe Gleichung liefert fogleich das integral /x-V2lx — x2.dx in (6.). 





Alſo if 
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15) - Fr-sin dr = —wecoswisinw; 
J[wrcosw-dw = wesin vrhcosw; 
Sw-sinw-cosw*) = ywsinw’—fsinw’.dw; , 
Swrsinwedw m w?.coswt2fwecosw-dw. 
Fernet iſt Zinw’—=1 —cos Zw; folglich auch 
Fein w?.dw = 1 w-4sin w°cosw; 
Ser-sinw’.dw= uflw—w- cos?2w)-dw=!w?—(2w-sinZ2w-cos?w) 
= 1 w?—1 w«sin w-cosw—lcosw? **); 
Jin w’.dw = Jain w«(1-cos w?)-dw 
= fsin w-dw—fsin w-cos w?-dw = —cos wH cos w”. 


Subfituirt man nun diefe Werthe in einander und in (12. — 14.), 
fo erhält man 

16) Sydx=P-(Im-lsinwecosw-w-coswtsinw); 

17) 4* * .dx= P. ¶ -v —— 

=}°.(jw’-w?coswt+2w-sinw-wsinwecoswtcosw—2cosw*t#-]-cosw?). 

Nimmt man nun diefe Integrale nach x zwiſchen den Grenzen 0 und 
x, d. h. die Integrale nach w zwiſchen den Grenzen w’ und w” (mo w 
und w’’ gegeben find ald Werthe von w, welche mit den Werthen von x 
mittelſt der Gleichung (8.), nämlich mittel 

19) x = l.(1—.cosw) 
zufammenhängen, nad} I. Th. Analyf. $. 37.), fo hat man die Fläche V, 
d. 4. den “inhalt des Cykloidal⸗Stückes, und noch die Koordinaten⸗Werthe 
x, Yo feines Schwer» Punktes, 

Für das ganze Stüd OAO/ findet man, weil dann “=0, x’ =, 
alfo coaw’ =1 und cow” = —1, demnach wW=0 und 542 iſ, 
aus (16.— 18.) 

2) V=3r/P; 

21) Vx, = 1’, alſo = 3]; 

99 —16 


2) VYy=Pir-9, af. æ.. 


"Sollte der Schwers Punkt der ganzen Fläche O’OEO’ der homoge⸗ 
nen Cykloide gefunden werden, fo. würde fich für den Abſeiſſen⸗Werth x, 





*) Es if auch sinwecosw = }sin2w; folglich 
Srrsinw-cosw = }f(Zw)sin(2w)-d(2w), 
alfo nach (15.) | = 1(— 2wecos2w-+-sin?2w). 
**) Mir fchreiben nicht jedesmal die Fonfkanten Glieder, welche 
sermöge der Formeln eingehen, weil das um einen konſtanten Theil vermehrte 
oder verminderte integral doch immer wieder ein Sintegral derfelben Die ' 
renzial» Funktion iſt. J | 





\ % 


$.59.A.  Sthwer-Wunfti:Behtimmungen: 143 


derfelben wiederum z1 finden; der Ordinaten⸗Werth y. würde dagegen ber 
Null gleich werden, alfo daß der Schwer⸗Punkt dann in der Are OX und 
um „5 OA von O entfernt liegt. 


$. 59. 
Säwer: »Punkt von Linien im Raume, von gefrümmten Normal Sla⸗ 
chen⸗ ‚Siguren und von Normal: ‚Körpern. 

Soll der Schtver » Punkt irgend einer materiellen Normal; 
Figur gefunden werden, deren Theile im förperlihen Raume 
fich verbreiten, fo nimmt man in den allgemeinen Sormeln des 
($.56.) am beften abwechfelnd zur Momenten:Ebene die Koorbi: 
naten- Ebenen YOZ, XOZ und XOY, fo daß man abmwechfelnd 
u=s, u=y und u=z hat. Bezeichnen wir nun die Koor⸗ 
dinaten⸗Werthe des Schwer» Punftes durch x,, yo und z,, fo 
muß man in den Formeln des ($. 56.), wenn u — x ift, aud) 
uw=x, nehmen; während y, oder z, ftatt u, gefchrieben wer 
den muß, je nachdem u=y oder u=z genommen worden iſt. 

A. Für die Linie, welche durch zwei Gleichungen zwifchen 
x, y und z, oder durch zwei Gleichungen zwifchen r, ꝙ und 0 
gegeben ift, hat man dann nach ($. 53. und $. 56.) 

a) bei rechtwinklichen Koordinaten 


\ 


n 


OO. M=f. * * VIHdyrd2 dr \ vo hie Dis 
und tigkeit f, eben 
j Mxw=f . x VIFÖy HB fo auch y und 

UK, z, als gegebene 

(O) .. (My IR — f. ———— 2. dx| Funktionen v. 


x angeſehen 
M.z20, * Lz-V1+ dy, +92, 2. dx) werden. 
b) bei dem Gebrauche der Polar— Koordinaten, 
< weil dann 
x=e-+T-008p, J=rsinp-cosd md 2 r-sin y-sind 
ift, _ 
(O-- M= N. rd 
und 


B.(x—e)= S, ung neosg-Vr’-sin tr do 
(©) ... M. yo * S brerin pecos 0° y rresin p+r Orr de 
Nz.,= S, F [»rsin gain 0-Y r’-sin PH’. OpgHOrg-dO, 
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wo f, r und ꝙ als gegebene Tunftionen von 0 angefchen twerden. 

Iſt die doppelt gefrämmte Kurve homogen, fo fe 
man 1 flatt £ und das Volumen (die Länge) V flatt (der 
Maſſe) M. 

B. Sür eine frumme Normal: Fläche, welche durch eine 
Sleihung zwifchen x, y und z, ober durch eine Gleichung zwi 
fhen 0, p und r gegeben ift, hat man nach ($. 53. u. $. 56.) 

ec) bei rechtwinklichen Koordinaten 


Or uf, (SV dr) 
und " | 
M.x,= SI nal S, — —S 
0) . (Myo= un. Sn KT" 1481,°482,°.dy ix 


Bun. (JS VRRRRFE 


wo bie Dichtigfeit f, fo wie auch z als gegebene Funktionen 
von x und y. angefehen werben, während die Fläche die Gren 
sen ($. 51. II. a.) bat. 

d) Bei dem Gebrauche der Polar:Koorbinaten 
hat man 


(© u M= S, —*— S, — ).do 
und dann die Formeln (0), nämlich 


M. (x,—e) = 


M —* S, ng asp Vrsing "Hör "eig "Hör gde)- d 8 


M.yo = | 
S, url S, nat aingecond-Vrrein — „Hörg.dp)-da 


N. = 
TR ANNE 
wo 





| 
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wo dit Dichtigkeit mb auch maggegddene⸗ Funktionen von 
p und 9 angefehen warder meer de Viach. die a 
($. 51. I. b.), hat.. N 

Iſt aber die Flaͤche henoßge en / ſo Pen man 1 ſtatt and 
(dag Volumen) V .ſtatt (der Waſſe) M.«\ 

C. Für einen Normal: „Körper findet” di Ferner! 

e)' bei. 'tegtetntlihen Koordinafen: and.ben 
.Grenzen (&2 51. II. 2.) ’ 


‚(Or _M "las ul Saas 2 ay)- ‚de 


"Men- Sei IM S.. Grdr) dy]-dx 
Or MySf,, Wo Saat y:dz).dy|.dx 
Mu=f — [ S, —* S. hd): dy]- dx, ° 


wo die Dichtigkeit f: alg ‘eine Sanftion von y und 2 ragt 
if während. x, y, 7,von einander ganz —— mb; )- 
9 bei dem Gebrauche der Potar⸗ oordinaten, 
Nie Tg ur. wenn der Koͤrper ‚bie Grenzen X$. 51. TIL. b.) hat, 
(O+- = sl S. E Sr r rssing* dr). dp]. do: 
* Ile): TE EEE EHE ErE 081 Se Eee 
EL sl Sa ER, Fr re 


(DO) Ta 4: 


—— — Aria 
—* —— 


FAR [ S,. —* ß Prien sind» ——— 
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wo die DichtigkeitF als ı eine Funktion: von n;.@ un 6: „ange: 
ſahen wird, während r, p· 0 ef don: einander; ‚san ubah⸗ 
haͤngig find.—— J 

Iſt der Körper bomosen, fo daßen man 1 hatt f und v 
ſtatt M. fchreibt,.. for laͤßt ſich in (e.) und CE) bie:erfte Integration 
ausführen, weil /1-.de=z, A-dasızz; Syrdzziyn, Yardız=32° 
Arꝰ · dr jrꝰ, fr-de=irt if. Man erhält dann ion 

n. [10] 
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TV. (Of... xp, Virbn3-dr 
— az 
Vez,= (008 01-eost).f,. DEREN. 


Hat man bie halbe Umdrehungs⸗ —* im Auge uͤber der 

Ebene XOV, ſpiſt 0 0, Hrn, — bat. man aber die 
ganze Umbrehungs-Zläche im Auge, fo ik O0 und HN — 2 
zu nehmen. Im letztern Fall liegt der Schwer⸗ Punkt in der 
Dreh: ‚Üre OX ſelbſt weil nun = 0 und. = 0 gefunden 
wird, — Letzteres verſteht ſi ch jedoch auch von ſelbſt. 
I. Nimmt man zur Summation ber "Momente in derſelben 
Aufgabe bie Polar s Koordinaten, fo exhaͤlt man genau daſſelbe 
Reſultat. ft naͤmlich r—=.1rg die Steigung der fü ch drehenden 
Kurve ECMD, alſo zugleich auch die Gleichung. ber, Umbre 
hungs⸗ Flaͤche, fo. “muß. man, um den Schwer: Punkt zu. finden, 
die Formeln. ($. 59. B..d.) anivenden. Allein dasmal fi nd ꝙ 
und pl von 0 ganz "unabhängig, und man ann. daher dasmal 
die Integraͤtion nach 9 zuerſt vornehmen (nach 1. Th. Analyf. 
$$. 38. 40.). — Dodurch erhaͤlt man aber 


« 806 V> — ‚Treinp: Vr Pr dp 
und 
—E (01-91 S.. „Pieing .cosp-Vr’+örz? dp 
(O).- (V-Jo=(ein 0"'-sin 0") Sa. rrsing?.V rn dp 
N" V. lead. | r sing 2. yrP +örg? .dp. 


II. Will man den Schwer. Punfı des Umdrehungs⸗Koͤr⸗ 
pers finden, der dadurch entſteht, daß die Figur ABDMC (Sig. 
18., in welcher AC and BD auf OX ſenkrecht ſichen) ſich um 


*) Die beiden erfern lieler 4 Bleidung eben. % von ben, Gren⸗ 
Werthen 0° und 9 ganz unabhängig, ſo daß x, denfelben Werth behält, 
es mögen 6’ und 6° die Werthe O und = oder 27 oder’ irgend andere 
Werthe annehmen. Die beiden letzteren Gleichungen dagegen zeigen, daß 
das Verhältniß ya:zo bloß von den Grenzen 0’ und 6” allein abhängt: '- 


S 
° ve 
° 
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OEM (00-0). —E —— — u 


Mix-e)= ' vo. . . a 
(01-61) J: PRER CL.) 2.00 Sun f-r°.dr)- dp 
. | My, = 0. J 
OD Gin lin G. Si: ln dei 
Mz,= on _ u 


(cos0'-cos N: Na (sin or . fer? dr)· dy, u 


aus’ welchen Steigungen wiederum havorgtht, daB das Ver⸗ 
haͤltniß yorz, von ben Grenzen 0! und qu ganz: allein, daß 
aber. x. non benfelben Grenzen 9/ and. gu gar, nicht: abhängt... 
Hat man den halben Umdrehungs «Körber uͤber KOY: im 
Auge (mir er von den zu gl und. gl gehörigen. ſenkrechten Ke— 
gel: Slächen oberhalb XOV begrenzt wird), fo iſt 0, mm 
alfo 9" —0 en, int! — nt, cos! — eos! —2. 
Hat man aber ben ganzen. Umdtihungs⸗ Körper” Ciwiſchen 
den su ꝙ! und ꝙ gehörigen ſenkrechten Kegel⸗ Flaͤchen) Im Auge; 
fo wird d’=0, —E 2, alſo 01-01 = 2, sin öli-sin 0) 0, 
c08s0!—cos0!!=0; daher iſt dann nicht. bloß ——— ſondern 


auch 20S O; und man hat un 
(GO, . M=znift | Spenge, „bet ‚a tr . \ 
(Ol) M- 6 ef. „(sing-rosg S fer? .dr) den: 
Waͤre der Körper: nech übrebies-hamagenu.l. eine mann: 
(ORG 
KO)“ Velz,—e) un: PR the . 
Zu den ‚Umdrehung: Körpern gehört" unter, ander" N EN 


sa 217 


D ber ſenkrechte Kegel, indem man . Y=bx nimint 


ee, 


2) der fenfrechte: Eylinder, indem · man ya hat, an: nd 
3) die’ Kugel, indem iän 'y == vr u si nitnit / wo dann 


Jen ur 


„ber Radius der Kugel wird. Fe " 
F Ihr Beifpiel.: Den Gans wunti einer Bamagenen Ser 
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nen⸗ Oberſache au finden, durch {gel parallele vom Mittel e Pnnkt 
O um x’ und x’ entfernte Ebenen abgeſchnitten wird. 
Iſt 1 der Radius der Kugel, fo ift die Gleichung des umdrehungs⸗ 


Kreiſes 
5* VFS. ER u Tor 

‘ 2 L_ 1 ; 

alfo = ur Virs>, = = 


folglich ‚gehen die Formeln LC. O. )⸗ wenn noch 0.9 und 07 = 2% 


genommen wird, A 
V All" x) nk 
ud .. a 3 5. .V⸗x, == == æl · ¶xꝰ - I 
folglich eg tee”), 


d,. bi: der Säner- Pant liegt. gerade, in ber. Mitte der Axe dieſer Kugel⸗ 
one * 
* zei Beiſpiel. "Den Schwer: Punkt des homogenen Korpers zu 
findender entſteht, wenn ſich ein Sektor OAC TFig. 13.) am den einen 
— OX- herumdreht. Dieſer Korper wird gewähnlich Kugel⸗Sektor ges 
nann 
"Gesrände man bie Pelat · Koordinaten, fo it die Steicuing der Kur 
gel; Flache, die den Studie den, | 
u“ :r=| - 
34 vr Wintel — 6, ft noch 9. = ge: =a, ‚und, dent ı man 
fih den | „ganzen Umdrehungs⸗ Körper, fo if ger: — = 0 und 6" = 2x u 
nehmen! Außerdem iſt 1 ſtatt fund Vſtatt M zu fegen, und die Formein 
&. 80:1: O gehen in die tdz Os: DufeioR)-äben, nur daß 1 fast ei 
ceſetzt: werden: iuß. Weil aber 2 BET 
fiing-dg = — cosp und sin grcosprdg = = tag. 
it, fo geben diefe Formeln ($. 60. IV. und G.): 
aa ae ab Vz 35P. s ) Ey 3aPrsinhi? 
und Von 3 = J 008%) = Inltsina® = . in uꝰ ‚cojer;” 


folglich SHELL, weht. m. aha; - J 


d. h. ber Ein oan ia: Inder Mitte der: Höhe des Andelr&eg- 
ments, welches deuſelben Minkel 2a dagegen nur ZI sum Mabiug hat **). 


Cyrgeydrı. gt ao ie um ee 
*) Died Reſultat ii die Kugel⸗Zone konnte man (wie für den Ey 
linder⸗Mantel) bloß, en AUmſtande folgern,. daß die Kugel⸗Zone burch 
Ebenen, welche auf O kredit fiehen, übrigend ‚sleih weit ‚von einander 


were, 


ſich anendlich siehe fotche Ebenen. gelngt denten «Kinn. ' 

1.7) Weiß man, daß ber Shwer⸗Punkt einer; Soramibe:in in: er ainie 
liei, welche die Spitze mit dem ee der. Grundfläche, verbindet, 
und zwar um 3 derfelben von der Spitze ab; fo Farin man filh diefen Kur 
vxel⸗Sektoer in —8 viele Pyramidchen ver denen, deren Sthwer⸗ 





SEO.IV) . hwerPunkiiBrfiienuungen. A— 


ee IT. Me log zen 
und. u ‘, 


Mix—e)= 9* 
(00· „(einyprcoep f· rꝰ.dr)· dp 
. JMy, = \ J 
G.· . Gin Blind. tft zu de: . 
Mz= . | u 


(cos0'—cos N: Na (ein gt SS. „er dr).dp, \ 


aus welchen Steigungen wiederum havorgtht, daß DEE Ver⸗ 
haͤltniß y0320 von den Grenzen 0! und u ganz allein, daß 
aber, x,. non denſelben Grenzen 6 / und OU. gar nicht abhaͤngt. 
Haͤt man den halben Umdrehungs⸗Koͤrber uͤber XOV. ia 
Auge (mir er von den zu g! und g" gehörigen ſenkrechten Re 
gel: Slächen oberhalb XOY begrenzt wird), fo ift = 0, 0m 
alſo H"—O!=n, sind! — int! 0, cos0!— cos! —2. 
Hat man aber ben’ ganzen Umdrhungs⸗ Körper (wiſchen 
den zu ꝙ und ꝙ gehörigen ſenkrechten ‚Kegel: Flaͤchen) Im Auge; 
fü wird: M=0, 6 2 alle HN: sin Oli-sin dl mo, 
cos6!-cos0"!=0; daher iſt dann nicht bloß o, ſondern 
auch z,=0; und man hat En 


(TG) wu "M= — Ken. pres an dp in | u 
(Ol), M- ee * (sin ꝙ· cos ꝙ San f-r2.dr). * 
Waͤre dar. Firpen noch übgrbied-omagenufp: ai. mag ⸗ 
det 0 0: Va N ig B ch 7725 ra 
Od Va -ITf,. ———— de... . 
Zu den Umdrehungs —— gehört! unt r ‚anbern 


DD de ſenkrechte Kegel, indem many * x nimimf,.. J F 
2) der ſenkrechte Eylinder, indem -mahı ya a. batj. Ey 7 


> 3) die Kugel, indem man y= yp= x niumt/ wo dann R 


der Radius der Kugel‘ wird. . 
F Its Beifpiel. : Den Sans Punkt einer Yamagenen Rusd-ärr 


wa Sunktufefter Körpers NEL 6. 00. . 


nen Dberßche, au finden, durch Imel parallele: vom Mittel⸗ Punkt 
O um x’ und x’ enffernte Ebenen abgefchritten wird. 
Iſt 1 der Radius der Kugel, fo ift bie Gleichung des Umdrehungs⸗ 


Kreiſes 
alſo H,= Bar vr +2 = * 2 
folglich geben die Forineln (I. C. O. Ir mern noch 0.9 und 07 — 2x 
genommen wird, \ I 

| Velkktn) e N 
MD nn. ° Veen ala), Ä 
folglich tg = Year), 


d. bh: de Schwer Punkt. liegt. gerade, in ber. Mitte der Axe dieſer Kugel⸗ 

one * 

"gern Beiſpiel. "Den Schwer Punkt dei homogenen Korpers ie 
finden⸗der entſteht, wenn ſich ein Sektor OAC Fig. 13.) uni den einen 
Radius OX- bernmbrebt: ‚Disfer Körper wird gewöhnlich Kugel⸗Sektor ge 
nannt. 

"Gebräuche | man die wilar / Koordinaten, fo ik die Steichuing der Ku⸗ 
gel: Slädje, die den Redius 1 dei | 

_. BR r®=L - - 
a: ud Winkel, 100- =o, fo fl nd = 0, 9; u, , un, denkt man 
ſich den „ganzen Umprehungg + Körper, fo iſt noch 60 un —X —22 u 
nehmen.’ Außerdem · iſt 1 ſtatt Fund V flatt Min Feen, und die Formeln 
G60. MVe MO gehen in die td ©: daſelot) gben nur daß 1 ſtatt r 
wxeſetzt; werden Binß. Weilaber ins J— — 

Ssing-dp = — cosꝙ und Ssing: Cop do. = —tanp 
it, fo geben Di Sormeln ($. 60. IV. G’und 05): 
V. = IaPellLmcosa) =.3rPrsinda? 

und Vo = —** 0082) = Iltsine? = nl*sinya? —2 


folgtich Mer =. re] = 


d. h. ber‘ Sonde ia ider Mitte der: Höhe ded Kugel⸗Seg 
ments, welches denfejben Minkel 20 dagegen nur il sum Radius bat **). 


dr ae 2 .8 un ie „. 
*) Dies Kefultat für die RugelsZone-Fonnte' man (wie für den Ey 
linder-Mantel): bloß, aus dem Umſtande fplgern,. daß die Rugel-Zone burg 
Ebenen, wilde auf — fen! recht fiehen, üb tigend ‚glei meit son einander 
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fichranendlich Wehe folche Ebenen. gelet doenken EKamn. 

7) Meiß man, daß ber Schwer «Punkt, einer; Poremide: in der Linie 
Hegt, welche die Spige mit dem SchwersPunkt der. Grundfläche verbindet, 
und zwar um 3 derfelben von der Spige ab; fo Farin man ſich diefen Kur 
wi Betr in —* viele Pyramidchen vis deifen, deren Schwer 
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gtes Beiſpiet. Den Dchner⸗waner einer domovonen tewerl che⸗ 
Kugel⸗Zone zu finden. 

. Gebraucht man: ſenkrechte wvrdiaten— fo dat man als Steigung der 
Erteugungd» Surse ber Aug 


” 


'—= VP-r; re re +5 Be 
wenn I ber Radius derſelben ik. Alſo it 7 Zus 
Six ? m = = yet x2): dx = wg: 153; ‘ ze) Kur 5 


S- vy = = fi B_r).d«— = 27 Dir. 
‚Sie Gleichungen * so. I. Cund ©) geben daher, wenn man noch 


"md * I nimmt, für ben körperlichen ſugel/ Abſchuit, der vom 
Mittel⸗Punkt um x abliegt, *.: 


0. v= all) — 
2) V- = ia(l-2)}. dit), Ä 
folglich 
f 1 2 2 1a 
‚3) y= fl fr *) on 
gür die, Pörperliche Halb Kugel ir ı= 0, und man erhalt für fi ie - i 
= 21; ° 


d. h. ber Schwer Punkt der Hompgenen Halb: Kugel f um; des‘ ui 
vom Mittel Punfte derfelben' entfernt. - 

45 Heifpiel. Den Schwer» Punkt ber homogenen Ftäche und 
des homogenen Körpers eines Kugel⸗Zweiecks zu finden. 

Gebraucht man Polar⸗Koordinaten, fe hat man zunächft in den gor⸗ 
meln ($. 60. AL C und O), in denen g‘ und 2" von 6 sariz unabhängig 
gedacht He. 

5 Tel, = Ver, a; 
folglich. eben diefelben, wenn man e = 0 ſetzt, y h. wenn man die Wo⸗ 
menten⸗Ebene XOZ durch den Mittel⸗Punkt O der Kugel gehen läßt, 
(0) .. V= (6-6").(cos p'-cos pP; 





d 
un | V:x, = (69-9 )rlcos 2p' asp )-P 5. 
(O)  V: Meer Kein 6° —5in 6°)-[(p"-P)4(siR 2g-sin 29°‘) |)? 
(Ve 4(cos#—08 9% Tg" 5) PS 


wo V ber Inhalt ei eines durch ir mei Ebenen und u iwei ſenkrechte Rs 





Punkte danıı alle in einer zweiten Bugitzätäche liegen, welche den Radius 
Il hat. Der Schwer⸗Punkt der letztern Fläche ſau⸗ baun a dem Schwer⸗ 
Punkt bes. erſtern Sektors sufommen, far 13 
und aus "einem Kegel beſteht, fo fann man, wenn bie Schwer-Pimtte, jiveier 
diefer drei Körper gegeben find, nach ($. 55. 5.1) alleinl ſozleich ben Se 
Punkt des dritten finden. > abet. ni 


— 
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geirSlächen begrengten "Städt der Augelnlerfkäche ih wihrend x... yo * 
die drei Koordinaten⸗ Werthe ſeines Samer- Punktes ſind 

.Mimmt man nun 9’ 0.und 9“ arn, ſo wird. V die Oberfläche 
eines Kugel⸗Zweiecks, welches von den beiden durch OX hindurchgehenden 
Ebenen, die unter ſich den Winkel 8-9 machen, begrenzt wird. Nimmt 
man diefen Winfel = a, und legt man die: Ebene YOZ fo, daß der Win 
Tel « durch fie gerade halbirt wird, fo bat. ven 

Hz = In—ja, 9 ii imtie,. 

und Die vorfehenben m *2*0 geben, nun für den Schwer Punkt dieſes 
Lugel ⸗ Zweiecks 3 z Ä 


vs di» un N . 


0, „0 und ei : 


Sucht man dagegen den "Schwer Puntt von korzerlichen Normal⸗ 
Stücken der Kugel, welche die Grenzen ($. 51. II. b.) haben, jedoch um | 
ter der hier gemachten fpesiellen Worausfegung, daß die Grenz⸗Werthe 4 
und 9 von 9 unabhängig find,,fo muß man die Sormeln- ($. 60. IV. ( 
und O) anwenden (indem man 1 ſtatt £, und V flatt M fchreibt,, weil wir 
homogene Körper-Stücen vorausfegen), und man erhält, weil jetzt r”=] 
und jede = sr, fd = Ir, Ssing- g= me. - 

 Sting-cosg- «de lciꝛe. Sing dy * pP - sin 29, 
aquch e.=0 iſt, un). . ur ir ie 
(Or Ve Kau-an) (eos — * xr 
ad - 
nn Eu a7 ne (6 —5'). (c0s29 082g ).18 oo. 
(O)-+ V. —— —E— r 
Vz= 3(cos,0‘-—os a"). Lg‘ —p)-1ein2p"-in2p) «lt, 


aug welchen Formeln dahn auch der Schwer Pınft des Fürperlichen Ku 
gel» Zieiecht hervorgeht indem man 'g’ =0 und = a nimmt. 


68. 

Die Strdiniſcheesel. 
"ont den umdrehungs⸗ Blächen. int Körpern bemerft man 
leicht noch Folgendes: | 
I. Dreht ſich die ebene Figur ACMDB (Fig. 18. 3, in wel 
cher CA und BD ſenkrecht auf OX fiehen, um, die. Axe OX 
herum, und .hat- fie einen. Flaͤchen⸗Winkel &, der Schwer » Punkt 
des homogen gedachten Bogend CMD alfe den Bogen (ober 

Weg) a⸗. ys beſchrieben j wenn yõ der Abſtand dieſes Schwar⸗ 
Punktes von ber Dreh: -Uge 0X it, ſo wird alleinal | | 
ber Slächen: ‚Anhalt der befchriebenen UmdsehungdrSläche ge 
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funden, wennimansbie vaͤnge: ber Kurve. Car mi ka 
Mege ihres Schwer⸗Punites multiplizirt *. 
Denn Nach:: ( 38) har’ man, went‘ die Lange der Kurbe Sun J— ver 
deiner nipda.updneun. OA,rex‘, OB an,“ gefentwigd:: 
en - Ly Sau: „VIE ade E Im 


Hulziplig —E dieſe Eleichung mit fo hat man. rechts nach 6o 

& Q:den Inhglt der UmpzehungssSläghe, während links L Mit -ys,. d.h 

* Singe Dun Kur. mit dem Wege. ihres Schmer⸗ Munktes meist er⸗ 
int... te ern, 


u. Drebt fi ch, wenn FCH (Sig: 18.) eine: videite: Ruriı 
iſt, deren! Gleichung Ye Y, ſeyn mag / die ! Figur CGHDMC 
umbie Axe OX!und beſchteibt ſie den Wintetc, ſo Wied 
der Inhalt bes beſchriebenti Koͤrpers gefunden" wenn man 

den Inhalt!eder beſchreibenden Flaͤche mit bem Wege ihres 
Schwer⸗ ⸗Punbtes multiplizirt. 

Denn, if Vider Indbalt ‚Dat Bläche -CGHDMO, ud ; Yo ber, un 
ihres Schmer⸗Puuktes von OX,. fo hat man nad) 4$. 58.). 4 
ee 
Multiplizirt man aber diefe Gleichung mit «, fo erhält man: reehts noch 
($. 60. ;UH1..g') den Ithalt ded HohlsKürpers.-(indem man den ganzen 


"Er 4. 12! - 


Körper nd “beffen. Kern noch $. 60. UL, F berechnet ind dann) Beide von 
ginander ſubtrahitt), Mähren LinEs der Inhalt Vmit dem Wege des Schwet⸗ 
Punktes, nämlich mit usyo. multiplizirt erſcheint. 


Es iſt ſehr leicht, ‚aus ;biefem; Beweiſe auch abzunehmen, daß 
ber Sa noch gilt, wennidie ſich drehende Zläche Feine: Now 
— I fonberh "eine: ganz bekebig Begteme f — 


3. 


gleich iR dem Sefammt- —— der Ordinate des Schwer: 
Punktes Pey gangen. Flaͤche multipläitt > 

HT: Dieſer⸗Satz, der igemährilih die ee Krıgd 
genannt wird, läßt ſich auch noch mehr verallgemeinern. Be⸗ 
wegt ſich nämlich eine beliebige SIEHE ganz beliebig, doch ſo baß 
Nie immer auf’ßer geraden, oder elüfgch odar dop⸗ 
peltigetetnmt en Linie, Dig, tinen, ihrer, Punkte, bee 
ſchreibt, fentrecht bleibt, und daß zugkeich.alte: ibre 
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Punkfte aͤhnloche Kursen -Cober lauter mit einander paral⸗ 
Yele Gerade) beſchreiben, ſo wird allemal 2 
der Inhalt des beſchriebenen Körpers gefunden... wenn. man 
den Inhalt vr Fläche uk dem ige ihtes Schwer⸗ Punktes 
multiplizirt. 
Denn jede krumme Linie fann man aus unendlich vielen unendliqh⸗ 
Heinm Kreisbvgen beſtehend ſich denken; Ulſo finder der Satz XI.) „unenb⸗ 
Lich: oft ſtate; und denkt man ſich zuletzt alle dieſe Gleichungen adbirt, ſo 


erhält man dieſen allzemeinern Satz. — Veſchreibt endlich jeder Punkt ges 
rade Linien, ſo verſteht ſich der Sm aus der Lehre vom Prisma oder um 


slgesneinen. Splörder von ſelbſt. RIND: 

=. Dit: Sag (HI.). hört daher auf wahr w. fon. ſobald die 
um Beweis nothwendige Bedingung. nicht mehr exiſtirt, nämlich 
pogmn der ganze befchriebene Körper. nicht mehr bie ‚Summe 
aller, der nuendlich vielen unendlich: «Keinen, Körper. ſeyn ſollte. 


Anmerk. Die Guͤldiniſche Regel in (AL) iſt für den 
Praͤktiker manchmal von großer Wichtigkeit, zuweilen um ben In 
halt der Körper zu finden,‘ manchmal auch, um ber Schwer 
Punkt einer Fläche zu finden. Einige Beiſpiele moͤgen ſi ie dahe 
Roc) erörteen. : in. it 
“ Aſtes Beiſ piel. Ein bei A nechtwiſtlichei Dreiea CAB ($ig. 19.) 
drehe fi) um CA und befchreibt den Regel, deffen Inhalt = HÄC-AB*s 
iſt; der’ Inhalt des Dreiecks ift ZAC-AB; der Weg ihres Söwer-Puntie 
= in. "703 folglich bat man nach der Büldinifchen Negel 

ImzenjAc- AB JAC-AB.. 2 na 
woran... wu ar. ty.eaAB . 5 ü 
* Der Sam- Punkt des rechtwinklichen Optics: ABC Kg 
alſo um JAB von, AC.ab,. und aus demfelben. Grunde auch um 340 son 
AB ab; wodurch .er völlig beſtimmt iſt. 

gtes Beiſpiel E⸗ sie om (Sig. 20.) eine durch die Sleichaus 
4. gm = pr 7. 
gegebene Parabel. Sind X Yo bie Kosrbinaienerthe de ESquer⸗pari⸗ 
tes der iäche OPN, währeno OP = x if, fo. ſudi mag. nach (6. 56) 

Fläche OPM =. ai ze sy: er 
u. oo. BE 2 > Fe Jo. y. 
Dreht „UM biefe, Fläche OPM, um -OX. rings, herum, f ik. der WB 
ihres S wer Punktes = InXiy= ! oe y; und diefer mit dem Inhalt der 
Fläche 3xy multipliirt, giebt, im „ ober latx für vn it des um 
Vrehungds Paraboloids⸗ } De 
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Solgende Betrachtungen‘ eignen fi 4 pn bay in: vielen A SAL, 
fen die Anffuchung ber Schwer» Yunfte, von Körpern ober. mas 
teriellen Oberflächen zu erleichtern. — Gegen wir dabei homo. 
gene‘ "Körper oder Oberflaͤchen votaus. u. 

1. Man denfe ſich den ‘Körper durch lauter, unendlich nahe 
an einander liegende parallele Ebenen in unendlich viele Schei⸗ 
ben zertheilt, und ſenkrecht auf dieſe Scheiben eine Gerade OX, 
welche als Abſciſſen⸗-Axe genommen werden mag. Iſt dann 
der Duerfehnitt, dx bie Dicke alfo w,.dx der Inhalt einer folchen 
am End: Punkte der Abfeiffe x liegenden Scheibe, und iſt V. dee 
Inhalt des ganzen Koͤrpers, ſo wie x; die mit OX parallele 
oder auf ber OX genommene Abſciſſe lenct Schwer; Punktes 
ſo iſt allemal on 
. Ort vers. BR, Wei 
und (O).- vr, = S.- pe .dx,; 


wenn nur x und x’ bie Abſeiſſen⸗ Werthe der’ auf OX ſetreh 
ten Grenze Ebenen dieſes Körpers find. | 

Kann man aber ben Körper von drelen Richtungen her in 
ſolche Scheiben zerlegen, fo bekomnit man drei ſolche x,, welche 
die Abſtaͤnde des Schwer⸗-Punkts von dreien Ebenen feſtſtellen. 

Dieſelben Gleichungen (C und ©) gelten aber auch noch, 
wenn von dem Schwer: Punkte und dem Inhalte einer Ober: 
fläche die Rede ift, fobald nur w,.dx die Dberfläche der 
am End-Punfte der Abſciſſe x liegenden unendlich dünnen Scheibe 
vorſtellt. 


tes Beiſpiel. Denkt man ſich einen Umbrehungs Körper, welcher 
dadurch ensfebt, daß bie durch die Gleichung 


y = Yx . . 
gegebene Kurse fi fi) um die Axe OX dreht, während bie . Drehung nicht 


rings herum geht, fondern nur den Flächen⸗Winkel « befchreibt, fo ift jede 
Scheibe als ein allgemeiner Cylinder anzufehen, deſſen Brundfläde 


y,‚= 200N,” ’ 
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deffen Höhe dx, deſſen Inhalt y,-dx alfo = ja-p,rdz if. Die Gleis 
Gunsen (C und ©) geben daher. für diefen Körper 
V.⸗ —— ‚x dx und, V.x. = auf, J * „dx, 

int deshalb behält x, immer denſelben Werth, e mag u größer oder klei⸗ 
ner, entweder = 'n.oder. == 2n ſeyn. 

yes Beifpiel. Hätte mon aber die Bramuıe Dberläde diefes Drei 
Körpers im Auge, fo hätte man die Oberfläche der unendlich dünnen Scheibe, 
welche am End» Punkte der Abfeilfe x liegt, 


= a 9 «V1- Fr -dx *); 
und daher ik dann 
= «-f9,-V + dx und "Ver, = u — yr 2 «dx, 


"Die Refultate dieſes und des Beifpies . ) Foniien aber genau mil 
Derien des ($. 60.) überein. 

‚zes. Beifpiel: Hätte man einen beliebigen Kegel‘ wer eine beliebig 
Pyramide (fenkrecht, gleichfeitig oder fchief) und Jegte man durch die Spike 
© die auf die Örundfläche fenkrechte OX, fo verhalten ſich die auf OX 
fentrechten Durchfchnitte wie die Quadrate der fenkrechten Abflände derfe: 
ben von der Spitze O. — Alſo iſt der nir Abſeiſſe x gehörige. Querſchnitt 
y„=mz, x —0, x der Höbe ber ganzen Pyramide oder des gan 
zen Kegeld; und man bat: m 


Vf. mx’ de = dmzta ). 


s 
Lj 


flaſich 


und met, 


uf, made =. Im· x⸗n 


d. h. die ſenkrechte Entfernung des Schwer, Punktes von ı ber Grundfläde 

if allemal 4 der Höhe. | 
Ates Heifpiel. Hätte man die Dberfläche dieſes Regels oder bier 

fer Pyramide im Age (ohne die Grundfläche), fo verhalten fich Die Um 

fänge der auf OX fenfrechten. Dusxfchnitge, wie die bloßen fenkrechten Ab⸗ 

ſtande derſelben won der Spige O. Alfo hat man dann. bloß. . 

Yx mx; 
und daher 


*) Wäre die Drehung rings herum erfolgt, fo könnte man die Ober⸗ 
fläche der Scheibe als die eines abgefürsten Kegels anfehen, deren inhalt 
man erhält, wenn man den Umfang des’ mittleren Durchſchnitts 2ny, mit 


der Seite Yi-+-dp,? multipligirt. Unfere 'hier oben gedachte Flunme Ober 
fläche dieſer Scheibe iſt gber nur ber * Theil von dieſem fs eben ermähas 
ten Produkt. 
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arm  Yy — nix: —22 Intel u in was yıt 
Er Sr — —* ey Ste ri A mie 2 
. md ’ bs, ” 
' u3 x — .x" ... bare 
V.2 = I. n«X "dx — ee — 
— FR , 4 rg 3 


d. pö die lenkrechte Entfernung - des Schwer» Punktes eines Kegel» Dante 
oder. einer ppramibalifchen Oberfläche von der Grundfläche if allemal ; „der 


Höhe-*). 

“ I. Biegen ‚Sie: Schwer⸗Pimkte aller- biefer Scheiben in "Aner 
und derſelben Geraden, welehe. min der: Querſchnitten Den belle: 
bigen Winkel $ macht, ſo kann ‚man ad) diefe Gerade zur Are 
OX nehmen, bat dann, wenn ber Inhalt des Querſchnitts am 
Erde: det‘ Abſciſſe x durch v, bejeichtiet teird, ben Inhale Br 


Scheibe 12 dxesind ind gitege m 


Or. VER 
und a Yın, == sind-f,,., R * Wdx, N 5 oe, ” 
wodurch be Schwer + Punkt des —* ſogleich völlig be: 
ſtimmt iſt. re tn ja 


Diefe Rechnung auf das Beiſpiel (3. der L) angewanbt, giebt fogteich 
das Nefultat, daß der Schwer⸗Punkt des Stegeld oder der Pyramide in der 
Schwer⸗Linie liegt, welche. durch ben Schwer Pimkt der Grundflähe und 


1) Die Reſultate in den Beiſpielen (3. und 4) gelten Hattirlich auch 
noch- für beliebige Stücken eines beliebigen Keyeks,' welche durch ‘beliebige 
durch feine Spige gelegte Ebenen oder wieder durch‘ Kegel⸗ Flächen 
ausgefchnitten werden; d. b. fie gelten fo lange als, die Flächen der Quer⸗ 


‚fehnitte ſich mie die Quadrate ihrer Abftände von ber. Spitze O, und die 


Umfänge fich mie diefe Abftände felbft verhalten. — $ür die vreifeitige Py⸗ 
ramide folgt das Reſultat im (Beiſpiel 3.). auchenoch aus elementar⸗ geo⸗ 
metriſchen Betrachtungen. Nimmt man nämlich 2 der, Grenzs Dreiede, 
halbirt die Gerade, in welcher ſie zuſammenſtoßen, zieht in jedem aus die⸗ 
fen‘ Halbirungs Punkte ER nach der gegenüber liegenden Spitze S und S 


"diefer Dreiecke die Geraden HS und HS’ und: nimmt man auf jeder der: 


felben die Punkte P, P’ fo an, daß HP=!HS und HP’ =!NS’ if, fü 
find P und P’ die Schwer Yunfte dieſer Dreiede. Zieht man nun,aus 
diefen Schwer⸗Punkten P und P’ nach den gegenüber liegenden Ecken S” 
S. der Pyramide die Geraden PS’ und PS. .fo . fchueiden fich - Diefe mn 
dem Schwer Punkt der Pyramide. ſelbſt, und die ähnlichen Dreiecke, welche 
ſich hier gebildet, zeigen, daß ber Schner⸗Vuntt: in der Sqhwer- Linie ps’ 
um 4 von P abliegt. warn 


® f 
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durch die Spige bindurchgebt,.. und dabei um 3 Der Länge derfelben von 
der Spitze, alfo mm 4 ihrer Länge von dem Schwer: Punkte bee Grund⸗ 
fläche abſteht. 

II. Bei einem durch Umdrehung’ der Linke 9* * y um die 
Are OX entſtandenen Umdrehungs⸗ Körper, der aber von zwei 
durch die Are OX gelegten Ebenen, die unter ſich den Winkel 
bilden, begrenzt iſt, beſchreibt jede Ordinate y der Kurve ei: 
nen Ses · Sate deſſen Schwer⸗Punkt von OX um 
singe 


w — 33 
W z9— Jee 


abfteht.. Sie Schwer: Punkte aller dieſer Sektoren liegen al 


in der durch biefe Gleichung gegebenen Linie, und dba der u 
halt diefer Sektoren = za-y,”, alfo der Inhalt der Scheiben 
— 1o-y ?.dx ift, fo if, wenn man den Abſtand des Schwer: 
Punktes bes ganzen undtehunge— Koͤrpers von der Are OX durch 
y’; bezeichnet, nicht hloß eo: 
V=i« Sarzs nn Y,”.dx, fondern auch Veyl=teinianfp, 8.dz, 

’ us nina Sand y,.-dx 
woraus Jazz je 'f. yorde 
ſich ergiebt, während ſich von ſelbſt verficht, daß der Schwer: 
Punkt in der Ebene liest, welche durch OX hindurchgeht, und 
alle Sektoren halbirt. 2 

Dieſes vollendet „aber die Schwer: Ppunlts— Beſtimmung im 
(Beiſpiel 1. zu IL). 

IV. Hat man son demfelben Körper bie. krumm Dberfläck 
im Auge, fo befchreibt der. End: Punke einer jeden Orbinate y, 


ber Erzeugungs⸗ Kurve einen Kreisbogen, deſſen Schwer « Punlt 
von ox um * mie ·y. abliegt. Die Laͤnge des Bogens 
ift dabei = a-y,, —* die Oberflaͤche der Scheibe von der 
Dicke ds, = ap, -Vi+-dy 2.dx. Wird daher der Abſtand dei 


Schwer: Punktes der Oberfläche von OX durch y’, bezeichnet, 
fo bat man nicht nur, wie im (Beifpiel 2. zu I.) 





\ 





V. 





— 


x 
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Vo N de) 14-9 dx, 


fondern aud) noch 


Vy, = 2.sinzuf de V +9y ?.dx. 
Da man nun weiß, baß ber Schwer⸗Punkt in der Ebene legt; 


welche durch OX hindurchgeht und alle diefe Bogen halbirt, fo 


ift hierdurch und durch das Nefultat im Beifpiel (2. zu L) der 
Schwer- Punkt der Oberfläche völlig beftimmt. 

Dies alled ſtimmt aber mit ben Nefultaten bes ($. 60.) ge 
nau überein. | 

Anmerk. 1. Ganz analoge Säge gelten natürlich auch für 
ebene Figuren. Werden biefe durch parallele und gleichweit ab» 
ſtehende gerade Linien in Stücen zerlegt, und denft man fich 
eine Gerade OX fenfrecht auf diefe Parallelen, fo ift, wenn V den 
inhalt diefer Fläche: bezeichnet (deren äußerfie Grenzen ebenfalls 
Gerade, mit den parallelen Theilungs-Linien felbft wieder parallele 
Linien find), wenn ferner OX ald Are der x genommen wird, 


9, die Länge der zu der Abſciſſe x gehörigen Parallele iſt, und 


wenn die Grenz⸗Linien der Flaͤche V durch bie Abſciſſen⸗Werthe 
x und x’! beſtimmt werden, 
(O ... V — p dx 


xx 


und (MO) · . V.x —⸗ * We p,.ds, 
woraus x, gefunden wird. 

Auf diefem Wege könnte man den Schwer» Punkt eines Dreiect noch 
einmal finden, aber auch den Schwer⸗Punkt eines durch eine beliebige 
Sehne abgeſchnittenen Stückes einer Parabel, Ellipſe oder Hyperbel, oder 
irgend einer anderen Kurve. 

Anmerk. 2. Für irreguläre Körper findet man in der Pras 
xis den Schwer⸗Punkt oft dadurch, daß man ihn auf einer ſchar⸗ 
fen Kante in dreien verfchiebenen Lagen ſchweben läßt, und da- 
Durch drei (vertifal) Schwer-Ebenen befommt (d. 5. Ebe⸗ 
nen in denen der Schwer-Punft Tiegen muß), deren Durchſchnitts⸗ 
Punkt dann der gefuchte Schwer⸗Punkt iſt. 

Auch haͤngt man wohl den Körper an verſchieden ange: 

IL [1] | 
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Beachten Fäden auf, um in ben Verlaͤngerungen dieſer Faͤden 
Schwer - Linien zu haben, deren Durchfchnitt der Schmer : Punkt 
feyn muß. \ 

Endlich fehließt man auch von dem Schwer⸗Punkt eines Flei- 
nern Modells auf die Lage des Schtwer-Punfts des (größern) 
Originals. 


Zum Schluſſe noch einige Uebungs⸗Beiſpiele für die 
Berechnung der SchwerPunkte homogener Linien 
Flächen oder Körper. 


1) Der Schwers Punkt des Umfanges eines Dreiecks, deffen Seiten 

a, b, c find, ſteht von diefen Seiten fenkrecht ab, bezüglich um 
© 0 Bay, Dr und SZEF 
sa sb sc. 

wenn s ber Umfang und F der Anhalt des Dreieds if. 

3) ft in der Parabel (Fig. 20.) OP=x, PN=yumd ?=p, 
und bedeutet = die Länge des Bogens OM, fo wie x. und 'y. die Koordi⸗ 
nagen« Werthe feines Schwer Punktes, fo findet man 


V 3 
.- LURF Hp ER 





und | no y(P-+4y)—p’s, _ (+4? —p? 
| 16p?.s » yo ps 
3) Iſt dagegen OM (ig. 20.) der Bogen, der durch die Gleichung 
yp= dar?) 
gegebenen Hyperbel, fo findet fih, wenn a?-+-b? == p? gefetst wird, 
y ee |. 


Je = 


dl es 5, 88 , Platz) Varb*r2apix+p’r® 


während der Bogen s ſelbſt gegeben if durch die elliptifche Tranſcendente 


— a. 
| * — ar) er 
und durch Reihen ober mittel Tabellen ausgewerthet wird. 


4) Iſt OM (Sig. 20.) der Bogen einer Ellipfe, welche durch di 
Gleichung 
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yo a2) ) 
gegeben iſt, fo ſindet fi) dagegen, wenn a’ —b? = p? gefegt wird/, 
— ver p sin | 
y= 
a Me ne Terre b®  _Varbr-Abp’xtpiX. b’-2bp’xtp'x3— p(b-x 
—A a°b ahp’xtp'zH log b (*-p) 
während der Bogen s felbfi wieder gegeben if durch die elllytiſche Trans - 


feendente 
= af Ver). dy. 


Setzt man x=a, y=b, fo bekommt man den Schwer⸗Punkt des ellip⸗ 
tifhen Bogen: Quadranten. . 
5) Sf OM (Sig. 20.) eine Kurve, welche, wenn Ol =s, OP =x 
und PM =y gefegt wird, wi die Gleichung 
=) 
gegeben ſeyn mag, fo finden fr die Koordinaten RBertbe Xo, Yo dei Schwer. 
Punktes diefed Bogen? OM = s fo: 


n=i@-c)+Hel. und ne y-ck. 


6) Der Schwer⸗Punkt eines Varallel⸗Trapetzes liegt in der Geraden, 
welche die beiden parallelen Seiten b und c in den Punkten B und C hal⸗ 
bire. Iſt a die Länge diefer Halbirungs⸗Linie, fo ſteht der Schwer» Punkt 
von B und C beüglich um 

. a(b-F+2c) und a(2b-4-c) 
Sb-+-c) 3(b-++-c) 
ab. Die fenkrechten Abftände des Schwers Punktes von den beiden paral⸗ 
Ielen, Seiten b und o find daher, wenn h beren fenkrechten an bedeus 
tet, bezüglich 


/ 


h(b-+2e) und h(2b-H-c) 
br) 3(b-Hc) ° 


en Bene wird in zwei Dreiecke gerlegt, und dann folgt das uebrige aus 
$. 55. II.). 
7) Der Schwer s Punkt der Fläche eines Halb Kreifes, deſſen Radius 


*) Bei diefer Gleichung iR O als der Scheitel. der Eleinen Are 2b 
der Ellipfe gedacht. 

**) Man nennt biefe Kurve gewöhnlich die Kettenstinie, weil eine 
ſchwere Kette an beiden Enden aufgehängt unter gewiffen Vorauss 
fegungen eine ſolche Kurse bilder. 

L11*] 


164: Statik fefter Körper, Ray. VIL $. 62, 


1 if, fieht vom Mittel⸗Punkt ab um 2 ober 0424413 1; (vergl. Beiſp. 
3. zu 6. 58.). . 

Um eben fo viel ſteht der Schwer⸗Punkt der Fläche eines Quadrai- 
ten von jedem der ihn begrenzenden Halbmeſſer ab. 

8) Der Schwer⸗Punkt eines Gewölb⸗Durchſchnittes, der von mei 
eoncentriſchen Kreis-Bogen (deren Längen B und b, Sehnen S und s, und 
Radien R und r find) und von zweien Radien begrenzt wird, Die unter 
fi den Winkel « machen, liegt vom Mittels Punkte ab en 

28 R—r De —— — ne. R’—r, 
BR Tue I oe") 

9) Werden durch einen Kreis, —* Radius R if, zwei Sehnen mit 
einander parallel gelegt, deren Längen bezüglich S und s find, ſo. liegt der 
Schwer Punkt des dadurch begrentten Flächen⸗Stücks vom Mittel- Punkt 
des Kreifed um Ä 





S— 8° 

12E 
ab, wenn F den Inhalt des Släden- Stüds vorftellt. 
10) Iſt OM (Sig. 20.) eine Ellipfe, gegeben durch die Gleichung 


2 
2 llıx 2”); 3 


ift ferner V der Inhalt der Fläche OPM; ift neh OP=x, PM —= y un 
bedeuten x. und yo die Koordinaten des SchwersPunkts diefer Fläche OPI 
ode V, fo findet fi) nach ($. 58.) 


v — job 1 a—x ED ya, 


b3.(3a — 
u- —* und . Eu 


Tür ben elliptifchen Quadranten ift 
gy= «(1-). und y = =. 


Für a == b erhält man das Reſultat (7.). 
11) Wäre aber OM eine Hyperbel, gegeben durch die Gleichung 


’= Qax+2 ; | 
und hätten x, y, Xo, Yo, V bie analogen Bedeutungen, fo bitte man 
Ve Betr) Va F—_leb —— 





und X = Ta; yp= —— 


*) Man findet zuerſt die Schwer» uni der beiden Sektoren, m 
daraus den Schwer» Punkt ihrer Differenz nach ($. 55. IL). 
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72) Hat man einen Gewölb⸗ Durchſchnitt, der yon zweien concentris 
fchen halben Ellipfen gebildet wird; find A und B die halben Aren der 
arößern und a, b die der Eleinern Ellipſe, fo if der Abſtand des Schwer 
Punkte diefer Zläche vom Mittel-Punkt der Ellipfen -- 

_ 4 A-B?— ab? 
| 3x A-B-ab 
gür A=B und a=b geht hieraus dad Nefultat der (8.). hervor, wenn 
dit am gefegt wid. 

13) Der Abſtand des Schwers Punktes einer dreifeitigen Pyramide von 
irgend einer Ebene iſt der vierte Theil der Summe ber vier Abftände der 
vier Ecken von derfekben Ebene. 

14) Hat man eine beliebige von zweien parallelen Grundflächen bes 
grenzte abgefürite Poramide; find S und s ähnlich liegende ‚Seiten beider 
Grundflächen, und ift a die Länge der Linie LI, welche die Schwer⸗Punkte 
L und 1 beider Grundflächen mit einander verbindet, fo Tiegt der Schwer⸗ 
Punkt G in diefer Linie, und zwar von L und 1, bezüglich um 

SRH ce SH 
S’+-35-+-8? un 1.0 B8288 8 
ab. Dies gilt auch für den Kegel, wenn S und s die Radien ober die” 
Durchmeſſer der Grundflächen find. 

15) Iſt diefelbe Pyramide ausgehöhlt, und die Aushähkung hriema⸗ 
tiſch mit einer den Grundflächen der Pyramide ähnlichen Grundfläche, de⸗ 
ren ähnlich liegende Seite o mit S und s parallel iſt; fällt ferner bie. ges 
rade Linie, welche die Schwers Punfte der prismatifchen Srundflächen mit 
‚einander verbindet mit der SchwersLinie LI in (14.) sufammen, fo hat 
man, wenn G den Schwer= Punkt diefer hohlen Pyramide vorſtellt, 

S?-+-23S +35? — 60? . 
j Su 27 Over sr me 
Dies gilt auch für den eylindrifch ausgehöhlten abgekürsten Kegel, wenn 
S, 3, o bie Radien oder die Durchmeffer. der Kreife vorftellen. 
Iſt aber os, fo if a 
S+35 sv 
LG = = 1a S-+2s = — E— )* 

16) Nennt man in einer ſchief abgekürzten dreiſeitigen Pyramide die⸗ 
jenige der beiden Grundflächen die Obere, welche der Spitze der Pyra⸗ 
mide näher liegt; find a, b, c- die drei ſenkrechten Abſtände der drei Ecken 
Der obern Grundfläche von der untern, fo if der Abftand des Schwer: 
Punktes der abgekürsten Pyramide von der untern Grundfläche, wenn 
arb+rc=s gefegt wird, 

— 8 °—(ab+ae-tbe) _ ı(e— tete) 
4. 5 j 
Der Inhalt diefes Körpers ift = I8 ˖ F, wenn F ber Inhalt d der untern 
Grundflläche if. 


— 
% 
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17) ind a, b, c, d die ſenkrechten Abfände der einen Grundfläche 
eines fchief abgefchnittenen Parallelepipedums von der andern (mo bekannt; 
lich die Summe je zweier gegenüberliegenden gleich groß ift, fo daß man 
d=a-rc—b hat), fo ift der Abſtand des. Schwer⸗Punkts dieſes Körpers 
von dieſer letztern Grundfläche 

2ꝛbP2eꝰ Bae b(ee) 
6(a-+c) 
b b 
a 

» Der Schwer⸗Punkt einer Förperlichen Halb» Kugel hebt vom 
Mittel- Punkt derfelben um ZR ab, wenn R ihr Radius if ($. 60. Bel 
fpiel 3.). 

19) Der Schwer: Punkt eines von zweien eoncentrifchen I Aal 
geln gebildeten Kugel⸗Gewölbes ſteht vom Mittel⸗Punkt um 3 * 


wenn R und r bie Halbmeſſer find. 
20) Drebt fi die Parabel OPM (Sig. 20.) um ihre Are OX, fo if 
der Schwers Punkt diefes Umdrehungs- Körpers von O um 30P entfernt. 
ESchneidet man von biefem Konoid durch zwei Ebenen, welche dur 
OX gelegt find, und einen Winkel « mit einander machen, ein Stück ans, 


fo ſeht der Schwer / unkt dieſes Stacs um AFT3T-PM von der Se 
0X ab. | 
21) Iſt dagegen OM (Fig. 2 eine durch die Gleichung 
5 et‘) 


gegebene Hyperbel, während OP—=x, PU=y if, fo liegt der Schwer 
Punkt des durch OPM befchriebenen ganzen Umdrehungs⸗Körpers von O 
ab um 





Sa-t-Ix__ 
dahin i 


22) ft aber die Kurve OM (ig. 20.) die durch die Gleichung 
2 ı 
P= ex‘) 
gegebene Ellipfe, fo Liegt der Schwer« Punkt des Umdrehungss Körpers von 
O ab um 
Sa — 3x 
- 12a — 4x 
Diefe Errtfernung wird $a, wenn x=a genommen wird, d. b. wenn 
man das halbe Ellipfoid (elliptifche Konoid) hat. 
23) Dreht ſich die durch die Gleichungen 
x=1—lcsw und y= IwHlsiaw 
gegebene Cykloide O’MO (Sig. 14), wo OP =x, PM=y und 1 der Re 
bins des Erzeugungs⸗Kreiſes if, abwechfelnd um 1) OX, 2) OY, 3) 0X 


«X. 


— — — we 


5. C2. Schwer⸗Punkts⸗Beſtimmungen. 16017 


und 4) OA, fo entſtehen vier Iimdrehungss Körper, alſo auch vier Umdre⸗ 
hungss Oberflächen. Die Schwer-Punkte eines jeden diefer Umdrehungss 
Köwer und feiner Oberfläche Liegen jedesmal in der Dreh⸗Axe. : 
A. Im Sale der erſte Körper in's Auge gefaßt wird, deſſen Dreh⸗ 
Axe 0x it, fo bat men 
. den Inhalt. der zu OP.x gehörigen Oberfläche 
3 2y. Vi Val Er}; : un z 
IL ihr Schwer Punks Moment in Bezug auf O besıgen 
= [tyra + VAR | 
II. Der Inhalt des an OP gehörigen Körpers ift ferner -, 
_ 120 3w?(1 — 2cosw)—+-6w- «sin w (2 — cösw) | 
sr } ein v (3— 20a w) — —J—— 


IV. und ſein Schwer⸗ Punkts⸗ Moment in Bezug auf O, 
— Al gw? „U-Acoswri leo "}H6w-sinwr-($-DcasmHoosw?) 
* ? »Feosw- (12-9cosw+20caaw: -9c0sw°)-14|' 


Nimmt man die ganze Dberfläche und den ganzen Körper, fo muß 
man x=2l, y=Iz und w=n feren, und man hat dann . 
L. die Dberfläche = Sulz); 
II,. die Entfernung ihres SchwersPunktes von 0, =- are ·lʒ 
III.. den Inhalt des, Körpers = 11’m-(da’— i0 welches : 5 des Pro⸗ 
dukts aus Grundfläche und Höhe iſt; 
2_64 


IV.. die Entfernung feines SchwerPunktes von O, — AIs 


B. Betrachtet man den zweiten Körper, deſſen —* * iſt, ſo 
hat man 

L feine zu OQ=y gehörige Oberflähe = tr-x-Vaks 

N » ihr Schwer⸗Punkts⸗Moment in Being auf O daſelbe wie in 
(A. IL); 

II. der Inhalt des Körpers 

= in)’ [3m — sinw(2-+-3coew— teosw)]; 
IV. fein Schwer» Punftd-Moment in Bezug auf O, | 
p. —ö——— ö 
ser -cos w- —— — 


Nimmt man aber die ganze Oberfläche und den ganzen Körper, fo muß 
manx=2l, y-lk und w=# ſetzen, ımd man fie . 
L. die Oberflähe = %n-P; 
II. die Entfernung ihres Schwer Punktes von R, = sl; 
DI, den Inhalt des Körpers = °P, 
welches der achte Theil ik des —** aus Srundguc⸗ und Höhe; 


IV,;. die Entfernung feines Schwer: — 
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. ©. $ür ben dritten Körper, deſſen Drehe Are OX if, findet‘ mm, 
wenn: oP =lhk—-y=r und PM=2A—x=y gefegt wird,. 
L ie m OP =x’ gehörige Dberflähe . . 
ae te V2ldlry)Val—y+Yald 
1 ihe Schwer⸗ Punkts Moment in Bezug auf'OY, 
= — m VA-[x (4447). Val-y- UNI“ Yli 
II. den Inhalt des Körpers: - 
** nlꝰ. [ Iõ ( - w)— sin ———— w-H2eosw?)]; 
IV. Sein Schwer-Punftss Moment in Berug-auf.O‘, 
in "45(x - w)?—6(# —w)sin we(22-4-9cos w-1-2cos w”) 
so” ‚tcosw-(96 — 27:.coow— 32- cos w? — 9cosw?) 4-100 |. 


Hat. man wieder die game Oberfläche und den ganzen Körper im Auge, 
fo findet fi, weil ! =, Y=Aımd w=0 wird, 
I. die Oberflähe = 8-1; 
N,. die Entfernung ihres Schwer⸗Punkts von O0’, = Hl; 
* Dh. der Inhalt des Körpers = 3°-P, 
wolches & bes Probußtes aus Gründfläche und Höhe iſt; 
IV,. bie Entfernung feines Schwer-Punktes von O/, = — 
D. Für den vierten Körper endlich, deffen Dreh⸗Axe O’Y! ift, findet man 
I. die au 0’07 gehörige Oberfläche 
ie m ilL2yYal-y/+3y/Vy); 
IL ihr Schwer s Punkts⸗Moment in Bezug auf O', 
= 3 Y2l-[I VAN) HIHI Yy/]; 
IIL den Inhalt des Körpers 
r. 3(2 — w)” (2eosw 1) +6 w)ısinw(@—corm) 
= in i — cos w(6 — —e— 


UU. Fin Schwer⸗ Punktös Moment in Beuug auf O% 
= unl'x 
* Y7—w)?(-HHcoswt+2cosw?)+6(n—w)-sinw-(16-3cosw-4cosw?) 
| - cosw-(60-27cosw+H4cosw*+3cosw’)—82 " 


Hat man bie ‚ganze Oberfläche und den ganzen Körper im Auge, für 
weich Y“=-4,r=h und w==0 if, fo findet ſich 
. die Dberfläde =3.-P; 
£ die Entfernung ihre Schwer⸗Punktes von O = %1; 
II. der Inhalt des Körpers = Znl’«(3n?-—-16); 
2727128 


IV. die Entfernung feines SchwersPunftes von O, I. PET 


Diefe verfchiedenen NRefultate mit einander verglichen geben merkwür⸗ 
dige Besichungen ; 4. B. die Oberflächen (I, und I,.) find einander gleich, 
und doppelt fo groß als die Oberfläche (I..); u. dgl. m. — Auch find die 
jenigen Reſultate intereffant, welche jedesmal für x = 1 hervorgehen. 


+ 


— 
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Die Intkegratianen felbft werben To durchgeführt, mie folches in den 
Beifpielen (5. und 6. des S. 58.) zu fehen ih; am einfachkken. durch ba$ 
Derfahren bed (Beifp. 6. deflelben 6. 58.). 

24) Den Schwer⸗Punkt eines. homogenen elipfoibifen were 
Stückes zu finden, ‚wenn .deffen Oberfläche durch die Gleichunz 

1. . art 1 .. 

gegeben, und das Stüd ſelbſt durch zwei auf OX ſenkrechte Ebenen der 
grenzt if, welche letztere durch die Koordinaten ⸗Werthe * und x==x' 
gegeben find. 

Der zu x gehörige auf 0X fentrechte Querſchnitt iſt die durch die 
Gleichung (1.), d. h. durch die Gleichung 


a2 a? 
2. matt — 
gegebene Ellipſe, deren halbe Axen alfe.bexiglih -- 5. 
— und — x’ 
find. Der Inhalt dieſer Ellipſe in daher nach (1. Th. Geom. 5. 8. ). 


Per 7 
D 


- ae.(a? 2); 


und deshalb hat man | — 


vV= un (?— J— ana? +(z’ 9-1 _ ya], 


zug! 


fd nie 
Vx,= ef. @ —x’)xr a Rd U 


wo V der Inhalt und x, bie Abfeiffe des Schwer/ Punktes dieſes Stückes 
des Ellipſoids if. 
Hat man das halbe Ellipfoid im Auge, für welches Yu 0 und ma . 
ift, fo erbält man 2 
V= Inrabe und Ver = Ina?be, 
woraus y= a 
hervorgeht. 

Für aeb=e kommt man anf den Schwer⸗Punkt eines Kugel 
Segments und der Halbs Kugel wieder zurück (vol. Beiſp. 3. zu $. 60). N 
25) Den Schwers Punkt eines. homogenen Kugel⸗Dreiecks ABC (Sig. 21.) 
zu finden, deffen Winkel besüglich a, B, 7, beffen gegenüberliegende Seiten 

a, b, c (gegeben) find, und deffen Radius 1 ift. , 

um diefe Aufgabe su Iöfen, muß man die Kormeln ($. 59.) zu Hilfe 
nehmen; wir wollen dabei Polar» Koordinaten gebrauchen, zu dem Ende, 
wenn O ber Mittels Bunkt der Kugel if, die Gerade OA als Are OX, 
die Ebene OAB als Ebene YOX nehmen, und den Pol O’ mit O zuſam⸗ 
menfallen laſſen, fo daß 00’ =e=0 wird. Dann find "die Greni⸗Werthe 
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0; tm, 90 und g” eine Funktion von 6, welche aus der 

fphärifchen Trigenometrie gefunden werden kann. Iſt nämlich M Die Stk 

des Elementes, fo iſt der fphärifche- Winkel BAM = 6, alfo CAM = 

und W. AOD ober bie fphärifche Seite AD == 9”. In dem —— 

Dreieck ABD: kann man nun aus den wwei Winkeln 0 und g und der Zwi⸗ 

ſchen⸗Seite c, die andere Seite AD ober 9° ohne weiteres finden; man 
bat nämlich | 


1. eng" um 08° eos0-+-colg ß- sind 
, sine 
sder ' BE 
| 2 eotggt > = = pein (0-49) j 
mem u 
3. pcesqg = * und 4 paing == cofgc 





nC 
gefegt wird. “ 
Da ferner die Gleichung der uxel / Flache dasmal Banı einfach 
5. | r=] 
it, fo hat man j 
6. dr =0, d,=0 und — — E = 1.sing; 
und bie Sormeln ($. 59. d.) geben nuti, da hier 1 ſtatt £ und folglich de 
Inhalt V fart.der Maffe M gefegt werden muß, 
(Or v=P Soc (1— cos 9'')-.d8 
und 
fa A--e02g"). do = — sin p’.da 


(0) vn = * * — cos ꝙꝰ) · cos 0-40 
Vezo * — . (g"— sin p”.cos p’)-sin H-d6. 


Um nun zunãchſt aus (Q) den Inhalt V des ſphariſchen Dreiecks zu finden 
hat man ! 


7. S „sg rd =u — S „er 00 
babei aber aus (2.) | 


red  — PT, 
Vi-+-p-sin (9-49)? Vi+p .sinV? 


wenn | | 
s+=rV dr 9=v-g.- 


ft wird, fo daß 


_ nV v 


yi-r-p*sin 
Bin. — Est man bier 


cov=z, alſo _ niavede = = ds, . 


10. S c089'.dd = p- 


fo Wut man 
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a; ._ — ER 
u F u y fe ——— — Fu ” nl ) 
- 2 (gen * == — Virp ent+ 9). 


Nimmt man nun dieſes Integral imifchen den vorgeſchriebenen Grenzen, 
ſo hat man 


18. 9 BE . do ⸗ (er) 7 * Ze) 
Um dieſes Nefultat reduziren, bemerle man, daß ſich aus (3. und 4) 


findet 
14. TER, == sinc-sinß, Fa cos, Ve | 
| folglich auch 


15. Ir cost) = cos necosß=tin asin Pscosc = —c08 7 mı cos(n—y). 


Dadurch geht aber die Formel (13.) in | 
16. . do ⸗ n—p— 
| S ——6 -- | 


über, fp daß zuletzt aus a ) und (@) ſich ergiebt 
(G-- = (vH) °). 
Will man die — (O) finden, ſo zeigt f ch Ja, daß fie f s 
alle auf das Integral 


ef re rn 
zurückführen, wenn / 
2(0-+g) = u 
gefegt wird. Nun ru ſich eo diefes letztere Integral ohne weiteres 
-pP-m(2-+p’)cosm 
u; ET eos (2--p?) — p*cosu ' 
fo daß, wenn man flatt u feinen Werth 2649 ſetzt, und dann das In⸗ 











*) Dieſes Reſultat für den Juhalt des ſphariſchen Dreiecks findet 
man auch ſchon in der Elementar⸗Geometrie, indem man je zwei der Sei⸗ 
ten des ſphariſchen Dreiecks verlängert vr denlt, dadurch drei ſphüriſche 
Zweiecke erhält, deren Inhalte bezüglich — F, FL Fund a F find, wäh⸗ 
rend F = 4l’r bie Kugel-Dberfläche i Die Sunmte dieſer drei Ins 
balte iſt aber die Halb⸗Kugel 42V, alfo = 20?r-+-2V; folglich hat man bie 


Gleichung ne = 2?7-42V, woraus V wie oben hervorgeht. 
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tegral zwiſchen den Grenz⸗Werthen ‘0 und a’ (von 6) nimmt, auch weil ned 
= jsinpß-sinc iſt, man findet aus (17.) " 





3yi-p? 
I, —— 24 pP’-+(2-+p?)-cos2q 
nel PH 2).cas _1=-P+ cos 
‚heinpeeine(-, (2-+-p?)—p’-cos2(at+g) cos (2+-p?)—p?”-cos2q ) 
Bejeichnen wir dieſe beiden Bogen begüglich durch w und vw’, fo da} 


man.. u 
— -pP+(l2+ P-cos2(e+9) 
Ira J —B—— 
20 cow = _ pp )-cos2q 


-(24+-p?) — p’-cos2y _ 
bat, fo wird aus (18.) 
J = sinp- sine wie). 


Rum findet ſich aber aus (19,) gar bald, weil 


cotg B-sin a-t-C08C-C0s « — coteb 

| 
if, 1 

22. coslw = = - ( T Fer) — = sinb- vol) 
und 
BB. cosjw’ = ver Fesem ——)= = sinc-cosg. 
Weil aber aus (3. und 4.) 

Mo gem, bder cose = cotgß.tg q 





cot, 
hervorgeht, fo ift, wie aus den rechtwinklichen ſphariſchen Dreiecken be 
kannt iſt, 

25. q 47-4, 
wenn von A aus im ſphäriſchen Dreieck das ſphäriſche Loth AE auf BC 
oder a gefällt, folche BC dadurch im zwei Theile, nämlich BE =a’ ww 
CE = a” getheilt und ber ſphäriſche Winkel BAE = geſetzt wird. — 
Dann ift aber auch 

26. atqg = in ta—; 
folglich aus (25. und 26.) 

27. cog = sin, und tosla-Frg) = — sin(a—4). 

. Die Gleichungen (22. und 23.) geben dann, vermöge ber Sormeln 
weiche für die rechtwinklich ſphäriſchen Dreiecke ſtatt finden, | 

28. co3w = — sinbsin(@a— 1) = — sina”; 

29. cosiw/ = sinc-sinl = sina. 
Aus bieſen Gleichunsen aber folgt 

jw — 452und 42 -463 

und un auch Ä . 


\ wolw = a/pa/ =. 


— 


$. 62. Spann 3178 
Ä at Gleichung (21. ) giebt: daher endlich von. 


J = asinpesinc. 
Rachdem nun J gefunden iſt, ſo gehen wir‘: den Mleichungen. (©). 
Die erfie derfelben giebt, wenn .man bedenkt, daß nach (2.) 
1 


—— 


| 33. sing“ cc 
ik, fogleih J 
(O) Vg= im. = !Pıa King. sinc. 


Die zweite der Gleichungen © giebt dagegen - 
34. Vye4l. DEF de FR — „air p'.cas p’,.cos 9.d0. 


_ Differengürt man nun bie Gleichung (2.), fo erhält man 


35. Ip”! „= — 811 p'?rp- cos(8 +9 = a 

, Serner findet fich nach der Formel ee 

SP80-4 = P-Q-— 0 — 
36." Sp".0080.d9 ꝙ“. sin ſri. I—. 

Setzt man alſo in (34.) ſtatt siug” und —* ihre Werthe aus 
(33. u. 8.), fo wie ſtatt Sp’’-cosa-da den Werth aus (36.), nachdem man 
dafelbft vorher ſtatt 39,, deffen Werth aus (35.) gefet hat, — fo vereint 
sen, fich die beiden —8* Integrale in ein einziges und man erhält, wenn 
man die Grenzen der Integrale gehörig beachtet, - 


37. Yy = 41 Geine — prsing), 
oder, weil prsing = if, J 
(O3) vn = 4° «(b:sina —arcosc«sing). 


Das dritte der Integrale (O) giebt ganz auf diefelbe Weiſe 
38. Vz = jP.(c — b ‚008. — prcosg-J), 
8 . 
oder, weil p’cosq = iſt, 
(Od) Vz, = 4 (c— becosa— arcos A). 

Und fo fieht man alfo mittelk der Sormeln (G) und (O2) die 
Koordinaten Werthe x,, yo und 20 des Schwer⸗Punktes des fphärifchen 
Dreiecks gefunden *). 

26) Wollte man aber den Schwer-Punkt des durch die Ebenen OAB, 
OAC und OBC begreniten homogenen Körpers finden (des Förperlichen 
Kugel » Dreiecks), fo müßte man die Formeln ($. 59. h) nehmen und man 
erhielte, weil jest »/—=1 und r/ = 0 if, und wenn V den Inhalt des 


— X 


VEs iſt nicht ſchwer für dieſes Beiſpiel den Schwer⸗Punkt ohne 
alles Integriren, bloß auf geometriſchem Wege (d. h. durch bloße geome⸗ 
triſche Betrachtungen mit Zuziehung des als bekannt vorausgeſetzten Schwer⸗ 
Punktes eines jeden beliebigen Kreisbogens) zu ſinden. 
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Körpers vorſtellt, fo wis Zu Jar de die Keordinaten / Merthe ſeines 
Schwer⸗ Punktes 
Om: Vo uf. . —J 


Vz, = So sin g/?.d0 
(O)-!Vy= —F S., (9 — sing?'.cos 9"')ıcos 8:8 
Vz =!“ — sin g’'scos g’’).sin 8-dB, 
*81 Se ein g’'scosg‘’)-sin 


wo 2’ durch die Gleichung 
cotg gp". == 


als Funktion von A gegeben if. 

Und weil diefe Integrale genau diefelben And, wie die im vorhergehen⸗ 
den (Beifpiel 25.), fo folgt, aus der Vergleichung, daß der Schwer-Puakt 
dieſes Körpers zufammenfällt mit dem SchwersPunkte eines fphärifcen 
Dreiecks, welches der. Körper auf ber Kugel» Oberfläche ausfchneidet, di 
mit dem Radius ZI aus O als Mittels Punkt befchrieben wird *). 


cos eeos ß cotg sind . 
sinc 


*) Dies folgt auch ſchon daraus, daß man ben Körper durch Mabien 
in unendlich viele unendlich» Meine pyramibenfürmige Körperchen zerfällen 
ann, deren Schwer⸗Punkte alle um 21 von O abliegen, folglich fich glei 
mäßig in einem zweiten fphärifchen Dreieck vertheilen, welches zum Radin 
a1 hat. — (Bergl. die Note sum Beiſp. 2. zu $. 60.) 
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Achtes Kapitel. 
Von den Attraktionen. 


Vorerinnerung. 


Mi haben bereits im ($. 44.) von dem „Problem der Attraktionen” ger 
ſprochen, daſſelbe beſtimmt hingeſtellt und auch gereist, „nie ſolches im All⸗ 

gemeinen nur ein neued Beifpiel der Anwendung der Lehren ber (SS. 26. 

' und 29.) feyn Tann. Wenn wir daher hier auf dieſes Problem zurückkom⸗ 
men, ſo kann es nur deshalb geſchehen, um in einigen beſonders interreſ⸗ 
ſanten und doch noch einfachen Fällen das Detail der Rechnungen nach⸗ 
weiſen su Eönnen. Zu dieſen Fällen gehört aber die Beſtimmung der Ats 
traktion 1) einer Hohl⸗Kugel ober einer vollen Kugel, 2) eines hohlen oder 
sollen Ellipfoids, und endlich 3) eines Körpers von beliebiger Geftalt, der 
jedoch von dem angesogenen Element fehr entfernt if. Diefe drei Sälle 
find nämlich für die Beftimmung der gegenfeitigen Anziehung ber Welt⸗ 
Körper auf einander von. Bedeutung, und zeigen boch zugleich, wie man 
fich in allen andern Fällen, welche die Phyſik noch darbieten kann, zu bes 
nehmen bat. 


$. 63. 
. Allgemeines Problem. 


Ein Elementchen im Sinne des ($. 52.), deſſen Maſſe (un: 
endlich-Elein ift, und) durch zu bezeichnet feyn mag, und welches an 
irgend einem Punfte m (Sig. 22.) liegt, wirb von einem mate 
riellen Körper SWT, beffen Geftalt willtührlich aber gegeben 
ift, deſſen Dichtigfeit an jeder Stelle durch o bezeichnet feyn 
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mag (fo daß.o an jeder andern Stelle einen anderen oder auch 
denfelben Werth haben Fann), deſſen Maſſe folglich ebenfalls be 
kannt ift und durch M bezeichnet werden fol, angesogen, fo daß 
jedes Elementchen dM der Maffe M, und das Elementchen u, 
ſich gegenfeitig mit ber Kraft u-dM-fudt einander nähern wol 
Ien, nach ($. 41.), wo fa eine, entweder als befannt vorausge⸗ 
fegte oder noch unbeſtimmt gelaffene Funktion der Entfernung u 
der beibEn Elemente dM und von einander, if; — man fol 
die Attraktion des Körpers M auf das Elementchen beſtim⸗ 
men, d. h. man fol nach ($. 26.), oder in dieſer einfachen Auf— 
gabe, wo bag Element u ald ein bloßer Atom angefehen ter 
den fann, bloß nach ($. 17. Th. I. Mech.) die einzige mittlere 


Kraft finden, welche ſtatt der unendlich vielen auf zw wirkenden 


Kräfte gefeßt werden Fann. - 

I. Um diefe Aufgabe zu Iöfen, legen wir durch einen belle 
bigen Bunft O im Körper M, drei beliebige auf einander fenf 
rechte Axen OX;,’OY und OZ, beſtimmen die Koorbinater 
Werthe x, y, Ves Punftes m (mo u liegt), und nennen x’, y’, z! 
bie Koordinaten: Werthe des Elementcheng dM in m’ (welche 
jebed Element des Körpers M repräfentirt), fo wird die Entfes 
nung mim oder u (der Elementchen dM und a von einander) 
nach. (I. Th. Geom. $. 1.) gefunden, nämlich 


1) ne HE. 


Die. Koſinus der Winkel, welche die Richtung mm! der Kraft 


w-dM-fı *) (nicht m/m, in fo ferne wir die Anziehung Des al 
abfolut feft gedachten Körper8 M auf u finden wollen) mit den 
drei Aren OX, OY, OZ bilden, find nun nach (I. Th. Med. 
$. 28. Wr. 5.), wenn unter u die (in 1.) vorſtehende 
Wurzel verftanden wird, begüglich 

2) — du, —du,, und — du. 


*) Wir Iaffen den Faktor dt weg, weil fich folcher durch die ganze 
Rechnung durchziehen würde, ohne auf das End» Refultat Einfluß zu be 
ben. (Bergl. forgfältig L Th. Mech. $. 31.) 
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Alfo giebt die Kraft. vrdM ki, wer ſie nach .biefen drei Axen 
gerlegt wirb, bie drei Seiten: Kräfte Zu 
3). — dd, — edMrrdn und reed 
Die gefuchte- Attraktion (oder mittlere Kraft? aus allan dieſin 


Kraſten) bat daher die'tbret: Setfehs Kraͤfte (® 
* 2 * Æn -dM.f —RX ONE: nl 
9» Ya :adMedduy) (7 Ka 
- 7. — ra -dMf..d0,); mi (9 





woraus xdie heſuche Attraktion Teibfh wenn‘ ie ie Sir, In 
zeichnen; welche. mit dem Aren ‘die —— er‘ Bet re bet ſo 
ſich finde; nämlich vd EEE NR N 
3 'p, * VRR © nn 
und, u PR Wut pnchtr net 


”, 
—* 


Ausz Drr,s m on 


X* Er ne 
6). Coon, = P, J Pr Pi; 5. und, rn ame 


alles genau nach (1. Th. Mech. $ re: wenig pi 
I. Das Summen: Zeichen’ PN auf bie undıfblich 
vielen Kräfte; w welche "die unendlich viblen Elementchen dM der 
Maſſe M enthalteti.” Dieſe Suinmetl il uͤſſen muh’nach’.($ 88 5 
burch dreifache Integration gefanden' woeiben ein ver "Körpet 
SWT in Bezug auf die an enöthimelte Frl‘ der Elemente 
($. 52.) ein Nortal; Körper” it “5, ur "Soüte' jedoth der Koͤr⸗ 
per Meaus ziel oder mehr fofthen Normal⸗ Körpern ſuſamüin 
geſetzt ſeyn, fo müßte man bie gedachton GSummnen“fuͤr ſeden 
dieſer Theil⸗Koͤrper durch dreifache Integrhtiön ſinben, und di⸗ 
Reſultate entweder addiren oder fubrtahiren, je nachdem der ge 
gebene Körper M ober SWT üls“die Summe odet uls Be 
Differenz der Theili (Normal) Körper” ſcheint. 
VUI. Um nun ‚bie Behnunge zu vrianſeltei Mnse ‚di 


zuerſt ⸗ 





*) Dabei mag jedoch der Anfänger nicht überſehen, daß bier die 
Koordinaten Werthe der Stelle m’ des Elementes dM, nicht x, y,'z ſon⸗ 
dern x y, 2’ find. Bei dieſen dreifachen Integtativnen find daher'x;'y, z 
(bie dem angezogenen Punkte m angehören) als konſtant anzuſehen. 


I. | al 
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u. == n/fforf;r:ein pecds g-dr-dp-dß, 
4%. I U = wfj/forter?sin p?cos d-dr-dp-dd, 
len. =: m//fo ter? sin p. :sin d-dr-dy-dQ, 
woraus fh gutege P, und &,, Bo, 0mittelſt ber Sormeik 
(88. 63. Nr. 5. u. 6.) ergiebt: 


Diefes alles gilt übrigens auch, mern das angezogene Element u aw 
berhalb des anziehenden Körpers SWT oder. M liegt, nur daß man dam 
lieber das Derfahren des vorbergebenden G 8) in Anwendung bringt 


- J 
Por er Er Ze 


. 3 .5 6. yo 
F h 
* Saond met ‚san ver migemeinen problene— wo nei — if. 


" Wir Haben im (I. Sp Mech. $. „49. 1. Aufgabe. F) gele 
ben, wie aus den Kepler (chen (Erfahrungs) Gefegen in Re: 
bindung mie, ber. Rewton'ſchen Hypotheſe: „daß die Attrak— 
„tion es ſey; ‚welche. die Planeten in ihren, Bahnen erhält, 
gefolgert werden konnte, daß die anziehende Kraft allemal in 
Verhaitni des umgetkehrten Quadrats der Entfernung wirke. _ 
Wir werden. nun in dem Solgenden immer. voraus— 
ſetzen, daß, . DE 
h h 


1 } rn u” ober r u 


—* to J irgenb ‚eine, konſtante (dm: der Entfernung u unab⸗ 
haͤngige) Verhaͤltniß⸗ Zahl vorſtellen ſoll. 

I. Unter dieſer Vorausſetzung berechnet ſich, wenn man die 
Rechnung des ($. 63.) ſtatt finden laͤßt, und wenn man, 1008 
bier bequiem if, dag + oder —) Zeichen von T: ändert, 


1) T- h.2(am-), ” 
> alfo im Salle des ($. 63. IV.) ° 5 | 


2)  Tobh SJ, — 


oder\im Sale des (4. 63, V.) 


T= 7 J, IE we einpdr dꝙ · de. 
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An jedem: Falle iſt aber nach ($. 63. Nr. 10,), in fo ferne 
jegt —T ftatt T fteht, 

4) X = udT,; Y= waT, und Z= „OT, ' 
wenn X, Y, 2. bie. drei..Seiten- Kräfte find, in welche fich die 
gefuchte Attraktion P, zerlegt. | 

IL Liegt aber, wie wir im ($. 64.) vorauegeſcht haben, O 
in m, alſo m in O, fo erhält man aus den dortigen Formeln 
(4.), wenn man ber größern Einfachheit wegen bie 
Dichtigkeit g Fonftant, alfo ben anziehenden Körper 
homogen vorausfegt, wenn man ferner bie Sintegration 


nach r ſogleich verrichtet, stoifchen den. wie im ($. 51.) gedach⸗ 


ten Grenz Werthen x! und r von r, 

1) X = uho-/f(r!! —r').sin p-cos ꝙ dy · dO, 
2) Y= uhbesfiaılr)sinp’.cosd-dp-dQ, 
3)  Z = uherffüt— rN).sin p*sin d-dy-dd, 


' woraus dann zuleßt wieder P, und a, Bu 70 mittelft der Zor- 


meln ($. 63. NN. 5. und 6.) gefunden werden muͤſſen. 


$. 66. 
Attraktion einer concentrifhen Hohl⸗Kugel. 
Iſt die anziehende Maſſe M eine concentrifche Hohl: Kugel, 
deren äußerer Halbmeffer r'!, deren innerer aber r! feyn mag, 
fo: nehme man den Mittel Punkt diefer Hohl: Kugel zum An; 


fangs-Punft O der Koordinaten, fo daß m nicht in O liegt, 


und führe die Rechnung nach ($. 65. J.) durch. 
Eegt man aber die Are OX zu gleicher Zeit auch durch den 
Punkt m; in welchem. dag Element u Tiegt, fo hat man dasmal 
l) „=0, z=0, u= VE HyP+aB, 
oder 2) ueli-inesghn, 
alfo nad) ($. 65. I. Nr. 3.) 
3) Th Sf 'e7sin p-dr-dp-dO , 
Ve—_2n.cog tn — 22-08 p-+r” 
Daı hier die Grenz: Werthe von r, von ꝙ und von 6, von ein⸗ 
ander ganz unabhängig find, fo kann man nach (L Th. Analyf. 


* 


— — 
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5.38.) alle drei Integrationen in beliebiger Ordnung vorneh⸗ 
men. Wir wollen daher zuerſt nad) @, dann nad) ꝙ und “ 
legt nach r integriren.. Die: eufkere integration giebt nun r 
fo, ferne O und 2 die Grenz ⸗Werthe von d ſind, 


4) va, IS —— er —.dr)- dep 
j a ——— 
Serner iſt nad) ‘a. * Analyf. $. 32.) | 
sin g-d 
— pePp___ = 1 Pop 

3): = — Ar cp r’+C, 
vo c. eine unbeſtimmte Konſtante vorſtellt Nehmen wir nu 
dieſes Integral zwiſchen den Grenzen 0 und z, und bedenfa 
wir, daß Ä 

VeH+RNHr = Hr) und ya —intr— =4-(x—r) 
ift, und daß. Diefe Dnadrat: Wurzel a, in fo ferne fie Die Ent 
fernung der Elemente von einander ausdrüdt, nie negativ ge 
dacht werden kann, alſo auch nach dem Integriren poſi ĩtiv bie 
ben muß (vergl. Syſt. d. Mathem. 2. II. ©. 69.), fo er⸗ 
haͤlt man 


6) . ‚ing-do — EGCD, 
BL) Ve—2rxcospg tr Ä xT 


wo das (—) oder ) Zeichen gilt, je. nachdem x>r of 
ı<r if. | 
Unterfcheiden wir daher von nun an fofgende zwei Faͤlle: 
1 Iſt das angezogene Elementchen u. außerhalb Der Hohl 
Kugel, d. h. iſt in jedem Falle x>r, auch für den größte 
— von r, fo wird dad Reſultat (6.) jetzt folgendes: 


 S: sin p-dp -#-2 

0 Ve Ircsptn rx — 

Die Gleichung (4.) giebt nun, wenn die Dicht igteit o ein 
bloße Zunftion von r allein ift, ‘alfo weder von 9 ned 
von p abhängt, 


_. 4h 
8) T= —/ har er edr. 
Alfo hat man nach ($. 65. I N 4.) 


\ 
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9) X= Ein. dr, un Y=2=0 
Nun findet fich aber ud & u die ; DufeM DW; * 


Kugel ſo: Fr . u 
10) M= ef, rei er 
.. nr ra . t rl. on une ” te”, 1 

Bei geht Die —* (O.) üben: in een, 


* 


1) KM = währeib Y = z=0 if," rn 


war! 


* x die ‚Ensfernung # un Eimens, # von dem — * 


— — — — 


DO: dr: Halb: Kugel. ;. . —D 
ALiegt alſp das anpejogene Ehement. 2 ‚außerhalb den ‚Hohl. 
AKngel, ſo iſt die (Gefamunt») mung ber Jetztern anf: dag 
werben! ITS nom ei rl 09 
J —— ri ch, ee 2 v un 
„b. x der Richtung nd der Größe. nach). gerade 6, nie. wenn 
„alle Atome von ME in dem Mittel-Punkt O der. Hohl⸗Kugej 
„vereinigt wären; ſobald nur. die Hohl⸗Kugel ganz homogen iſt, 
„oder doch aus homogenen soncentrifchen Schichten beſſeht, und 
„unter der Vorausſetzung, daß bie Kraft der Anziehung zwiſchen 
jrwei Atomen im Verhältniß des umgefehrten Quadrats vr, 

„Entfernung. von einander flatt findet *).ü Ä 

II. Liegt aber das angesogene Element. uw im Innern’ der 


| Pen Kugel) fo daß x Feiner ift als der kleinſte Werth von r, 


fo muß man, in ber Formel (6.) dag Au Beichen, gelten laſen— 
und man hat daher nun | RE Ä 


SS sin p- 1 2 u 
x. ——— or’ 


folglich auch aus 4. 9 wenn o bloß r allein enthaͤlt, 


.» Man hätte fich fogleich o Eonfant denken können, und man würde 
dann diefen Sag für eine homogene Kugel-Schicht von beliebiger Dicke 
erhalten haben: Dann konnte er leicht auf bekiebig © onrgene Kugel⸗ 
Schichten ˖ von verſchiedener Dichtigkeit ausgedehnt 


- 
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Syu:mnınz. rare geredr, 
za 
ber: eben deshalb wird nun nach ($. 65. Nr. 4.), teil je 


D auch fein x mehr bat; fo lid 37; = — 0 wird, 


91) = 1%2=0.- 

„Ein Elementchen irgend Do im Innern einer Hohl⸗ Qu⸗ 
gel, die entweder homogen iſt, ober doch aus homogenen Schich 
ten beſteht, ſo daß die Dichtigkeit g eine bloße Funktion von 
nr allein if, wird alfo nach feiner Richtung bin gegogen, ſondern 
bleibt im. Gleichgewicht, fobald tote -nıw vornusſetzen, daß die 
mangiehende Kraft der Atome auf einander Im Verhaͤltniß dei 
numnigekehrten Quadrats der Entfernung derſelhen ſtatt -findet *). 
Il. Liegt das: Element: A weder außerhalb Noch innerhalb 
der Hohl: Kugel, fondern in der anzichenden Maffe M felbft, fo 
wird man durch das Element. u- eine concentriſche Kugel⸗Flaͤche 
fi) denfen, fo daß die gegebene Hohle Kugel in zwei ander 
Hohl: Kugeln zertheilt wird, eine Innere und eine äußere. Die 
Anziehung der äußern auf ya iſt nun nach EIL) der Null gleich; 
alſo iſt die Anziehung der gegebenen: Hohls Ringel gerade fo groß, 
ie wenn der eben ocdachte innere Theil berfeften allein wirk 
* ey Dieſes Reſultat erhalt man auch ſchon durch bloße elementar 
geometrifche Betrachtungen. Denkt man fich nämlich eine unendlid: 
dünne Engel» Schicht,. und innerhelb derſelben irgend ws. in einem Punkt 
m ein Elementen „3 ‚betrachtet man dann ein unendligh-Fleines Stück⸗ 
der Kugel-Schicht, und denkt ſich von allen Punkten, diefes Flächen⸗Stüch 
eo, nach dem Punkte m lauter Gerade gezogen, welche verlängert, auf der ent 


gegengefetsten Seite der Kugels Schicht ein unendlich⸗kleines Stück »’ ans 
fchneiden; find endlich e und e/ die Entfernungen des ‚Punktes m (alfo dei 


Elementes „,) von diefen Flächen⸗Stückchen o und «, ſo iſt nach bekaun⸗ 


ten korperlich⸗ geometriſchen orten a: oe ven, d. h. Die 


Anziehung von o 





it Bat, 








find beide Anziehungen einander gleich, nn aber 


auch. einander entgegen; Fe | heben fie ſi ch. beide einander anf. — 
gilt aber rings herum... 
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ſam wäre, alfo tie. wenn die Mafle dieſes innern Theile im 
Mittel- Punkte O vereinigt waͤre. 

„IV. Und da der Radius ri. der Höhlung fo. Hein ſeyn kan, 
| als man ihn nehmen will, ſo gilt alles in (J. — III.) Entwik⸗ 


kelte auch dann noch, wenn = 0 iſt, b. h. wenn bie Waſe 


M eine volle Kugel bildet. 
§. 67. .. J 
Anziehung eines Eitipfoids auf ein Element „ im Innern deſſelben, 


immer unter ‚der Boransfogung, daß = ur y if. 


Es ſey nun bie anziehende Maffe Mein Euͤhſeid— deſen 
Oberfläche durch) die Sans | 
. 2 - “ - . 
Fapaaeı Be 
gegeben ift, mo * nad) ($. 17. Geom. I. Th.) vorausſetzen, 
daß die Koordinaten⸗Axen OX, O'Y, und O!Z, durch den 
Mittel: Punkt O! dieſes Ellipſoids hindurchgehen, und bezüglich 
mit ben Richtungen’ ber halben Axen — a, b, 6- des Ellipſoids zu⸗ 
ſammenfallen. 

. I. Denken wir ung nun dag angezogen Eiement a in dem 
‚Bunte m Innerhalb ober außerhalb biefes Ellipfoidg, ſo kann 
man durch denſelben neue Axen OX,.OV, OZ legen, parallel 
mit den vorgenaunten, während dann O mit m sufammenfällt. 
Sind nun von dem beliebigen Punkte ber Oberfläche des: Ellip⸗ 
ſoids, deſſen alte Koordinaten. Werthe durch x,, yı7umd' z; 
begeichnet worden find, die neuen Koordinatens Werthe x", y 
und 2’; denkt man ſich noch dur) O die Polar» Koordinaten 
ri, p und 9 beffelben Punktes, und bezeichnet man endlich durch 
%.ß,y die Winkel, welche. r! mit den Arm OX,-OY und OZ 
macht, fo bat man 

xy =ıHiN =x-+rlcosa = . . 
2) (y=y+tyl!=y-+rlcof=y-rrlsing-cos 0, 
2, =it2N = ıH+rc08Y = ı+rl.singpesind, 


‚während offenbar 
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IQ, cos singt und cos — sin y-aind 
if. — Durch Subftitution dieſer Werthe in Die Gleichung (1.) 
bed. Elipfoibe: abi man bie:meue: Gleichung deſſelben, naͤmlich 








u nd: ? a 
wenn ber Rire wegen . 
cosa? os Pf cr” 
5) a? — “0? PB 
RN X0C08U nie‘,  Zoosy __ | 
her ——— 
und | | 


EEE ER 8 SEE ee 


genommen wird, wo flatt cos, cosf, cosy ihre Werthe ud 
(3.) in 9 und 0 ausgebrüdt, gefegt gedacht werden muͤſſen 
— Werth xu, der. aus zwei Theilen beſteht/ nämlich and 
und JEtRt- 

pP 


> 
($ 65. U. 1. — 3.) .fubftituigt, und bie fernen Integrationa 
geben dann X, Y und Z. 

. IE; Dieſe Integrationen kann man fich aber durch nachſte⸗ 
hende Betrachtungen, welche ſich auf die im (I. Th. Anal. $. 40) 
gegebenen Eigenſchaften der beſtimmten Integrale ſtuͤtzen, ſehr er⸗ 
leichneen, ſobald man vorausſetzt, daß der Puntt 
moder O, in welchem das Element .u liegt, im Iu⸗ 
nern des Ellipfoids M, oder hoͤchſtens auf deſſen 
Dberfläcre fich befindet. Es iſt ndmlid dann vermöge 
der. Gleichung (1.) der Werth non. 1 pofitiv oder Null; be 
Wer von p ift ohnedies immer pofitiv; folglich muß in be 
Gleichung (4.) jebedmal der pofitine Werth der Quadrat⸗ 
Wurzel genommen werden, damit ber Radius-Bektor nicht negativ 
werde, welches Teßtere nie_feyn darf. Da ſich ferner die Integrale 
in ‘den anzutwendenden Kormeln ($, 65. IL 1.— 3.) über ale 
Werthe von, Y fich erfirekfen von © bis-m,.und-über alle er 
the von 0 von O bis 2n,. fo wollen wir uns bie durch Die In⸗ 


wird num, nebſt (= = 0, in die Sormeln 


u. 


r 
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tegration arıfantinirehden iDifferenzialien paariveiſen zruppirt · beit 
- Een, ſo zwar, daß wir immer ſoiche zwei Paare von Werthen 
von ꝙ und 6 zuſammenſtellen, in weichen bie beiden Werthe 
von ꝙ einander zu rs ergänzen und die zugehoͤrigen Werthe von 
0 um von einander verſchieden find *). Fuͤr zwei ſolche zu⸗ 
ſammengehoͤrige Paare von Werthen von p und 6, behält sin ꝙ 
feinen Werth; während cosg, si und cosd ihr (+ oder —). 
Zeichen verändern, fonft einander ‚gleich find. Fuͤr dieſe zwei Paare 
von Werthen von p und. 6. behalten nach (4. —6) 7, P.. Kr 


alſo auch — genau dieſclben Werth waͤhrend die andern 


* 


Saftoren unter "ber JE: Zeichen in. den Formeln (6. GA. 1 3) | 
ihr (+. oder —). Zeichen en Die Doppels Integrale. ‚alfoy 


welche von biefem Theil — = +pl von ru herruͤhren / i find des⸗ 


on 
balb der Null gleich, weil die unendlich vielen zu "ummirenden 
unendlich-Eleinen Theilchen paarweiſe gleich, aber mit verſchiede⸗ 
nen (+ oder —) Zeichen verſehen find. Folglich ſetzen mis 
in In oaAeſelber Foxmeln ſtatt ri! bloß den erften Theil 


—4 feines vollftändigen Werthes. on, * 


"m. Geſchieht dies nun, ſo erhaͤlt man, wenn man vorläufig | 
” Bloß X finden will; aus ($. 65. IL 1.) und weil hier r*0 iſt, 


8) x = me FE * | \ u 


ref rer ——— 


7 79 Br on 
+ubo AS sin En, ag. aõ . 


IV. Weil jedoch zu einerlei Werth von 0 Ändern zwei Wer: 
the von ꝙ genommen werden können, welche einander, zu 7 era 


*) Diefe beiden Paare von Werthen von p und 0 gehören-su unend⸗ 
Lich-Neinen, in O mit ihren Spigen einander diametral gegenüber 
Liegenden pyramidenförmigen big an bie- Gtenie des Elipſoids fi er⸗ 
ſtrekkenden Korper⸗Theilchen. re rn 
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ganzen, fo: daß für beide Werthe von ꝙ die Sinuffe ſich nicht 
ändern, die Kofinuffe aber bloß im ( 4 oder —) Zeichen, fo 
ſieht man wiederum, daß bie heiden letztern Integrale in (8.) 
der Null gleich werben, und. daß die a ‚bloß ſo wird, 
nämlih: | 


9. EN / 72120 


V. Eben der angeführten Gruppirungen wegen, kann man 
aber das Integral nad 9 ſtatt zwiſchen den Grenzen O und 
7%, bloß zwiſchen den Grenzen O und in, und dag Refultat Dann 
Doppelt nehmen, nad) (I. Th. Analyſ. §. 40.. — Eben fo kam 
man das Integral nach 6, ſtatt von O big ‚2x, bloß von O bis 
I und vom Reſultat das vierfache nehmen; auch kann man 
beide Integrationen in beliebiger Ordnung vornehmen, alſo zuer 
nad 6 integriren. Gegt man nun u dem Ende 

on dv 
u 1g0 == vr. fo wird = = IHW 
und u 


£ 1 ·do 
iu P 
IR ing) +’ E ‚sing?).b’v v 


ztarhc 


— 





* 2 —— —Sä 
und deshalb wird nun aus (9.) 
10) X= ‚et - 


Anuhex- bc-cosp%-sinp-dy 
"1:0 Vbr-cosg’ta"sing?)-(Prcosptarsing?) 





Über ganz analog muß werden 


11) Y= 

ac · cosꝙꝰ iag· dy 

Aaube S Vader a3 24,52. 3 . 2+h?. I 
ix:0 Y (a? et singp”)-(c’-cosp’+b’-sing?) 
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. . 232) Ze: 4 a Br . * 
daher f mpeg >. 
23 18:0 V(hreospP4c® sing‘) (a org)‘ 


wo x.,'y, 2 die Kodtdinäten: Werthe des punktes m oder Oo’ fi ind, | 


auf bie Aren OX,, Or, ‚Oi, bezögen⸗ welche durch den Mittel⸗ 
Punkt O des Euipſcids ‚gehen. Die jetzt noch zu findenden 
Inte rale zur Rechten in dieſen Auͤsdrucken fuͤr X, X Z gehoͤ⸗ 
ren ME denen, welche man * eliptifche' Teanfcenbenten nennt. "Sie 
Förinen nicht in endlicher” Form gefunden, aber in Eina— Fällen 
mitte" ber Tabellen des Begendre nämerif ee Werben, 


⸗ 23% 
r . er kı a 


9* > E Zur 2 .. 
or N 232 —8 . 142 
"ie -$, 68. 4 8 J 
53* v* .“ N FR en ante nn MR 
24* % , ? \ d 73 „4m Kir > 
- « 


t 


u Er un Z Apfgernngenaus At il. 

TEL Aehnliche Ehlipſoide itennen! wir biejenigeit, - -Beren drei 
halbe Axen ’ad:br, er und: la} obezualirch in melden Ver⸗ 
Hält — eff | wenn ner ” 


* 


I a N 271 
Fa hi! 

u ir ! r a — rs I-r6. " ' . 

iſt. “‘ 0 u» Ni ' . „n ' “ .. . , J jr 

i ‘ i 


IL. Denken n wir une daher außer dem im n G 61) voraus⸗ 
geſehten Cuipſoid, deſſen drei halbe Axen a, b, c fi nd/ noch ein 
größeres concentrifches und ähnliches Eipfoid, deſſen halbe Axen 
al, b', e! mit ben Richtuugen ber halben Axen a, b, c zuſam⸗ 
menfallen, fo ehren die Formeln (& 67. V. 10. — 1. )r daß 
Die Werthe X, Y, Z für biefes größere Ellipſoid genau dieſel⸗ 
ben bleiben, wie fuͤr das kleinere, wegen 
ER ‚al b! cl op 

| Fl Ver Se on 
Die Anziehung. der äußert Schicht zwiſchen diefen beiban- aͤhnli⸗ 
chen und concentriſchen Ellipſoiden auf das im Innern dieſer 
Schicht (in O) liegende Element u, iſt alſo der Null gleich. 


⸗ 


III. Eine von zweien ähnlichen concentriſchen el⸗ 
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lipſoidiſchen Oberflächen, deren proporttonftte 
halbe Aren mis ihren Richtungen zuſammenfallen, 
begrenzte homogene Körper: Schicht zieht alſo ein 
Element u, welches beliebig wo im Innern Diefer 
Shidt liegt, nad) feiner Seite, bin, fondern' laͤßt 
ſolches im, Gleichgewicht, wenn nur die Anziehung im 
Verhaͤltniß des umgefehrten. Duabrarg Ber ‚Entfernung ‚wirft. 

IV. Die Anziehung, eines ‚Eilipfoide aüf sin im. 
unse. deifeiben (in m) liegendee Element u. iſt gt: 
rabe so, 9308. als Big, Anziehung eines Heinern aͤhn— 
lichen a entrifchen "Eitipfoids, deifen Dberfläde 
durch m gelegt ift, und deffen Axen-Richtungen mit 
denen des größern sufainmenfallen. 

V. Endlich geht noch: aus: der Betrachtung der Formeln 
($-: 67:8. 10.32.) bernoge. Haß, die Anziehung X 3>3., mr 
von dem, ‚Kooydinaten: Werth, x allein,.,nichg aben, von. den, ji 
den andern Koordinaten Werthen y unh.z des Punktes m ‚(ii 
welchem O angenommen worden iſt, und in welchem das Er 
ment u liegt). abhängt, da-alfe diefe Seiten» Kraft X ber Se 
fammt-Anziehung eine und biefelbe bleibt für alle Elemente b, 
welche, irgendwo in der auf OX, in der Entfernung x ven 
oi fentrechten Ebene, aber nod) im Innern Dee anziehenden SG 
lipfeibe, liegen; auch iſt jedesmal X init x proportional. — Daß 
felbe gift von Y und y, und von 2 und 2. Fe 

Ueberall aber haben wir bag Eripſoid homogen voraus 


gefegt. _ 


, . 
⸗4 


⸗ ⸗4 
F D * ’ , a 
i. Per Ze 


Anziehung eines umbgehungs-Elfipfotds auf ein Clement im Innen 
j deffelben. \ 


. Denten wir ung in ber Aufgabe bed ($. 67.) ein Umbre 
hungs⸗Ellipſoid, alſo 5. B. c=—=b. Die halbe Axe a ſey bw 
bei von allen dreien bie kleinſte, alle ab und 'a<c (em 
Form, welcher die Form der Himmels: Körper am nächfin 
kommt). — Sin diefem befonderen Sale laſſen fich die Integrale 


EEE 7 Biden Mtthftiohen.. --"- TAT 
in den Formeln (3:87. V. 10. — 12) it: endlichen: Form her⸗ 








ftellen, wie nachftehende Rechnung zeigen mag. I Zn 
„ Dan ſetzt u u 
| 3_, ‘2 iR 3 DE wur 
6) * * — =. f ub=e=a JH + 


wird, und berechnet dann nach ($. 54. ) bie Daffe M des als 
bomogen gedachten Ellipſoids, naͤmlich.· 
2) M = zn.g.a° .Ad+e). = 
Die Formel ($. 67. V. 10.) giebt_ nun. . Pe 
u '3uMhx „[ _cosp*-sinp | 

3) = aꝰ Nein ag, en 
oder, wenn mark nah ($._32.,1. Sh. Analyſ.) wirklich ciſte⸗ 


grirt 
a ν 
| a a ion ig A oe 
Eben fo leicht findet [7% TE \ 
5) Y_Z__ 3uMhb  fcosp*sinp' do —— 


*—7* —e— IEeꝰ. vin ꝙꝰ 4 
Führen wir diefe Integration nach (6. 32 Th. J. Analyſ.) wirk 
IR aus, und vereinigen. wit bie beiden: anziehenden Kraͤfte V 
und Z, welche mit y und z proportional ſind, in eine einzige: P; 
deren. Richtung, des letzterwaͤhnten Umfignbes wegen, der Are 
0X, begegnen wird, fo findet ſich, wenn man 2 Nun rn. 


6): v0... VPRmp Er 
ſetze/ fo daß podie Entfernung des Elements a von der Axe 
OX, vorſteltt, 1J— ze ride. 

un: : _, 34@Mhp /7 e ) 

. 7) 2a. eꝰ Fer l-re? . Zur . . 


Vereinigt man zuletzt dieſe beiden Kräfte, naͤmlich P (welche 
das Element ſenkrecht gegen die Umdrehungs⸗Axe OX, treibt) 
und X (welche Per mit OR, wi in die einzige P,, ſo hat 


2) Diefer Werth e wird die Atblattune des undrehunge Eifoibe 
| genahnt. 


en. 
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= 


man dieſe Sanm. dugchans PB ihrer ba uud ihrer Nie 
tung nad). 


In den Fällen, 100 e ſehr Elein if, kann man Ze und 





46 
ĩ * Ire in nen Reihen vermankin, hä 
1 
ri = ee 
e == — 8 „ed. 00: u “ 
und Ira re ; 
und man erhält dann aus (3) 
8) | X = —5—— .d- te-+) 
und aus (7) Le 
9) . ‚P ya —2 «(1 jet), 
woraus zuletzt —— | 
0) B, = VRR 


"gefunden wird. — Für .e=.0,. d. h. wenn das Ellipſoid ü 


öne Kugel. übergeht, erhältman hierans genau wieder Die Re 
fultate. des .($. 66.) . 

Anmerk. Bi hierher haben wie bie Antiehung ei eines Ellip⸗ 
ſoids auf ein Element m betrachtet, welches in der Maſſe bei 
Ellipſoids felber liegt. - Liegt-aber das Element u außerhalb 
des Ellipſoids, ſo werden die Rechnungen viel verwikkelter. Des 
halb iſt der nachſtehende Lehrſatz des Jvor i (philosophical 
transactions. 1809.), durch welchen das zuletzt erwähnte Pre 
blem auf das des ($. 67.) zurückgeführt wid für die Anziehun 
gen von befonberer MWichtiglel. 

§. 70. 
Lehrſatz des Ivori. 

1) Wir denken uns zwei concentriſche Ellipſoide, deren halbe 
Axen a, b, c und a, bi, ©, bezüglich mit den Richtungen 

| de, 
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der, aus dem gemeinfchaftlichen Mittel-PBunfte O! auslaufenden 
Koordinatensdlgen O/X,, O/Y, und O/Z, zuſammenfallen. air 
fegen in biefen; beiden Ellipſoiden 

b?>—a?=b—=h Y\mwohk und k—h pe⸗ 


ca = a—a? =k ſitiv, negativ, oder auch 
alſo auch) der Null gleich ſeyn 
hb’=‘—-—=k—h. koͤnnen, 


voraug, fo haben die beiden durch Die Axen X,O/Y, gebildete 
( Durchſchnitts⸗) Ehipfen einerlei Brenn- Punkt; daſſelbe gilt 
aber von den beiden ( Durchfchnitts:) Ellipfen, . welche von der 
Ebene X,0/Z,, und aud) von den Beiden Ellipfen,. welche burch 
die Ebene Y,O!Z, gebildet werden. Wir drücken diefe Eigen» 
fchaft dadurch aus, daß wir fagen: „bie beiden Ellpſoide haͤtten 
zdiefelben Brenn⸗Punkte. :- x 

2) Auf den Oberflaͤchen dieſer beiden Ellipſoide denken wir 
uns zwei Punkte. Die Koordinaten⸗Werthe x, Yı:$ druͤcken den 
einen aus, der in der Oberflaͤche des erſtern liegts die: Koorbis 
naten⸗Werthe Kur Yır fi ſtellen den. andern vor, der in. der. Ober⸗ 
fläche des zweiten Ellipſoids lieg. Wir nennen dieſe beiden 
Punkte correfponbirende (einander. entſprachend c wenn 

zu gleicher Zeit IT en 
ı = 


a 


En am nd * en | 
a C u 6 
m *). I 

3) Sind nun X,.Y, Z die Anziehungen nach den drei Roor. 
dinaten⸗Axen des erflern Ellipſoids auf das Element u, welches 
in einem beliebigen Punkt x, Yır! zu der Oberfläche des zweiten 
Ellipfoids liegt; und ſtellen X,, Yı, Zı die Anziehungen (. nach 


Denfelben Koordinaten-Axen zerlegt) vor, des heiten. lipfive 





*) Da wegen der Gleichungen der Elipſoide alemel 
2 2 2 
Stats-l ‚und Er al... 
ift, fo enthalten obige drei Gleichungen feinen Widerfpruch, und es kann 
Daher zu jedem Punkt in der einen_ Oberfläche allemal der entfprechende 


Punkt in der andern Oberfläche Dazu gefunden werben. 
1. [13] 


194 Statif fefter Körper. np. VII. . 70. 


auf das. Element u, wenn folches in dem nach (IT.) zu finden: 
den: correfponbirenden Punkt 2,9, z auf der Oberfläche bes er⸗ 
ftern Ellipſoids ift, fo ift allemal, wenn beide Ellipſoide homo⸗ 
gen find, und einerlei- Dichtigkeit, o haben, 

x _X Y_N Zz_Z 
be ba’ a ac und Ss a,b, ' 
Diefe letzteren Gleichungen (III.) bilden den Eehrfag des Ivori 
Dieſer Satz bleibt wahr, auch wenn. bie Attraktion zwiſchen zwei 
Atomen: ale eine belichige Sunftion ihrer Entfernung u gedacht 
wird. — Mittelſt diefer Gleichungen laſſen fichiaber X, Y mb 
Z finden, fobald Au Y,; 2 nad) ($. 67. ‚ober > 69.) gefun 
den find. - 

Man findet biefen Yehrfas, wenn man bie gutegrale, welche die Ami⸗ 
bungen X, Y, Z zu geben haben, gehörig umformt. Weil aber dazu Leh 
ven ber beſtimmten Integrale gehören, welche wir nicht als bekannt we 
ausſetzen, fondern eben jest erfk im Anhang zu diefen Kapitel entwikken 
wollen, fo mag in demfelben Anhang auch diefe Umformung, alſo der & 
+ weis dei vorſtehenden Lehrfanes, Platz finden. 

4) In den Anwendungen biefe® Lehrſatzes find a, b, c um 
Eur Yir d1 gegeben, dagegen a,, bı, €, und z, ye 5 zu finde 
Zur Berechnung von a,, b,, ec, muß man bie beiben Bleib 
gen der (IJ.), nämlich 

a) b’—a,” = b’—-a? und P):c a’ = c— a 

und noch die Gleichung des Ellipſoids für den angezogenen Punft 
\ Fur Ir iu nämlich 


7) 


I. 












neben. — Zur Berechming der * 9 N bienen dann die GSl 
ungen (IE). ". 

Anmerk. Wendet man dieſen Joori ſthen Lehrſatz 
den Fall an, dag die Ellipſoide in Kugeln übergehen, wo dl 
c=b=aud c; — br — aq ff, fo erhält man, wenn met 
die Aren ſo Io daß Y= Z 2 0: wird, auch y=2Z= 
und. Fe 
—— x_ x 


Zr Yan Tea 


N 


⸗ 
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und dies ſtimmt genau mit ben, für bie Kugeln bereits gefunde⸗ 
nen Reſultaten uͤberein. 


$. 71. et 
Anziehung eines belichigen Körpers auf ein Element in großen Ent: 


h- 
fernungen, und wenn f, = = ik. 

Iſt in dem-allgemeinen Problem des ($. 65.), wo die Anzie⸗ 

bung = * genommen iſt, die Entfernung u "des angezogenen 


Elements u fehr groß gegen Die Dimenfionen bes anziehenden 
Körpers, alfo gegen die größten Werthe von x', y! und z', fo 


kann man in dem Ausdruck für T bafelbfl,- ben Faktor 4 d. h. 


1 
Va—? + y—yP)?+(— 2) 
geordnet vertwandeln (mittelſt des Maclaurin’fchen Lehrſatzes 
für drei Veränderliche), und man erhält, wenn ’d den Werth von 
u bedeutet, fr = y!—=z=60, fo daß | 

1) = — 
ebenfalls ſehr groß iſ auch gegen bie ie größten Werthe von xl, 
y, u z'; 


in eine Reihe nach 2 yl, z 





_1 xx!+yy!+7- Fr nn 
2) men Fẽ 4 u —*8 * 


North he rn, 

20° . 

Nimmt man nun den Schwer⸗Punkt des anzie⸗ 

henden Körpers zum Anfangs⸗Punkt der Koorbine- 
ten x, y, 2, x', yl, z', fo daß nach ($. 55. 0) 

3) &(x.dM)=0, Z(y.dM) ==0 und z.dM)—=0 
ift, fo liefert die Gleichung ($. 65. Nr. 1.), weil S(dM)—=M iſt, 
hM 


„® T= + 


35 BE EEn 7, — Sant ya4r.aM4 ..., 
[13*] 
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Iſt nun 8 gegen bie groͤßten Werthe von x’, y! und z' fo 
groß, daß bie im Nenner mit ö° ober 6° ıc. afficirten Glieder 
ohne merklichen Fehler außer Acht gelaſſen werden koͤnnen, ſo 
hat man bloß 

| . hM hM 
T = — —, 
” = 7 were 
und daraus folgt dann aus ( $. 65. Nr. 4.) 
bw AM.x — h-u-Mey 
6) i=— je > Y=-.: 58° 


. heuMez. 
ae 








und |  Z=- 


und bie geſuchte Geſammt⸗ Anziehung wird daher jetzt hinſt ic 
Tich ihrer Größe und Richtung | 


1) “ Bo = 2. YV?+-2Z — — 
und | 

8). c08.0, — 5, . = - 
und ‚08% " 5 " 


d. h., unter ber gemachten Vorausſetzung iſt die Anziehung ge 
nau dieſelbe, wie wenn die Geſammt⸗Maſſe M des anziehenda 
Körpers im Anfangs⸗Punkt der Koordinaten, d. h. in feinem 
Schwer -Punft vereint wirkte *). 

Bei den Anziehungen, melde die Sonne auf die Planeten und be 
Planeten auf einander ausüben, kann man immer das vorliegende Refultet 
anwenden, ohne auf die Geftalt der Planeten Rückficht nehmen zu müſſen 
Bei: den Anziehungen ber Planeten auf ihre Satelliten, muß man fche . 
meift Auſtand nehmen es zu thun. Bei den Ansiehungen endlich der Web 







/ 


*) Da nad) ($. 66.) dieſes Nefultat für dem PR einer angiebenden 
homogenen Kugel genau wahr ift, für jede geringere oder größere Entfer 
nung des angesogenen Elementes u, fo folgt, daß die Glieder von Tü 
(4.), welche wir bier als unbedeutend außer Acht gelaffen haben, für di 
—* 2 genau der Null gleich werden müflen. Dies befäti 

au , 
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Körper auf Segenftände ihrer Dberfläche, kann das vorfichende Nefeltat 
nur in feltenen Fällen benugt werden, wenn man nicht vorher bargethan 
bat, daß der Welt, Körper homegen iſt und eine vollkommene ſugelge⸗ 
ſtalt hat. 

Schluß⸗ Anmerkung. 


Hat man übrigens Größe und Richtung gefunden, der anziehenden Kraft 
eines Körpers M auf ein Element u in jeder Lage des letztern, fo kann 
man fi nun das Problem der Oynamif varlegen: „bie Bemesung bes 
„Elements „ iu beflimmen, menn es an jeder Stelle, wo. es fich befinden 
mag, durch diefe Kraft der Anziehung getrieben wird, unter der. Vorauss 
„ſetzung, daß man den ansichenden Körper M an feiner abfohıten Stelle 
„feſthält.“ Nah Maaßgabe der Löfung diefer Aufgabe kann man erfi ent- 
„ſcheiden, ob 4.2. ein frei fallender Körper, unter der Dorausfegung, daß 
die Erde ein Umdrehungs⸗Ellipſoid if, eine gerade Linie oder eine krumme 
Bahn befchreibt. 


Anhang. 


Einiges über befimmte Integrale, nebf dem Beweis Des 
Ivori'ſchen Lehrſatzes. 


$. 72. 
Da ein beſtimmtes Integral fdp nichts weiter iſt, 


nach (I. Th. Analyſ. $. 35.), als die Summe einer unendlichen 
Reihe, zwiſchen den Grenz⸗Gliedern f„-dp und fz-dp ſtetig nes 
ben einander liegender Glieder, — ſo iſt ein Doppel⸗ Sitegral 


S-, fodp· dq 

als die Summe einer Doppel. Reihe von Gliedern anzuſehen, 
welche alle aus f,,..dp-dq hervorgehen, wenn man ſtatt p alle 
son « an bis zu A hin um dag unenblich-Eleine dp wachfenden, 
daher ftetig neben einander liegenden Werthe fett, dabei aber 
bei jedem Werth von p auch dem q wieder alle von y an bis 
zu Ö bin wachfenden, um das unendlich⸗kleine dq verſchiedenen, 
alſo ſtetig neben einander Legenden Werthe gegeben ſich denkt. 
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6. 73. 

Weil ed bei jeder Summe einerlei ift, in welcher Ordnung 
man abdirt, fo muß es bei einem Doppel⸗Integral auch einer: 
lei ſeyn, in melcher Hrönung man integrirt; wenn man nur bar 
auf ſieht, daB man noch immer die Summe berfelben Doppeb 
Reihe son Gliedern erhält, db. b. wenn man nur die Grenzen 
des neuen! Doppel» Integrats der jebegmaligen Natur des gege 
benen Doppel: Antegrald gemäß nimmt. 

Namentlich: ift unbedingt allemal 


(O) a Sansa (S., parp fogedp) · dq | 
= =S pp (S.. ⸗ — ao· ·dp, 


fo oft die Grenz-Werthe q’, q', p! und p konſtant gegeben 
d. 5. von einander ganz unabhängig find. — 

- Diefer Sag (O) findet fi) im (I. Th. Analyf. $. 38.) noch 
befonderg erwieſen. 

Sind aber die Grenzen des erftern ntegrald (nach p) i 
(O) zur Linken felbft wieder Funktionen deffelben q, nach mes 
chem die nun folgende integration vorgenommen. werden fol, 
fo ift e8, wenn man die Ordnung ber Sintegrationen umfehre 
will, oft nöthig, daß man das neue Doppel-Sintegral in zwi 
oder mehr Theilen ausdrüce, welche. immer anbere, aber jedes 
mal durch die Natur des Falles bedingte Grenzen haben. m 
dies recht anfchaulich machen zu können, wollen wir einige be 
fondere Fälle betrachten. 

A. Wir wollen voraugfegen, daß das Doppel» Integral 

Sale 
gegeben fey, in welchem bie Grenze p, eine, für p aus da 
Gleichung 

(O- Y%ur > 
hervorgehende Zunftion von q if. Denken wir ung in bie: 


Gleichung (C) q als Abfeiffen- Werth und p ald Ordinate 
Werth‘, beide auf Axen OX und OY besogen, welche auf ei 


4 
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ander fenfrecht fichen, wie in ben (Figg. 23. — 25.), fo. wird 
Diefe Gleichung *0 im Allgemeinen eine Kurve liefern, naͤm⸗ 
lid CMD oder CM!D. Nimmt man nun OF=g!, OG=—qN 
und OH=FA=GB=p'; ferner OR=g fo if RM=p, 
(oder RM’ =p,), fo wie noch) FC=p, und GD=p,. — 
Denkt man fich ferner im Innern der Släche ABCMD oder 
ABCM!D eine beliebige Stelle, deren Koordinaten: Werthe q 
und p von einander unabhängig find, und an diefer Stelle :ein 
Rechteckchen dg-dp, und die Dichtigfeit diefes Rechteckchens 
= f,,. fo ift fa dp-dq die Maffe dieſes Rechteckchens, und 


S..Gedddp 
ıg=P 
ift daher bie Maffe des Streifens, welcher die Länge SM oder 


SM! und die unendlich: Fleine Breite dq hat; — und dag ger 


gebene Doppel: Integral ift alfo nun "die Maffe der ganzen 
Flaͤche ABDMC ober ABDM!C. 

MIN man nun diefelbe Maſſe derfelben Släche dadurch fin⸗ 
den, daß man zuerſt die Maffen der mit OX parallelen Strei⸗ 
fen von der unendlich⸗kleinen Breite dp findet, und dann bie 
Maſſen aller diefer Streifen fummirt, fo wird man verſchiedene 
Einzelfaͤlle unterſcheiden muͤſſen. 

I. Zuvoͤrderſt ſeyen zwiſchen q q! und gi alle Wer⸗ 
the p, ſtetig wachfend, oder ſtetig abnehmend, wie in den (Figg. 
23. und 24.) und p,, p, ſeyen bezüglich die kleinſten und größs 

ten biefer Werthe*), fo wird man zuerft die Maffe des Rechtecks 
ABCE in ($ig. 23.), oder ABDE in ($ig. 24.) finden, ausge 
drückt durch dag Doppel: integral 


(2): San Su add) IP 5 
und diefed Doppel»Integral wird nur dann = 0 feyn, wenn 


— 


der kleinſte Werth p, mit dem gegebenen Greg» Werthe P in - 


EEE in (EI 2) 
Dagegen iſt dx = da und Du = dag | 


+ 
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(1) sufammenfällt..— Hernach wird man bie Maffe der Flaͤche 
CMDE oder CMDE finden, nämlich, wenn q, Die aus de 
Grenz⸗Gleichung y,, = 0 für q hervorgehende Funktion von p 
vorſtellt, und Im Salle der (Fig. 23.) 


U Ser 
im Kalle der (Fig. 24.) dagegen 
CE EEEen KEFLG AR.) 2 5 


Das Doppel Integral (1.) ift alfo der Summe der beiden 
Doppel⸗Integrale (2.) und (3.), ober der Summe ber beiden 
Doppel-Integrale (2.) und (4.) gleich, je nachdem die (Fig. 23, 
oder die (Fig. 24.) vorausgefegt wird. — Es find aber di 
Doppel-Integrale (1.) und (3.) einander genau gleich, fo oft 
p! der kleinſte Werth p, (= P,) von p, in der (Fig. 23.) if; 
und e8 find die Doppel: Integrale (1.) und (4.) einander gena 
gleich, fo oft p’ der Eleinfte Werth pꝛ (= P..) von p, in de 
(Sig. 24.) ſeyn follte. 

II. Giebt aber bie Gleichung Y,, = 0, zu allen Werthen 
von q zwiſchen q’ und q folche Werthe von p,, daß bie (Fig. 25.) 
und zwar CMD entfteht, fo daß die Werthe p, zuerft ſtetig wach 
fen, von p, an bis zu dem größeften p, bin, dann aber wich 
ftetig abnehmen big zu p,., bin, und wird von ben beiden We; 
then p,, und p,, bet kleinſte durch p,, ber größere aber burd 
p_ bezeichnet; fo ift zuerft die Maſſe des Rechtecks ABDE 

[O5 Secm Sarg terda) Ip; 
dann die Maſſe der Figur CEDK 

De Se Sa 
endlich aber die Maffe der Figur CMK 

(7). S; en Sur, 2a, , f2,0.dg)-dp- 

Das gegebene Doppel Jutegral a )ift daher nun der Summe 
ber brei Doppel» integrale (5.), (6.) und (7.) gleich; Dagegm 
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dem letztern DoppelrSiutegral Allein nur dann: genku .gleich, 
wenn der Fleinfte und der mittlere Werth (p, und p,) von p, 
zu gleicher Zeit mit dem gegebenen Grenz: Werthe p' zuſam⸗ 
menfallen. 

III. Haben die Werthe p, von qq! an bis zu gg! 
bin mehrere Marima und Minima, fo kann das Doppel: Inte: 
oral (1.), wenn die Ordnung des Integrirens fol umgekehrt 
werden, in drei, vier und eine fehr große Anzahl Doppels "inte: 
grale zerlegt werden müffen, wie man fich leicht aus der Be: 
trachfung der zu biefer Vorausſetzung gezeichneten Grenz⸗Kur⸗ 
ven y,, = 0 überzeugt. 

IV. Auch fällt in die Augen, daß man bie Safe der. Flache 
ABCMD (ober ABCMMD) auch als Differenzen von Maſſen 


mehrerer Flaͤchen ausdruͤcken kann, indem man Rechtecke ſich 
denkt, welche den größten Werth von p, zur Höhe haben, 


welche alfo größer find, alg die Flaͤche ABCMD. 


B. Geben wir ſtatt des Doppel⸗Integrals (A. 2 lieber 
dieſes andere 


Dr Sa Saum do) 
fo drückt folches, — wenn wiederum 

2) . Var = 0 
die Grenz⸗Gleichung ift, d. h. bie Skichung; welche nach p 
aufgelöft, den zweiten Grenz: Werth p = p, liefert, und wenn 
man in den (Sigg. 23. — 25.). OH! —= FA!—= GB! — p!! nimmt, 
— die Mafle der Flache A/B/CMD oder AIBICM/D aus. — 
Auch diefe Maffe kann nur durch zwei, drei oder mehr andere Dop- 
pel⸗Integrale ausgebrückt werben, wenn man die Ordnung ber 
integration umkehrt; und dag gegebene Doppel: Integral (1.) 


ift wieder nur dann einem einzigen biefer Iegtern Doppel⸗Inte⸗ 
grale gleich), wenn in. den (Figg. 23. 24.) der größefte Werth 


p, mit p!! und in der (Fig. 25.) die Kurve DM’C die Grenz 
Kurve, und dabei p, = p,, = p!! ifl. 
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.G. Betrachten teir enblich: das. Doppel: Jutegral 


1) . ‚(S; Ze —* «dp )-dg, 
wo p/, und pl! zwei für p aus der Gleichung 
2) Yan 7 I 


hervorgehende Funktionen von q find, fo jeboch daß für jeden 
Werth von q gwifchen q’ und q’, p! >p, wird, und daß nr 
für q=g!, fo wie noch fuͤr — qu die Ordinaten p’ und p' 
einander gleich find, nämlih pp", mb pP = pP. — 
Setzen wir ferner voraus, daß p’ und p! bie größten und klein 
ſten Werthe find, welche aus y =0 für p ſich ergeben; deß 
aber auch q und q! die größten und Fleinften Werthe find, 
welche aus berfelden Gleichung y,, = 0 für q hervorgehen; 
‚find endlich q', und q’', zwei Werthe von q aus der Gray 
Gleichung v,, = 0, fo baß für ale Werthe von p, von p 
an bis zu p!! hin, allemal qi! >4, wird, und nur q/ ==", 
ſo wie noch q qu if, — fo ift das Doppel: Intega 
(1.) allemal genau gleich dem Doppel⸗Integral 

3) Sum S 1 a ad) dp, 
in welchem bie Ordnung des Integrirens die umgekehrte if. 

Denn die Grenz⸗Kurve y, „= 0 bilder dasmal eine geſchloſſene Prumm 
linige Figur, wie fie die (ig. 26.) ſehen läßt, und da fällt in die Aug 
Daß jedes der beiden Doppel⸗Integrale (1.) und (3.) die Maffe der sen 
zen Figur GHIK ausdrückt. — Folglich find beide Doppels Integrale cin 
ander gleich. 

Sind aber die Grenzen unter andern Vorausfeßungen ge 
nommen, fo twird auch hier bei der Umkehrung der Ordnung 
des Antegrirend das neue Doppel⸗Integral in zwei, drei mi 
mehr Theile zerfallen können und müffen. 












$. 74. 
Aufgabe 


Es ift gegeben das Doppel: Integral 
1). S. unge ( Sau, dy)d8; 


a — 


— — e ⸗ wu — — ⸗ — 
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wo .y!, y entmeder Eonftant oder Funktionen von x find, 
zwar entweder beide oder nur eine Davon, jedesmal aber. u 
die Gleichung | Ä 

(GO " V. = 0. 
gegeben, waͤhrend die Grenzen x’ und x’ Fonftant gedacht ſind. 
Es werden zwei neue Veraͤnderliche q und r mittelſt der Glei⸗ 
chungen 

2) — = 0 und 3) —* =0, 
oder, wenn man diefe Gleichungen nach x und nach y aufgelöft 
ſich denkt, mittelft der. Gleichungen 

4) x=x, und 5) Jy=Y. 
eingeführt. Man fol das neue Doppel» Intgral finden, nach 
r und nad) ‘q, welches dem gegebenen gleich if. 

Auflöfung. J. Man führe zuerfi nur einen der neuen 


‚ Beränderlichen, 3. B. q flatt y ein, indeni man aus den Glei- 


: shungen (2. und 3.) oder (4. und 5.) den andern r eliminirt, 


und die neue Gleichung nach y aufloͤſt, ſo daß man 


6) y= — Ka 
findet, welche Zunftion x, jedoch auch noch x entalten wird. 
Dann iſt nach (J. Th. Analyſ. 8. 37. II.) 


SS nn Ferdrd9 

fo daß dag gegebene Doppel: Integral (1.) in ein anderes nach 
q und nach x genommenes umgewandelt iſt, nämlich in 
mM . S.. ge (fx,70x,).dq )-dx, 
wo bie Gleichung (6.) auch zwiſchen den Grenz: Werthen y! 
und q’, desgleichen noch zwiſchen y’' und q!! ſtatt finden muß. 
Die Grenzen q’ und q’! werben daher im Allgemeinen auch noch 
Funktionen von x ſeyn. Es verſteht fich dabei, daß in (7.) 
und zwar in fx, flatt y ebenfalls fein Werth 7 geſetzt werden 
muß. — 

IL Sind nun die Grenzen ber Integrale fo, daß nach ($. 73.) 
die Ordnung des Integrirens umgekehrt werben kann, fo Bat 
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man ſtatt ‚des Doppel: Integrals (7.) ſogleich wieder dieſes 
andere: 


8) | Se an —* ne UA, * dq, 


wo jeßt q’ und q!! konſtante Werthe vorſtellen, wo aber x! und 
x im Allgemeinen Funktionen von q feyn werben, die nach 
($. 73.) gefunden werben müffen. 

II. Nun fann man aber in (8.) ſtatt dee Beränderlichen 
x, den zweiten neuen Veraͤnderlichen r einführen, ber mittelft der 
Gleichung (4.) gegeben if. Dann erhält man nach (I. Th. 
Analyf. $. 37. II.) flatt des Doppel: Integrals (8.) ſogleich 
das nachſtehende: 

VD Ser Sara das 0) dr)-dg, 
wo x durchweg die Sunftion x,» aus (4.) vorſtellt, und wo 
Daher auch flatt y ber Werth X und ſomit auch der Werth 
Yyr aus (5.) gefegt werden muß, und wo x! und r’, desglei⸗ 
chen x’! und r!! mittelft derfelben Gleichung (4.) mit einander 
sufammenhängen, fo nämlich, daß, wenn y! und y“ Fonftant 
geweſen find, dann r! und ri diejenigen Funktionen von q find, 
toelche aus ben Gleichungen (4. u. 5.) für r hervorgehen, wenn 
man y’ ober y!! flatt y fest und dann x eliminire; — daß 
aber, wenn y! oder y’! ober beide, Funktionen von x noch ge 
soefen find, dann r! ober r!! oder beide, diejenigen Funktionen 
von q ſeyn werden, welche aus (CT) y,, = 0 hervorgehen, 
wenn man mittelft ber Gleichungen (4. u. 5.) die Veraͤnderli⸗ 
chen x und y eliminirt, und bie entfiehende Gleichung nad) r 
auflöf. Die Werthe q’ und q“ in (9.) laſſen fi) aus (IL), 
d. h. aus der Betrachtung des ($. 73.) in ‚jedem befondern Falle 
beſonders angeben. ' 

IV. Auch der Faktor dy, in (9.) läßt fich in die Zunftio- 
nen x,, und y,. der (4. u. 5.) ausdruͤcken. Man befommt 
nämlich offenbar dy,, wenn man in den Gleichungen (4. u. 5.) 
x. fatt y fegt, dann auch r als eine Funktion von q, Dagegen 
x als konſtant anficht, beide neue Gleichungen nach allem <q 
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differenziirt und zuletzt dr, eliminirt, in fo ferne es einerlei iſt, 


ob man r vor oder nach dem Differenziiren nach) q eliminire. 
Die Gleichungen. (4. u. 5.) geben aber unter biefer Voraus: 
feßung - - oo. 

10) 0= dx +ör,.Ar, und 11) %,—=dy,-+Hdy,dr, 
woraus zulegt, wenn Org eliminirt wird, 
3 OO, - Oy,.ds, 
12). . ur — — | 
hervorgeht. Dadurch geht aber das Reſultat (9.) in dag nach 
ſtehende über, nämlich in 


13) Sf. 4 . BR „Gyydx. — 8,3,.dx,)-dr )-dq, 


wo die Grenzen ber Integrale fo find, wie ſolche in (III.) be⸗ 


ſchrieben ſtehen. 
V. Sollte endlich bei der umkehrung der Ordnung des In⸗ 


tegrirens in (II.), nicht ein, ſondern nach Anleitung des ($. 73.) 


bie Summe zweier oder mehrerer Sintegrale gefegt werden muͤſ⸗ 
fen, fo würde bad End-Refultat (13.) doch genau eben fo wer⸗ 
den, nur daß dann ebenfalls zwei oder mehr ſolche Integrale 


ſich ergeben wuͤrden, deren Grenzen in jedem Einzel» Falle nach 


($. 73.) und nach dem Vorſtehenden ausgemittelt werden muͤß⸗ 
ten, in welchen aber das zu integrirendbe Element allemal erhal: 
ten wird, wenn man in dem gegebenen Element fe, dx-dy ſtatt 
des Produktes 

14) dx-dy dieſes andere (dy,-dx,— dy,-öx ).dr-dg 
fubftituirt, unter x und y felbft aber die in (4. u. 5.) gegebe 
nen Funftionen von q und r verfieht *). | 





*) Diefer Satz ift nicht neu, aber noch nirgend gehörig erwieſen. 
Vergl. Lagrauge, Theorie des fonetions. Nouvelle Edit. cheap. XIV.; 


£aplace, Mecanique celeste. T. II. nag. 1 segq., und die Abhandlung 
des Jvori in ben philosophical transactions 1809; auch Lacroix, Cal- 
cul diff. et integr. ?ꝛe. — Der Nerv des Beweiſes ruht auf der obigen (IL), 
und diefe Idee verdankt der Verf, der auf diefen Uebelſtand mehrfeitig aufs 
merkfam gemacht hat, einer mündlichen Befprechung darüber mit feinem 
fharflinnigen Kollegen Dirichlet. - 


. 
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m 


Derfelbe Sat läge fi ich auch fogleich auf dreifache Opntegrale 
ausdehnen. — Hat man riämlich ein breifaches integral : 
1) 2 JSSS ar dz)-dy)-dx, — 
wo bie Integration nach 2 zwiſchen den Grenzen z! und zii 
(welche Eonftant oder Funktionen von y und x ſeyn können), die 
integration nach y zwifchen den Grenzen y! und y“ (welche 
fonftant odet noch Funktionen von x find), endlich die Integra⸗ 
tion nach) x zwiſchen den konſtanten Grengen x’ und x! gefche: 
ben fol; — führt man dann drei neue Veränderliche p, q, r 
ein mittelft der Gleichungen 
2) x — x 3) ey. und d)ı=ız 


Br Pr? 
und foll nun das Element der neuen dreifachen Integration ge 
funden werden, welche daffelbe liefert, wag die (1.), fobald je 
des dieſer drei legtern Integrale zwiſchen ben durch die Natur 
des gegebenen Integrals (1.) bedingten Grenzen genommen wird, 
fo gefchieht dies auf folgende Art: \ 

I. Zuerft führe man flatt bes Veränderlichen z einen ber 
drei neuen Veränderlichen 5. B. p ein, indem man aus den drei 
Gleichungen (2. — 4.) bie beiden andern q und r eliminirt, 
dadurch | 
5) z=y,MWox, auch noch x und y enthält, 
findet, und nun flatt 

Siy,,d2 fogleih ST, dx dp - 
fchreibt, nach (I. Th. Analyſ. $. 37. IE.) 

II. In der nun flatt der (1.) entftchenden neuen dreifachen 
Integration (nach p, nach y und nach x) verfaufcht man jebt 
die Ordnung der Sintegrationen, fo daß fie zuerfi nad) y, dann 
nach p, zulegt nach x ſtatt finden. "Die Ordnung ber beiden 
letztern Integrationen vertaufcht man nun aufs Neue, fo. daß 
man zuletzt ſtatt des dreifachen Integrals (1.) hat 


6) SSSE 53%, )Ay)-dx)-dp. 
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II. In der erſtern dieſer drei Jutegrationen (nach y) führe 
man nun ſtatt des Veraͤnderlichen y den zweiten neuen Veraͤn⸗ 
derlichen q ein, indem man, aus ben beiden Gleichungen (2. u. 
3.) r eliminict und die neue Gleichung nach y auflöft, fo daß 
man bat: 

7) yzı, wo X, auch noch x "enthält; — 
dann aber wieder (I. Th. Analyf. $. 37. IL.) anwenbet, ſo daß 
man ſtatt 

Kb Ze LPFR AL Zu jett a dr dq 
erhält. 

IV.. In der nunsaus (6;) hervorgehenden dreifachen Integra⸗ 
tion (nach q, nach: x und nach p) vertauſcht man jetzt wieder 
die beiden erſtern Integrationen mig einander und erhält ſo flatt 
der: (1. I d. h. flatt, der (6.), das nachfichende Sreifahe m 
tegral: 

9) S SIE, * By, %, )edx). dg)- dp; f 

V. Nun aber fuͤhrt man bei der erſtern dieſer dreifachen 
Integration (nach x) ſtatt des Veraͤnderlichen x den dritten neuen 
Veraͤnderlichen r mittelſt der Gleichung (2.) ein, und man er 
hält ſonach ſtatt der (9.), alfo ſtatt der (1.), folgendes: 

10)  SSSE RR) dr)· dq) · dp, 
welches * geſuchte End⸗Reſultat iſt, ſobald man nur alles in 

die in (2!— 4.) gegebenen Sunftionen von p, q und r aus 
druͤckt. — 

VI. Die Faktoren &y,, &yl, laſen fich aber auf folgende 
Art in die in (2. — 4.) gegebenen unftionen x und 

Zar bequem ausdrücken. 

‚ Mm dy, zu finden, muß man nämlich in den Gleichungen 
(2..— 4.) ſtatt z die. Form: z, fubftituiren, dann die drei. Gleis 
chungen unter der Vorausfegung nach em p differenzüiren, daß 
x und y fonftant, dagegen q und r Zunftionen von p feyen; 
zuletzt aber dg, und Ör, eliminiren; denn eg ift einerlei, ob man 
q und r zuerft eliminirt, und dann nach p bifferenzüirt, oder ob 


Pr? Ypgx 


206 Aunhang zum Rap. VOL: - $.73.VIL 
man dag fe eben angefuͤhrte Verſahren befolgt. Dieke- Rechuuns 


giebt aber weh aus (2. — 4. 
0 3x, ‚dr. :8q,-+drBr, 
1) I t= DER TEREENE ‚dr, 


%, = = dz, +5 „0, +82, dr, 
Die Elimination von öq,; und dr, hieraus giebt aber fogleich 


12) %, = 10 
&2,.(84,82,8y;:8x,)48y,-(Bi,:dx, 8x, da,)HÖx,-(Oy,d2,-d a). 
dy, — —E 

Um dyt, zu finden, verfaͤhrt man genau wie ſo eben, ober 
gefan wie in ($. 74. IV" Dadurch erhält man aus (2. u. 3.), 
indem man x, fatt y fegt und nach allem q bifferenzürt, da⸗ 
bei aber x als konſtant und r ale Funktion von q anſieht, 

13).0= 5x +dx,-dr, und doux, =dy,+9y,dr,; 
and indem man’ hieraus dr; eliminirt, fo ergiebt ſich 





| dy dx.— day 
4): { = 1 4, 
14) 2747 3% 


? 


Man erhaͤlt daher, wenn man (13. u. 14. ,. mit Anander mul⸗ 

tiplizirt, 
15) Oxpöxgox, = | . - 
— —B— Hey, «(82,83 82, 82,)48x, (97,82, m. By.) 
VIL Sim Praftifchen ſetzt man alfo, wenn dag dreifache Ins 
tegral (1.) gegeben iſt, ſtatt des Probuftes dx-dy-dz fogleic 
biefen Faktor in (15.) zur Rechten, noch mit dr-dg-dp multi: 
plisirt; und man hat, wenn man nur uͤberall unter x, y, 2 die 
in (2.— 4.) dafür gegebenen Zunftionen von p, q, r verfteht, 
fogleich das Element, deffen dreifache integration nach den neuen 
Veränderlichen p, q, r, wenn man bie durch die Natur der Auf- 
gabe bedingten. Grenzen gehörig berücfichtigt, genau zu demfel- 
ben End:Refultat führt, welches auch dag gegebene dreifache Sins 
tegral (1.) liefert. 
u $. 76. 





576.11.  Güsgeä:aber scuf.; Image. w 
war.z2 zb Moemypalre Nepal eG 

g. 76. | Fr —V —— 

Betrachten wir: namentlich) noch. bie-folgenden beiden befons 
dern Sie ale Au zu_ben anrfebenbe. (86. 74. u. Tb). 


— 


ten Pelat Koordinaten 9 und r in e Ebene, ſo * man 
1) zmsehrwsgp.,. unk,. 2). nein ee 

hoffe iſt ( weil jetzt ꝙ ſtatt ;q genommen. worden). - 

a, — 'oy, ⸗* roos ꝙʒi Dur OR ei ing: 2: F 

— Zn wi — a "Ss, se Kr :E 


Ä * d 
N „I Bye, Lay —— ee =r. u ie 
BG n. alſo jet 0 u " 

A). Sb [, .dyedk : * — —— 9*8 


wein AU. 6* Nait ax nd: die Wertba —ER FAR 
Tran.p. geletzt and ki: der ntegrationen „bie. San Sg 
|. ‚werden N 1; Be LISTE Br Een Din A 

Be. Es ſeyen im .($ —* Kur rechtwintuche, Basım 
n gr. unfere. Polut⸗Kaordinaten 94 nad... (fa: daß:4 ſtatt 
p und ꝙ ſtatt q gefeßt werden), fo hat man 


1) x = e+r-.008p;5: yi= T8ingp-cosd'! 
| und 2 22 meingrein o 
Hiexaus folgt ul, 0000 :; tu —— ws ' 
dr, = d2,=T-sin 90080; 3,5 = *5, —— sind; 
dr = =d%,=0; ‚@2,=0,= T°C08 sin; 
dy ran hc050; 3. öf, hr = —T- sing; 
un I Inne Tom nt 
| | ) Nimmt man f,, = 1, fo giebt diele Sleichuns (4. ee - 
% JS1.Ady-dx = = S[fndiedor. tt Abt > 


ohne baß jedoch andy redr-dp wäre, d. h. ohne daß die Eiemente ſelbſt 
einander gleich find; waß genau mit- 66. 52. IL). ũübereinſtimmt. 
I. non 44 ] Ye. ro 





ge Mahn A VER 1.8.77, 
d2, = sing-sinO; 07, = sin pres; öx, — co⸗ ꝙp. 
uf wird dasmal * 


"Ude; —dy,.dx, 2 0080, Denon 
un 3 RE Pr 81; di dee ** Teind; in‘ F 
und ve — in 3 5. Nr. 15.) tie deher ie u 
"= ? 1sin gi De 


i unit vr. % Pi | 
wir" 244. “4. 


Dechalb Findet ſich basmal | | 
2) SITES Ardyidx‘ 1% ferien —— * 
wenn nur rechts ſtaͤttx, y;-2 in ſ, die / in (1.) gestbehnd 
Sunftionen son 6, 9 und r fubfitwirt werben *):- 
Anmerfung. Mittelſt dieſer beiden vorſtehenden Rechnun⸗ 
on (I. und U.) fann man daher aus ben für rechtwinklich 
Koordinaten bekannten Raum Elementen, deren Integration | den 
Inhalt der Flaͤche oder des Körpers giebt; ‚fesfeich. bie (gi groͤ⸗ 
ßern oder kleinern) Raum⸗Elemente ableiten, welche bei dem 
Gebrauch ber Polar, Koordinaten genommen werden muͤſſen, 
wenn ihre Integratioͤne( Summiatlon) ebenfals den: Inhalt:der 
Flache ober des Körpers ſoll geben Sonnen, ind welche letzteren 
Elemente im ($. 52.) von ung aus geometriſchen Betrachtun⸗ 
gen--direfe. gefunden worden ‘find. Auch: kann man natürlich 
von ben Polar» Elementen zu den erſtern wleder übergehen. - 
Veen cd 77. 


Bew ele des Ivoriſchen Satzes. 


Nehmen wir nun noch einmal die Aufgabe vor: Die Anfier 
bung eines durch bir Gleichung 


23. ' yiı. 
BE Pre Di 1 = da dr a SR 


gegebenen homogenen Euipſvids auf ein Waſauet ‚Element u. 


2262 *2 — 2 — 


ı 


*) Nimmt n man u bier wie —* „el, " oe bie Sleidune (2.) 
ü er in J 

"Si: Add = fe —E 
was mit 62. IV.) ſehr gut übereinſtimmt. 
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zu finden, welches: innerhqlb ahes-außerhalb: das Ellipſoids an 
einer Stelle m liegt, dexen Sparkigatn Muchenkuupe Ieidind 
alles auf diefelben Aren OX, O'Y, und O'Z, besogen. Gpelche 
durch dem Mitzel⸗Puulkt O! hes Elli \binturchgehen und 
taft den Richtuugender, balben Aren 5 ügficdy Yufammen- 
ſatſen .Dabet ſchen tue partzus hof ‚Re, Aapichung im; Vor 
haͤltniß bes umgefehrten. Quadrats der Enffernungeh gs nnpiehs 
den Atome flatt findet. — sır-;® Ay i F 

„3 Raſcch mir dicfe Aufanbe. gant ditlch nDypfenzipir, aud-ein 
Element AM⸗ des Fhipſoids, in, ängenp einen. Stelle, ml. im; fe 
nern aber anche, ‚Dberfhäche: beffelheny bass Kogrdiet ve Werthe 
x, Yur.find, (pelche yichg. mit. den Fin dex Gleichung :.c.) 
verwechſelt werden. duͤrfen, in ſo ferne. hHotcce bloß ber Ober: 
same des Elixids jangepäten); (eben: ‚bir, un nd ng 
Re Ve 
fo it u die Eutfernung mim; die Angiehund von dM af :iſt 


alſo == h-u-dM-— er. und es ſind ::X (in ! 
u " I. I—- 
u — Ki ‚Henz, NL —D F 
Te? 


ye 
die Koſtruſſe der‘ Bihfel; hehe die dich mm! der  Snles 
Hung von HM duf A; ik: den Brenn mäthtn 3 KSulgitih ik bie 
nach der A: OR zerlegte — ausgebruͤckt durchrbee 
Gleichung aim! ci 
I ee gi I) rn denn 
9 TE 2 fi — im Buzz 
5 num e die Dideistet se: Eripreidd ‚ 16° if 
"aM = — pedk: dy- Ay’ Wir DT — — — is —E 


Pr Zu ‚Z . 
\) Rum 76 fi In . 


und bie Sleichüng (4) gehe über iin J 


6) — —hup- f \ [= Zi I —* 


wo ſtatt u ſein Werth aus (2.). geſetzt werden muB: 
Jetzt führe man flatt der Veraͤnderlichen x, y, 2 hie * 





neuen Vexaͤnderlichen x „ zk ein: mittelſt der Gleichungen 


[14*] 
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man flatt ded Doppel⸗Integrals (7.) fogleich wieder dieſes 
andere: _ Ä 
8) Suza (Sana (1, 81,4) .dq, 
wo jeßt q’ und q fonftante Merthe vorftellen, wo aber x! um 
x" im Allgemeinen Funktionen von q ſeyn werben, Die nad 
($. 73.) gefunden werben müffen. 
II. Nun fann man aber in (8.) flatt des Veraͤnderlichen 
x, den zweiten neuen Veränberlichen r einführen, der mittelft de 
Sleihung (4.) gegeben if. Dann erhält man nach (I. J 
Analyf. $. 37. IL) flatt des Doppel⸗Integrals (8.) fogleid 
dag nachfichende: " 
9) S. ug (S. er (f, „O2 ,dx,)-dr)-dg, 
wo x durchweg die Sunftion x, aus (4.) vorftelt, und m 
daher aud) ſtatt y der Werth x, und fomit auch der Wer 
Yyr aus (5.) gefegt werden muß, und wo x! und r’, Desgii 
chen x! und r!! mittelft derſelben Gleichung (4.) mit einande 
sufammenhängen, fo nämlich, daß, wenn y’ und y’! konſtan 
geweſen find, dann r! und rl diejenigen Funktionen von q ſind 
welche aus den Sleichungen (4. u. 5.) für r hervorgehen, wen 
man y’ ober y’! flatt y fegt und dann x eliminire; — da 
aber, wenn y’ ober y!! ober beide, Aunftionen von x noch ge 
wefen find, dann r! ober r!! ober beide, Diejenigen Sunftiona 
von q feyn werden, welche aus (C) y,, = hervorgehen 
wenn man mittelft der Gleichungen (4. u. 5.) bie VBerändeli 
hen x und y eliminirt, und bie entſtehende Gleichung nad r 
auflöfl. Die Werthe q’ und q“ in (9.) laſſen fi) aug (IL), 
d. h. aus der Betrachtung des ($. 73.) in jedem befondern Zak 
befonders angeben. ' | 
IV. Aud) der Faktor dx, in (9.) läßt fich in die Sunftie 
nen x,, und y,, der (4. u. 5.) ausdrücen. Man befomm 
nämlich offenbar dy,, wenn man in den Gleichungen (4. u. 5) 
%, ſtatt y feßt, dann auch r als eine Zunftion von q, dagega 
x als konſtant anſieht, beide neue Gleichungen nach allem g. 
| 
| 
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differenziirt und zuletzt dr, eliminirt, in fo ferne es einerlei iſt, 


ob man r vor oder nach dem Differenziiren nad) q eliminirt. 
Die Gleichungen. (4. u. 5.) geben aber unter biefer Voraus: 
fegung - 
10) 0=% ‚töx,ür, und 11) &, =dy,+dy, dr, 
woraus zulegt, wenn Or, eliminirt wird, 
dy 0x, — Oy,.öx, 
12). . da. — — 


hervorgeht. Dadurch geht aber das Reſultat (9.) in das nach⸗ 
ſtehende über, nämlich in 

13) S. nu S. nen f, „(87 ,.Ox, — 9,,-dx,).dr )-dg, 
two die Grenzen ber Integrale fo find, . wie ſolche in (III.) be⸗ 
ſchrieben ſtehen. 

V. Sollte endlich bei der Umkehrung der Ordnung des In⸗ 
tegrirens in (II.), nicht ein, fondern nach Anleitung des ($. 73.) 
die Summe zweier oder mehrerer Sintegrale gefegt werden muͤſ⸗ 
fen, fo würde dag End⸗Reſultat (13.) doc) genau eben fo wer; 
den, nur daß dann ebenfalls zwei oder mehr folche Integrale 


fich ergeben würden, deren Grenzen in jebem Einzel» Falle nach, ° 


($. 73.) und nach dem Vorftehenden ausgemittelt werden muͤß⸗ 
ten, in welchen aber dag zu integrirende Element allemal erhal: 
ten wird, wenn man in dem gegebenen Element edx-dy ſtatt 
des Produktes 

14) dx.dy dieſes andere (dy -dx,— dy,-dx,).dr-dg 
fubftituirt, unter x und y felbft aber die in (4. u. 5.) gegebe 
nen Funftionen von q und r verfteht *). 


*) Diefer Satz iſt nicht neu, aber noch’ nirgend gehörig erwieſen. 
Vergl. Lagrange, Theorie des fonetions. Nouvelle ädit. chap. XIV.; 
Zaplace, Mecanique celeste. T. Il. nag. 1 seqq., und die Abhandlung 
bes JIvori in den philosophical transactions 1809; auch Laeroix, Cal- 
cul diff. et integr. 2c. — Der Nerv des Beweifes ruht auf der obigen (IL), 
und diefe Idee verdankt der Verf, der auf diefen Uebelſtand mehrfeitig aufs 
merkſam gemacht hat, einer mündlichen Befprechung darüber mit feinem 
ſcharfſinnigen Kollegen Dir ichlet. 


» 
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§. 75. 


Derſelbe Satz läßt fich auch ſogleich auf dreifache Sfntegrak 
ausdehnen. — Hat man nämlic) ein breifaches Integral 

1) Ze SSSTz3dr)-dy)-dx, 
wo bie Integration nach z zwiſchen den Grenzen z! und 7 
(welche Eonftant ober Funktionen von y und x feyn fünnen), K 
integration nach y zwifchen den Grenzen y! und y!“ (mei 
fonftant oder noch Funktionen von x find), endlich die Intege 
tion nach x zwiſchen den Eonftanten Grenzen x! und x’! geſch 
ben fol; — führt man dann drei neue Veränderliche p, v 
ein mittelft der Gleichungen 


2) ee © 9 3) I Ypge und 4) 2 hy 


und fol nun das Element der neuen breifachen integration $ 

funden werben, welche daſſelbe liefert, was die (1.), fobaldı 
e bes biefer drei Iettern Integrale zwifchen ben durch die Kat 
des gegebenen Integrals (1.) bedingten Grenzen genommen ih 
fo gefchieht Died auf folgende Art: \ 

I Zuerſt führe man flatt des Veränderlichen z einen M' 
Brei neuen DVeränderlichen 5. B. p ein, indem man aug den # 
Sleihungen (2. — 4.) bie beiden andern q und r elimini 
dadurd) | 
5) z=y,.MWoz, auch noch x und y enthält, 
findet, und nun flatt | 

A„da fogleih ST, „dx, dp 
fchreibt, nach (I. Th. Analyf. $. 37. IL). 

II. In der nun fatt der (1.) entſtehenden neuen dreifade 
integration (nach p, mach y und nach x) vertaufcht man ſh 
bie Ordnung der Sintegrationen, fo daß fie zuerft nach y, D# 
nach p, zulegt nach x flatt finden. . "Die Ordnung der bit 
letztern Sintegrationen vertaufcht man nun aufs Neue, fo N 
man zuletzt ftatt des dreifachen Sintegrals (1.) hat 


6) SS SE)" Ay )-dx)- dp. 


| 


} 


6:75. II. IV. V. VI: Einiges über beit, Inter. am 


HI. In bder erfiern dieſer drei Jutegrationen (nach, y.): führt 
man nun ſtatt des DVeränderlichen.y den’ zweiten neuen Veraͤn⸗ 
berlihen q ein, indem man aus ben beiden Gleichungen (2. u, 
3.) r eliminirt und die neue ‚Gleichung nach y auflöft, fo daß 
man bat: 

7)  yay, wo X auch noch x enthält; — 
dann aber tieber ( I. Th. Analyf. $. 37. II) anwendet, ſo daß 
man ſtatt 

8) ST; dr, dp jetzt * FR Ox,"öx',.dq 
erhält. j 

IV. In der nun aus (6.) hervorgehenden dreifachen Integra⸗ 
tion (nach q, nach x und nach p) vertauſcht man jetzt wieder 


| die beiden erſtern Integrationen mit einander und erhält ſo flat 
der: (1.), db... ſtat der (6.), das nachſtehende refſache * 


tegral: 


9) SIÜE, „ 2, )edx). dg)-dp. 


F 


V. Nun aber fuͤhrt man bei der erſtern dieſer dreifachen 


Integration (nach x) ſtatt des Veraͤnderlichen x den dritten neuen 
Veraͤnderlichen r mittelſt der Gleichung (2.) ein, und man er⸗ 
Hält ſonach ſtatt der. (9.), alſo ſtatt der (1.), folgendes: 


10)  SSISE 5: «dx, -0y! -8x,).dr)-dg)-dp, 


melches bap gefuchte End Refultat ift, fobald man nur alles in 


Die in (2!— 4.) gegebenen Sunftionen von p, q und r aus; 
druͤckt. — 

VI. Die Saftoren &y,, &yı, laſſen fich aber auf folgende 
Art in die in (2. — 4.) gegebenen Gunftionen = par? Ipar U und 

Zar bequem ausdrücken. 

Um dy, zu finden, muß man nämlich. in den Gleichungen 
(2. — 4.) flatt z die. Form z, ſubſtituiren, dann bie drei Glei⸗ 
chungen unter der Vorausſetzung nad) dem p differenzüiren, daß 
x und y fonftant, dagegen q und r Funktionen von p feyen; 
zuleßt aber dq, und Or, eliminiren; denn es ift einerlei, ob man 
q und r zuerft eliminirt, und dann nach p bifferenzlirt, ober ob 


FEED? GH 
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man das for eben angeführte Verfahren befolgt: Dice ẽ Dechmung 
giebt aber wuerf and (2.—4) 
nn 0 &%: „+ dx,,dq, +-dx,-dr,, 

11)  l= By, By, .dg, ADy,r, 

d%, = 92,4 82,.0q, +92, -Or,. 

Die Elimination von dq,. und Or, hieraus giebt aber fogleid 

* dx* 

——A 0y; 82,48, (92,. 0x, dx, dz,)röR,(8y,dz en) 
OygOxz—Oy,-OöX, 

‚Um öy, zu finden, verfährt man genaumie fo eben, ode 
genau wie in ($. 74. IV.) Dadurch erhält man aus (2. u. 3.) 
indem man x’, ſtatt y ſetzt und nach allem q differenziirt, de 
bei aber x ale fonftant und r als Sunftion von q anſieht, 

13).0 = 5x, +dx,.dr, und dy', —=dy,+8y,Or,; 

And indem man hieraus eliminirt, ſo ergiebt ſich 
Dydx. - dy, «dx 

14): FB %, = | 
Man erhält daher, wenn man (13. u. 14.) mit. einander mul 
tiplizirt, 

15) dxpdx’ dx, = | 

&n, DR ae By, (82,82, 82 -öx,)Höx,- (&y, 02, Dr, 2) | 

VIL. Im Praftifchen fegt man alfo, wenn das dreifache Je | 
tegral (1.) gegeben iſt, ſtatt des Probuftes dx-dy-dz fogled | 
diefen Faftor in (15.) zur Rechten, noch mit dr-dgq-dp multi 
plisirt; und man bat; wenn man nur überall unter x, y, z St 
in (2. — 4.) dafür gegebenen Funktionen von p, q, r verſteht, 
fogleich dag Element, deffen dreifache integration nach den neun 
Veränderlichen p, q, r, wenn man bie durch die Natur der Auf 
gabe bedingten. Grenzen gehörig berückfichtigt, genau zu demft 
ben End:Refultat führt, welches and) das gegebene dreifache 
tegral (1.) liefert. 
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gend einem ‚Atom a bed einen feſten Theild, eine Wirfung aus 


‘auf irgend einen Atom 4 des ‘andern, fo muß von dem legtern 


Atom. F auf den erſtern Atom genau 'biefelie Wirfung aus⸗ 
sehen; b. d:. Wirkung undb)&ogenwiukung biefer.. bei: 
den Atsmermüffen jedeſsma l: einander. gkeih-feginu.c-- 

eh wure diesnicht, fo: Inliide die eine Witkuns ven ‚der andern 
—* undidas Oleichgemitht gekrochen. 

Iſtrdie eine Wirkung von. auf ce Drudu. — beige. de 
Gegentvirfung, von 4 aufa.dber.Widerftand; und, ungekehrt. 
8) ‚Werben zwei: feſte Koͤrper wit ihren chenen: ober frums 
men Oberflächen lofe gegen einander. gehruͤckt, ſo koͤnnen fie nicht 
im. Gleichgewicht ſeyn, wenn nicht jeder gegen den audern in 
ber Richtung ‚ber Normalen. :angebrüdt :wird,..fo daß. heide 
Oberflächen an ber Stelle, top fir ‚gegen einander gedruͤckt wer 
ben, eine geminſchaſchiche Normale Jade nech (LE: * Media» 
nit Si 7%) VERReEE E IM 

4) Bird ein: feſter Kirn mit- eier x Keften herfen. Kante; 
die gerabe aber frumm feyn..mags.gegen einen Stötper mit fefter 
Oberfläche, ober ebenfalls mit fefter fcharfer Kante. an einem 
Dunft a loſe gedruͤckt, fo können biefe ‚beiden. Körper einander 
sicht das Gleichgewicht halten, wenn :nicht die gemeinfchaftliche 
Richtung bes: (gleichen) Druckes und Gegendruckes mit der Mars 
male der feſten Oberßaͤche an zuſammenfaͤllt und zugleich. auf 
bee Tangente ber ſcharfen Kante an m, ober auf den: Tangenten 


beider: fcharfen Kanten an a zugleich fenfrecht ſteht..  .r: 


5). Wird ein feſter Körper mit einer ſcharfen feſten Ecke & 
(d. h. mit einem ſeiner Atome) gegen einen andern Koͤrper mit 
feſter Oberflaͤche oder mit feſter ſcharſer Kante loſe gedruͤckt, ſo 
kann dieſes loſe Syſtem nicht im Gleichgewicht ſeyn, wenn nicht 
die gemeinſchaftliche Richtung des (gleichen) Druckes und Ge 


gendruckes, af der feſten Oberfläche, ober auf der Tangente der 


ſcharfen Kante an &, ſenkrecht ſteht; immer nach ea Th. De 
Hanif $: 22,).. 

6) Dieſes alle gilt, u an einer der. been fen Ei 
per abſolut feſt ſtyn ſollte. on Aa Da Par ES 


ne Arhuug. Nam Rap. VIER v. 77. 
dr, = sinpsind, dy,— ;ing:co00; %x, = =.cop. 


Alſo wird dasmal 
.. ‘Of, Pt: ddr, 1 1726080‘, 


un © se 81,81 dur" oe insb; 
und: ber Alte in 0 2Ö. ‚Re 15.) toirB, dader ie 
— ** "sing. \ 


Deshalb finder fich basmal | 66 
2) SITES Ardyidx = ——— —— 
wenn nur rechts ſtaͤtt x, yi in Soye,. die / in (1.) gegebenn 
Funktionen son 6, 9 und r ſubſtituirt werden *). 
Anmerfung. Mittelſt dieſer beiden. vorſichenden Mechnur 
gen (I. und IL) fann man baher aus ben für rechtwinklich 
Koordinaten bekannten Raum Elementen, deren Integration ba 
inhalt der Fläche oder des Körpers "giebt; ‚ ſogleich bie (ge 
gern ober Fleinern) Raums Elemente ableiten, ‘welche be da 
Gebrauch der Polar, Koordinaten genommen. werden miüfe, 
wenn ihre Integration (Summatlon) ebenfalls Ben’ Inhalt de 
Flaͤche ober: des Körpers [oh geben Idnnen, und welche letzters 
Elemente im ($. 52.) von ung aus geometrifchen- Betrachter 
gen Direkt gefunden worden ’find.—— Auch: kann man natuͤrſch 
vor den Polar + Elementen au den’ een wider übergeben. 


a 


Vene 77 
—* des Iroriſchen Saßzes. / 


| Nehmen wir nun noch einmal bie Aufgabe vor: Die An 
hung‘ eines burch Sie Gieichung | 


. a: vo 
15 nt a>!ı 


3* 


gegebenen bomogenen Euipſoide auf ein Waffen Element— 


J 





9 Nimmt man bier. wide L 1, e Pr die Steihun 
über in *53 

Be di dr = —I 
war mit F 62. IV.) fehr gut übereinkimmt. 


[4 


gawe de + —————— Mh: Sun cin = 


5-75 Cinigebraberobeifiginie: Integrale. GER 


zu finden, welches: innerhqlb/ aben--auferhalb: das Ellipſoids an 
einer Stelle m liegt, dexen Kpordihatan Nichte guidini 
alles auf diefelben Aren O'X,, O'Y, und O!Z, bezogen, (welche 
Durch dem Mitzel⸗Punkt O! «des —— hen und 
mit den Richtuugen ·der, heißen: Sen, glich Ihfammen- 
fatlen . abeh ſeben; wit horgus, bp „Ale, Masichung dan, Vor 
haͤltniß bes umgekehrten Quadrats der Enfferpunge ds aniehsn 
Den Atome ftatt findet — Agop! Ar iz } G: 
Eoſch. wir diefe Unfgnbe. gang: dirglehen Denlen⸗ mir ans-cin 
Gei AN. Bes Ehlpſoids, in grgendo eigen: EScelle ml. im; Sf 
mern her, ahn der Hberſiche beffelhen; ba KoprdingegrgBertbe 
x Yak: „finh, (weiche „nicht. mit. den od Gleichung: ch) 
verwechſelt werden ‚Dürfen, ‚in, ſo * hette bioß ber 2 open 


a: Veen a 
fo iſt u die Sen mim; bie Amichund von dM Mal EM 


alſo = h-u.dM- Ar. und «8 find = X dw 
" \ 92 Ya ↄd. auil ⸗ 
J a RE there, — 


pP — 
die ‚Refkruffe: dir FEICHPIRREAEIR die di· mm’! der x Anyie 
Hung: don ME dufi A; nie: her Axen⸗ macht· sGuheteh Si chie 
nach der eK seoiegte Bingiehang ausgebrucht: durch "bie 
Sleichung Weich CH 
pi ie AK 7) ur , J —B 
u = fie) oz *2 
IR: nun’ die Dideiätet des⸗ Eipfetds, ſv iſt 
"am = pedredy-t Ku NW J 8 Pr Son 


Ar: \ Ani . 
und bie Sleichung (4) geht über in J— inkl 


65) = —hug-» f J, SE — E dr. Ay, 3 z 


wo flaft u fein Werth auß (2.). gefegt erden muß u 
Jetzt führe man flatt der Veräuderlichen x, y, z bie drei 





neuen · Veraͤnderlichen x’, y', 2 einy mittelſt der Gleichungen 


[14*] 





x 


218 RT OR — 6, 77. 
mE eg: yo beyig‘ we SD nt 
Bibi aus Ber VO "00:7 Toshenh | 1 un 


® ’ . eo . .. 
= ges Xie⸗ So udn ’ ‘ ..0s u ’ 


AR 2 N] FOR Een no, 
ra m buo fi en — 


PR jcbch De’ Sremen diſer Ssteßräle! bay 6 die dus 8 (1) Lu 
sera ging 7 73 Brian | 
Aryl J— 
vahin tunad gehcken FIR" e wahterd ie: Kite — bi 
Gleichung einer Rüge? SBerflädje Ai" die den Radius 1: Hat) 
ngnregutriman · ber“ ar? 7iy’ ab Mechten ·Wirtlich nach x! 
was "ohne weiteres heſchehen kann; inbe- verſteht Tat unter | 
en vie ofteist" Wu u eyazzR 
wie folche aus 18_der" (8, le x Havskäthe, 'h’ Vah u 
+rx, die Greamgen der Jategr ation nach e Aabr :fo eh ma 
Aus A): ne: feine . ν.ä. 
10) X— 


2 
he £ A 


F dyl.da/ — 
u na Nee . Nr S — — E————— 
a die — der Integrationen mach y und nach 2 "mind 
Ser, füri sin aus ( B.).hervorgehenden Gleichung 
11) Pr. 21 
gegeben find (welche Sleichung € einem Kreiſe angehört r deſa 
Radius = 1 ift). \ 

Um nun ‚jedes dieſer hbeiden Depyel⸗ ⸗Integrale (oh y'ıı 
nach 29 zu finden, führe, man: ſtatt y!ımb z' die beiden nem 
Veränderlihen ꝙ und 6 ein, miftelft der ‚Gleichungen 

2) y = einpıcoeB und, 13) z' = fin p-sinG, 
fo daß aus (9). Un. U 


J 





14) = cp 


wird ?). Det I 74) ‚sieht num den Sator sing: cos gg 





) Bieſen deet Sigamgen. (12. — 14.) ih, all 78 auſehen, : 


| 
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den u ſtatt Apladyhidn, di Seiden:, Appelle Im czralen gun Rechten 
on CD.) geleßkstwerben. muß Anmisıhie neue: PMeonpals Inte⸗ 
arale. nad. te und. vach A yaammen warden ‚fannen. Mas abız 
Dia. Hronzenn befpiffte., eiichan. denen: die meuen- Integrale: nach 
HPomd nach A gensanmen merden muͤſſen/ ſo fonunmau, wie im 
(6:98 Ir: daB eyſtare Doppel⸗ Integral in· ¶ q.) zur: Nychtenn als die 
Maſſe einer durch die Gleichung (11.) gegebenen Kreisfaͤche ſich 
denfen , deren Dichtigkeit am, jeher durch xl, y! „gegebenen Stelle 
im Rinern ober ‚on der, Baeike hir Krelfes | 
KR 5* er Ee I) ET 2 

= TE Ga. 
üb: Pac die Gleichungen [12 u. 18.2: her; Gleichung. aı. ) 
bereitd genügen, fo find ꝙ und 9 ganz unabhaͤngig hon einander 
und nur fo zu nehmen, ‚Daß: y! und z'! alle Werthe von —1 - 
bisnzu rl. annehmen foͤnnen, teie, folgen. bie Gretzz / Gleichung 
des Kreifes in (11.) ihnen zxlqutzt. Dies iſt: der Fall, wenn 
man 9 von O bis zn, und &. von 0 big 27 nimmt; dies find 
alfo die Grenzen son p.und 8. * 

Das zweite Doppel⸗Jutegral in (KO) läßt ſich auf: das er⸗ 
ſtere zuruͤckfuͤhren, wenn man, — ſtatt 9, alſoe — dp ſtatt 
dp. ſchreibt; es wird: dann genau; das erſtere, jedoch mit dem 
Unterfchied, daß e — ꝙ die Grenzen 0 und Imufolglid) @ ſelbſt 
die Grenzen zu und ir hat Die beiden Doppel: Integrale: ver: 
einigen fich daher in ein einziges, fo: daß man erhält: aus (10.) 


N —_ S. re? ). 
15) X no ef. * «dd «dp, . 


wo bie Integration in beliebiger —8 kann ‘vorgenommen 
werden, waͤhrend R ron gerade “wird ubrigens u Die 
Slihung: - - En 
16) Rz - 
Tuur/muti 12{apjscgephbp,-eingeoosötct-eing-sindht 
at ee ee «sind? 
geseben iſt. 
5. 9 die Polar» Koordinaten der. —* die rd N) —— 
Kugel: Dierfäke, ſiad.. 


00% 1 


Volt) 6777, 


gro Denkt male man ee anderrs Ellipſpid/ welchesBenfil⸗ 
ben RER On dieſelben Axeri⸗ AMchtungen, aber · die 
Gelben Axen an, Pi, or hat, mocteſac homogen iſt, dieſelbe Dich 
ugkrit· 0: Hat, wiendas erſtere, und welches ehr indem: Punkt 
Cre Hy z) egendes Maſſen · Element w-anyehtr fo ft: die:mach 
der MHEOK,: serlegte Annehung * fabar wüsgebrächt "Burd 
die; eig“ TE er gun 


77 j 7) 4 —B— SL. ( —— 
—— bis, —* per 5 9 dp 
wo OR, aus R in (16.) erhalten wird, wenn man flatt a, b, c 


Eu du bi jetzt bezůglich wi, bi ri Hcreißti 
Nine man ifs-- hun ar, bi Ca, b, e, Fr vr 3 mi 
—** 1.130 17 EOS EEE 
LE m. Ri: io 1, 
wird, fo mb in 5: u. 17.): De: Debyn Iaale cinande 
Ba ‚ind man bat dann Menbar © 1 
Ri 


18) | "X = beiden Be = do: 
ar 


Nun bewirkt aber ‚die Annahnme bes 260 70.), namlih 
-a. Harn = h Be om Qua? — k,.. 


y BE fr 2 “ 
in Fi = Lu EL _ 
a de. Zn ' re =2 Ä v bt — 

8F .. Hp: 31 _ 5 7 
und. Yon Ü RL at br? + = 3 It Jr 4 —2 


ofenbar, v Rz =R, wird. Menn ſetzt man 
En op, I sinp-cosg, fo daß R = = sinp-sing 
wird/ ſohat man vermöge. ber xelichenhenNam/beunn | 
£ = a-.cosp, 9 = b-sinp-cosg, 3 = «sinp-sing, 
&ı = a,cosp, Yı = b,.sinp- .chs q, 3. * erwinp-eing, 
bi. ab, · ¶ꝙ adek;, b,? u a,%-rb, e)? = a’-+k; 
und dieſe Werthenin (16. )- fubfituirt,- geben 
R? = a,”+a?’+h-(sin p?-cosq?’+sin Y’-cos 0°)+ 
an. u Kefainp?sing’Hein pain 0°) Aa,a:cnsprcos g+ 
b,b»sin p-cos q-sin ꝙ · cos Ö+c,c-sin p-sin sin p- sind). 


% 
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Diefer Werth R? ändert ſich aber offenbar nicht, wenn man 
in ihm a und a, b und _b,, c und c, mit einander vertaufcht, 
weil h und k, nach der Annahme, dadurch fich nicht Andern. 
Alſo ift bei der im ($. 70.) gemachten Annahme wirklich R=R,; 
folglich ift der Lehrſatz des Jvori im ($. 70.) jetzt firenge er⸗ 
wieſen, und (nach Ivori) gleichfam erfunden; denn mag für 
X und X, bier gefagt ift, kann man n für Y und Y, beögleichen 
für Z gb. Ze, wicderhelen. 
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Die Statik fefter: Körper: 


DT 


Neunted. Kapitel, 


Bon dem Gleichgewicht ber unfreien und der loſen Spfem. 
Vom mathematiſchen Hebel. Beſtimmung des Druckes auf 
Unterlagen. 


§. 78. 
Allgemelne Prineidlen für loſe Syſteme. 


J. ben Anwendungen kommt ſelten ein feſter Körper allen 
vor, ſondern gewoͤhnlich wirken zwei oder mehr feſte Koͤrper auf 
einander ein, und bilden dann bie in ben ($$. 2. u. 3.) definirt⸗ 
ten unfreien und lofen Syſteme. 

Für das Gleichgewicht eines angegriffenen lofen Syſtems 
find folgende Punkte zunaͤchſt gut feft zu halten. 

1) Wirkt, während bed Gleichgewichts eined loſen Ey 
ſtems, einer der feften Theile beffelben auf bie übrigen gar nicht, 
fo kann berfelbe, unbefchadet des Gleichgewichts, aus den Cy 
fiem entfernt werden; und er bildet dann für ſich ein freies 
feſtes Spftem, und die auf diefen Theil einwirkenden Kräfte Hal 
ten in dieſem Falle für fi) und unabhängig von den, auf di 
übrigen Theile des loſen Syſtems einwirkenden Kräften, einan 
der das unbedingte Gleichgewicht. 

2) Gehe aber während des Gleichgewichts eines aus zweien 
oder mehreren feſten Theilen beſtehenden loſen Syſtems, von ir⸗ 


’ 


EIER. Gldähgendi d- nanfrelem·in.dh · loſea Syſt. BIT 


gend einem Atom e& des einen feſten Theils, eine Wirkung aus 
auf irgend einen Atom 4 des andern, ſo muß von dem letztern 
Atom. 4 auf dat erſtern Ati ce genau bieſelbe Wirkung aus: 
gehen; da h. Wirkung und Gogenwinbung dieſen bei⸗ 
den: Atamernmnffenh jedesma laeknanderg leich/ſey mu 
ET Denn waͤre Bis nicht, ſo winde die eine Witkung von. ‚ber Anden 
Abenden, unbibas. Gleichgemicht gehrochen.. .°:, 

Iſtrdie eine Wirkung von auf A ein Drudh. * Heise, Se 
Grgeätoirkung: son Faufe.der Widerfland; und ungekehrt. 
8) .Meiden:zmei:.fefte!Körpeg mit Ihren ebenen ober krum⸗ 
men Oberflächen lofe gegen einander. gehruͤckt, Fo Fünmmen fie nicht 
im: Gleichgewicht ſoyn, wehn: nicht ‚jeder. gegen. dar‘ ‚andern in 
der "Richtung: ‚ber. Normalen. angedruͤckt wirds. fo daß beide 

Dberflächen an ber Stelle, ton fie. gegen einander -gebrückt wer 

den, eine: gemeinfchaftliche Noemale eben nach KL; Bu Meder 
Bit 9149770 SER a} RR: 

:4) Bird ein: ſeſter Kirn mie einer 1% Keen. ſchaſen Kante, 
bie gerade oder" frumm feyn:.mags.gegeit einen Körper mit fefter 
. Oberfläche, vder ebenfalls mit feſter feharfer Kante. an einem 
Punft © loſe gedruͤckt, fo. koͤnnen diefe beiden Koͤrper einander 
nicht Ua: Gleichgewicht halten, wenn nicht die gemeinſchaftliche 
Richtung bei (gleichen) Druckes und Gegendruckes mit der Nor- 
male der feſten Oberflaͤche an ufammenfaͤllt und. ‚zugleich. auf 
bee Tangente ber ſcharfen Bante-an a, ober auf den: Tangenten 
btiider ſcharfen Kanten san. = zugleich ſenkrecht ſtehte 1 

5) Wird ein feſter Körper mit einer ſcharſen feſten Ecke « 

(d. h. mit einem ſeiner Atome) gegen einen, andern Koͤrper mit 
feſter Oberflaͤche oder mit feſter (harfer Kante loſe gedruͤckt, ſo 
kann dieſes loſe Syſtem nicht im Gleichgewicht ſeyn, wenn nicht 
die gemeinſchaftliche Richtung: des (gleichen) Druckes und: Ger 
gendruckes, aluf der feſten Oberfläche, ‚ober. auf der Tangente der 
ſcharfen Kante an c, ſenkrecht ſteht; immer nach el. Th. De 
chanik §. 22,). 

6) Dieſes ales gilt, ag wan einer der ‚ren fen Sir 
per abſolut feſt ſeyn ſolte. EINE DI ν. RC 
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um-die: Debinhungen: bed’; Gleichgewichts Anes leſen Sy⸗ 
Rene in Gleichumgen⸗ gebracht! zur haben, arf· man mer: auf j6 
den der feſten Sheile:deffelben, ‚anziehen Chekannıten oder unbe 
kannten) Stelle, wo folder auf din andern dirufeſten Theile 
eine (ufbelnuite): Wirkung Bo audakbt, eine, bieſer Wirkung R 
gleiche, aber genau entgegengeſetzte Kraft noͤch hinzutreten laſſen; 
und dieſer feſte⸗Theil iſt fr ſtch, Als: ‚Ani ‚fetieß‘ Syſtem ange 
sen im nbedingtenGleichgewicht.e . 
chreibt man auf: dieſe: Weiſe ‚bie ——— bin, weiche 
zum: unbedingten“ Gleichgewicht ber‘: Kimgelneh das. Tofe- Syſin 
bilbenden feften: Dheile erſordert werden fo iſt . 
: a) bad Gleichgewicht· des ldſen Syflems — und 

b) dieſe Gleichungen dienen dazu, die unbekanuten Kräfte, 
vers aatadlich ach die unbekanuten Einwirfingen Ar, fd wir | 
2 idie nubekannten Steffen, : mo: fie ftate finden; mit einem 
5.5 Worte.alles Unbekaumte, und folglich auch dad. :Gefuchte, 

fo viel: ſie es verm doͤgen, zu beftimmn. . ' 

Ammierd. 1.18 verfiche fi, Daß: alles dieſts auch Dans 
noch gilt, wenn einer der feſten Theile anf die uͤbrigen gar nicht 
einwirken, ober wenn: ‚ein. anbereritbiefer ſeſten Theile bes Iofen 
Syſtens abſolut feft ($. 1.) ſeyn follte:. I erſtern Hall’ würde 
man bie vorausgeſetzten Einwirkangen über Null gleich ' finden; 
im andern Falle aber: wärbe":man die Sleichungen weglaſſen, 
welche das Gleichgewicht des abſolut feſten Be ausdruͤckan, 
weil ſolche: nun uͤberfluͤſſig wären. F— 

Anmerk. 2. Da das Gleichgewicht ‚eines ofen Eyſtens 
wicht geſtoͤre wirb, wenn man mehrere ober alle Theile deſſel⸗ 
ben in einen ainzigen feſten Körper. verwandelt fü denkt, ſo folgt 
noch Der fehr wichtige Sat: re 

Iſt ein loſes Syſtem im Gleichgewicht, fo rs die Sie 
chungen allemal richtige Gleichungen, welche man unter Der Vor 
ausfegung erhält, daß mehrere ober alle Theile des im Gleich⸗ 
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seit: — wweroyenw⸗ een eig pr 
pre: bier. ° BITTE SER AEELNEN 

Die unter dieſer letztern Rorandfekung erhaltenes Gleichun⸗ 
gen? indian e:Blekhungen: Anjuſehen/ſondern 
als “folche / Ra wa: bloßtnatgebraifeheni ege Außen) 


= nach inſrin KO), fot gefundenen "Bleihüngen bes‘ ringe 


wichts aller einen. Fheik. des loſcn Sylendı, — —* 
den kaͤnnen. N u 


Gi. Gehen wir nun Gehe einen und für ie knngeh ot 
Wskjligeh ‚Sigen Aunlchft, ‚itlge' Antiehuhgen: DA EEE 


.‘ so. . 2 
—X vl 9 3 —R Hr — aryıret I . “4 ann ta s or 
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Es ſch ein Körper von den n * pi, *5 oa oh des 
a. En 
on 1, Hängt. AuR- derſelbe Kürper. an. einem feiner unkte and 
einem. abfolut feſten Punkte A. lofe: sufammen, ‚16 daß er. fi 
nach allen Richtungen um. biefen Punft A drehen kann, fo fans 


man bie ‚Bedingungen des Gleichgewichts um dieſen abſolut fe⸗ 


ſten Puntt (alſo des bedingten Gleichgewichts), ſo wie nach 
den Druck P,. ſuchen, welchen. der abſolut fee Atom A im Yale 
des Gleichgewichts · erleidtt. 

Der vorſtehenden Regel zu. Folge wirb man. an dem. huntie 
A des feften Körpers: noch eine Kraft, pı anbringen... dem ger 
fuchten Druck P, gleich, und genau entgegen , und alle a-+1 
Kräfte, in’g Gleichgewicht. ſtellen. Dies giebt genau die Gleis 


chungen (I. — 6.).de8 ($. 30. I), wenn x, Yo, 2, Die Koordi: 


naten: Werthe von. A vorſtellen. Legen wir aber nach überbieg 
bie Koordinaten Axen OX, OX, ‚Oz. durch ben abſolut feften 
Punkt A. ſo haben wir. x, ==. 0, = = 0 und z, *0. und. Die 
drei letztern Gleichungen gehen ſogleich uͤber in 

. L=0, M=0,N=6; | 
welche bloß bie gegebenen Kräfte enthalten, alfo die Vebingun⸗ 
genbieſes (bebingten) Gleichgewichts find:' Die drel erſtern Glei⸗ 


L 


! 


J 
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chiragen gehen. dagegen Lan: Gegendonck BA: lie auch Dra. ihm 
gleichen, nur grobe enigegengefegten Druck P, feiner Seäfe. ob 
aus Bad).  ÄSETLD pP pam DT 

.: Den -Iomäte. —* Aufgnbe auch direkt behanbeen und: Sich DIA Wir⸗ 


* alez Kräfte: auf bad: freie Spften fun, elſo ohge die Regeln dei 
($. 79.) in Aymendung, iu. bringen. . gu.dem Ende verſammelt man alle 
gegebenen Kräfte P., P,, : :p an denn" Punkt "A nach ($. 26), und ers 


hürt die ———— Pi Li VERY FE welche mit den- Axeu 
die Winkel ao, Bo, yo macht, die durch die Gleichungen P.scosa, = X; 


PurnpegmeVcuyd Frege gegeben ſind. - ANele Verſammlupqs⸗ Croft wird 
durch den abfolut feſten Punkt O. vernuichtet, und iſt der — welchen der 
letztere auszuhalten hat. Die hinzugetretenen n Gegen-Paare find aber nun 
im Gleichgewicht, wenn die Summe der flatifchen Momente der Projektie 
nen diefer Kräfte, auf jede der durch m abſolut fehen Punkt O geles 
ten Koordinaten (Ebenen.,. in, fs; farne map, O, zum Centrum Diefer Me: | 
mente nimmt, der Nul gleich. A alſo wenn man L=0,M= 0 und 
N = 0'hat(6$.'19. 31.22.). il. 


- fee’ dieſer verſchiebenen Anſi chün laͤßt übrigens‘ erferinen 
daß das Syſtem um den abſolut feſten Punkt A herum im 
Gleichgewicht iſt/ wenn die Summe ber ſtatiſchen Momente aller 
Kraͤfte, um jede von dreien beliebig durch A gelegten 
ren, einzeln der Null gleich ift (vergl. $. 27. NR 3.4.) 
II. Liegt derſelbe Koͤrper mit einem ‘feiner Punkte‘ auf einer 
abſolui feſten ebenen oder frunnnen Flaͤche loſe auf, ‘fo kann 
nicht Gleichgewicht exiſtiren, toenn’ der Druck nicht normal ge— 
gen dieſe Flaͤche erfolgt, nach ($. 78. Ne 5). Dasmal reicht 
alſo eine der drei erſtern Gleichungen (1. — 3.) des ($. 30. 1.) 
al, A und yı dagmal gegeben und die Winfel ſi nd,‘ welche die 
Normale mik den Axen macht. Man: erhält demnach jetzt fünf ! 
Bedinguirgs— Gleichungen des (bedingten) Gleichgewichts. — Laͤßt 
man OZ mit der Richtung der Normale in der Richtung bei 
Wiberſtandes zuſammenfallen, ſo iſt 0, M=uo—!n 
alſo co =1, cos ft = eosa! == 0, unb bie ſechs Gleichun 
gen (1.— 6. des $. 30. 1): werben run" 


X=0 Y=06, Z+P=0, L=0, M= 0, N=9, 
und fo bat, man bie fünf. Vediugungs Gleichungen des Geding⸗ 


— — —— 


4382.52. V. Bilden: drufrav O. leſen Syſt. U 
un) a nd wie mer den: Druck Pie= 2; wo 
aber — Zi. poſitiv Wigen ße ‚wenn. tee Stichoemicht 
mist fon Tel Baia et tellnnme oo ahL Toy 
III TR UN “ tn, nen 
an Ur Br 2; ei 81. EL 
Rene praktiſche Kegel nen 
- Mir: fügen :den- Regeln death. 79.) die nahe 
—** Regel noch hingen. Zain me 
5 An jeder: Stelle, worneine ihrer Gidße und deichun⸗ 
nach unbekannte Gegenwirkung! in Rechnung gebracht wird, thut 
main · im Allgemeinen beſſer, dieſe unbekannte Gegenwirkung nach 
den drei Axen zerlegt ſich zu denken, und dieſe drei unbekannten 
Shitenwirkungen in Rechnung zu: bringen. Zuletzt kann man 
aus ſiden: dreii Seitenwirkuingen bie "wahre Gegemeittang ber 
mie und Richtung nach Iufamitienfegen. | 0 
2 2) Liegt alles in einer und derſelben Ebene xox, ſo Er 
Si deitte Aye OZ ganz. Äberflüffig ‚wird, ſo denkt man fich na» 


uͤrlich; duch Dem nubekannten Gegendruck, da er in. derfeiben 


Ebenen wittt, nur in zwei unbekannte Seiten⸗Drucke wach ben 


beiden ‚open seregt; und bringt sten bann in Rechnung. 


ar ft. . 7 
Fe A —8 4 82, ee 
Yin sin, Gleichgewicht um eine üsfatne tere Ya 

RB: wird wiederum der ängegriffene Körper des :£$. 26 y, 
und die. Bezeichnung des (8. 29.) vorausgeſetzt. Diefer Körper 
Yange: mit zwei abſolut feften Punkten A und B’ lofe'und der⸗ 
geſtalt zuſammen, daß er fi um die Gerade AB::drehen kann. 
Man fol die Bedingungen des Cbebingten) Gleichgewichts fin- 
den, ſo wie rauch bie Drucke⸗ seid N und. B im Steiehgeroich 
erleiden. mm 

Nah ($. 79. u. $. 81.) feht man dem Drucke an A die 
drei Gegen⸗Drucke X,; Y, und Z,, eben fo dem Drucke an 
B die drei Gegen-Drade X, V,“ und Z, parallel mit den Koor⸗ 
Dinaten + sAren: OX, OY und OZ entgegen ı (6 Find alle, n+6 
Kräfte im unbebingten Gleichgewicht. Man hat daher dasmal 


ee 1 TB AerenRLLEE SA. 


genau: bie fechs Gleichungen ben Ciik. hes Si SAu), ae : nur 
xy, 2 hie Krordinaten⸗Werthe des Punkte, ud .z/!, yu, zu 
die des Punktes B vorftellen, welche bier gapeben- find. (dort 
aber. gefucht waren), Man. erhält daher die einzige Bebingungs 
Sleihung (O bes ⸗ 80. “) für dieſes (bedingte) Gleich⸗ 
gewicht anrenn 

Legt man der groͤteen Verenlichteit wegen die drei Koor—⸗ 
binaten Axen durch den einen abſolut feſten Punkt O, und laͤßt 
men’ 07 mit OB zuſammenfallen; if; fernen, die Entfernung 
OB = a, fa..dat man’ s'%,0,- yo 0,: 0, A = 
y=lud at; und Die, ſechẽ Bleichangen * 30. L) 
werden jetzt folgendetz ir: . u. 1: 

A) XMX. +0; NHL; 3) —— 
A) L=% 5).,. M-a: X G) N4eY,:0. 
Die Gleihung (4.) iſt bie Bebingungan Gleichung des Bid 
Zewichts. —. Die Sleichungen (3.6.1 4 2). geben die Se 
gen ⸗Drucke X. Va Xca: X. augenblicklich; die Gleichung (3) 
enblich beſtimmt :bie Guucgme ‚ber in der Nichtung OB. wirken 
den Gegendrucke . Z -2), laßt: abe: jeden: ‚eingelnen 

derſelben unbefligimg.:: 3 vn. 2.0" ange let wenniom 

Aber eben, weil fih Z, und Z, im olgemeinen nicht nähe 
befiimmen, fo hängen zwar die Gegen⸗Drucke P! und P!, — melde 
fi) bezüglich a8 :X,, Vr, -2r und X,,: Yy, 2, zuſammenſetzen 
jaſſen, und bie, in genau entgegengefeßter. ‚Richtung. genoriemen, 
die Drucke: find, welche die abſolut feſten Punkte A:-and.B (im 
Gleichgewicht). erkiden; — von einander. ab; allein Feiner vos 
beiden. baſtimmt ſich, feiner Größe und Richtung auch, ganz und 
vollſtaͤndig, ſo daß beide von: einent wach, unbeſtimmten Element 
abhaͤngen, welches: man in jehem: eingelsen Zelle der Unwendurg 
noch näher zu beftimmen fuchen muß *). | 
— — we C. 4.5* 

*) So kann man ſich namentlich fragen, wie muß das unbeſtimm 
geloffene Element genommen werden, bamis ber Geſammt⸗Druck an A eis 
Maximum werde, und wie? — damit der Gefammt-Drud bei B als ci 
Maximum erfcheirie. In den Anwendungen: hat man nämlich ſich vorjufe 
ben, daß die Geſammt⸗Drucke getengen werben, und dochalb iſt es gut, die 
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. Much vieſes Problem kvnnte man direkt und une Ziehung Der. Ne⸗ 
geln des ($. 7893) Höfen, indem man die Kräfte. alle parallel mis ſich in 
einen der Punkte der abfolut ‚faben, Are AB verfanmelte, durch biefen die 
Koordinaten Werthe OX, OY, QZ legte und OZ mit AB jufammenfals 
ien ließ, fo ‚daß die Koordinaten» Ebene XOY auf ber abfolut feften ‚Are 
ſenkrecht hebt: 7 Tin nn. 2° 

: Dkeibt danu bir Berrihnung genay, rete im 16, 29,),. ſo wird der Ders 
fampılungs« fh 1.0 von der in (A. NNr. 4. u, daſelbſt); gelundenen 
BerfammlungdsKtaft P, in der daſelbſt befinimten Richtüng gedrückt, und 
dieſe Kraft bringt offenbar Feine Bewegung hervor, weil fie der abfolut fes 
ſten Axe begeznet. Außredem aber wirkt ‚nm. GIOR noch das In (B: NNr. 
9. u. 20.,d68. $. 29); gefundene mittlere: Gegen Paar, Dieſes aber bringt 
nur dann, aber auch „dan allemal feine Bewegung bervor, wenn die Ebene 
deffelben dürch die abſolut ſeaſte Dreh⸗Axe geht (oder mit ihr parallel läuft), 
d. $. wenn der in! TE. 2B.B:- NINO.) jefundene Winkel», -ein- rechter 
iſt, d. h. wenn == iſt; gerade fo, wie ſolches auch Fit; werben: geſun⸗ 
ben worden iſt. 

„Die n. ‚Kräfte haften, fd) babır u un die ablolut fef Ed nur dan, 
„aber barin auch allemal -im- ‚(bedingten)‘ Ofeichgewicht; wenn - 

LS Ay meh . · osæ - xcos) 0 ie. 

‚rät %..b.- wenn die Summe der Momente der-Projektiongn ler Kräfte 
abi Ba Pa. Pa auf eine durch, einen beliebigen Punkt Q. der abſolut 
„feſten Are ſentrecht auf dieſelbe gelegte Edene, . in Bezug auf. den Punkt 
„O, als Centrum der Momente genommen, der Null gleich iſtz! oder kür⸗ 
zer geſagt, nach ($. 7. Nr. A. 4.), „wenn, die Summe der: ſtatiſchen 
„Momente aller Kräfte, um die abfolut. feße Are AB als Momenten-Are, 
„der Null gleich ik. nn 

Das Moniene dei’ Gezen⸗Paareß . ſeihſt iſt dann = = VRR, 
und: man kann das mittlere Gegen» Paar in- feiner, durch: die: aͤbſolut feſte 
Are gehenden Ebene und in feiner gefundenen Richtung an zweien heliebl⸗ 
gen Punkten der ahſolut feßen Are OZ; fenkrecht ‚(oder ſchief) auf dieſe 
Are 02 anbringen, wenn man nur, im Falle der Arm des Moments =d 


if, jede der ‚beiden gleichen parellelen und entgegengeſetzten Feäfle > u * 


nimmt, ‘fo daß dag’ Gegen Yagr daffelbe Moment Q, bat. 
Man Tann an O in’A oder ’in B felbft nehmen, auch sulege die 
gleichen Kräfte des Gegen» Paares in den Punkten A und. B' ſenkrecht auf 


ee Br SE 


die: Are 0Z. anbelagen, mo dann: jede == 2. iſt, wenn bie Entfernung 


AB=a geſetzt wird. Dadurch bekommt man die Drude; welche die ab⸗ 
ſolut fen Punkte A und, B.in ben us AB fenfrechten Richtungen, im 


größten Werthe m wiften, welche in feine vorlonimenden dalle p von den 
Gefammts Druden überfchristen werden können. - "x... 
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Falle dei Sleichgewichts/ erleiden; = während allemal bit Kraft if, 
mit welcher das feſte Syſtem längs der Ape- 04 ſeruaehen will 


a ., Deshalb, muß 100) die Bediugung 

. ——— — .n 
hinzugefügt werden, wenn der fefte Körper an der abfohit. feſten 
Axe AB ſo loſe ſitzt, daß er ſich nicht dloß drehen, ſondern auch 
kuf ihr hin "und berſchleben katin "and, A das Gleichgewicht 
fatt finden fol. 

Anmerk. Die: völlige. Seflimmung. ber. einzelnen Drucke Z, 
und 2,5 wie ſolche in den Anwendungen wirklich ſtatt finden, 
hängt von det beſondern Eigenthunilichkeit derjenigen Materie 
ab, welche den angegriffenen feſten Körper; und auch den an⸗ 
bern Körper bilder; an welchem die abſolüt feſten Punkte (oder 
die abſolut feſte Gerade) gegeben find, Jede Materie "in de 
Natur giebt” nämlich den. Kräften etivas nach (6. h. fi ie entfpricht 
nicht vollfommen dem .Begriffe : ber Feſtigkeit) und kommt erſt 
nachher in! das Gleichgewicht. Dieſes Nachgeben iſt bei ver 
ſchiedener Materie und ſelbſt an verſchiedenen Stellen eines und 
deſſelben Koͤrpers verſchieden. Wird nun biefe, {peciele- Befchaf; 
fenheit der Materie in jedem befonderen. Falle’ der Phyſik ode 
Technik in Rechnung gebracht; fo erhält man big fehlende Gteis 
chung zur endlichen beſtimmten Auswerthung aller vorhande⸗ 
nen Drucke, im Falle ſolche Ihre Natur nach air biſtimmt 
Drucke ſind. 

Wir wollen nun einige eimfäche Sefpiele Süigufägen\ 


tes Beifpiel. Eine Thüre CDEF- (Big. 27.), beren Gewicht P 
in ihrem Schwer⸗Punkte S wirkt, hängt in A und B. in:ihren Angela, 
während die Gerade BA mit der Vertikalen ST den, fpigen Winkel » bil 
bet. Man foll die Drucke Funden, welche A und B im Jalle des Gleich⸗ 
gewichts, erleiden. 

Vergleicht man die jetsige Aufgabe mit der des vorſtehenden ($. 82.), 
indem man die Ebene ABS vertikal voramsfegt und zur Ebene XOZ nimmt, 
ferner O mit A, und.OZ mit AB zuſammenfallen läßt (fo daß OX. fenk 
recht auf AB au fliehen kommt), indem man endlich der größeren Bequem 
lichkeit wegen flatt der einzig wirkenden Kraft P die beiden Seiten Kräfte 
P, =P:.cosy parallel mit BA, und P, = P-siny ſenkrecht auf BA am 
bringt, zutent SU fenfrecht auf AB fich denkt und SU ==b, Ab ma un 
AU =e fest, fo bat mon. 


‘ * r 
Iı,l :. . 





6.82. V. Gleichgew. d. unfreien u. d. loſen Syſt. 


u ='90°, A = 90°, = IR, =D, A=W, =M°, 
alſo 
Y=0, L=0, N0; X= = P.siny, Z = —Prcosy 
und n = —P.(esiny-+b-cosy). . 
Die Gleichungen des ($. 82. NNr. 1.— 6.) geben daher jetzt 


YB=Y=, x pyterny un a 


fo wie vn 

Z, +2, = P.coty. 
Da x, negativ ift, fo geht der Gegen⸗Druck X, im entgegengeſetzten Sinne 
der Are OX, alfo der Druck ſelbſt von B nach L. — Der Begen-Drud 
X, wird der Null gleich, wenn 


bscosy — (a— c).siny == 0, dder By: == nd. = Su, 


. mithin wenn W. y =. SBU wird, d. h. wenn Ds Beritel wird. SR 
u>SBU, fo wird X, negativ, alfo geht der Druck felbft, den A, im Gleich 
gewicht, fenkrecht auf AB erleidet, ebenfalls von A nach K bin. Iſt aber 
o<SBU, fo wird X, pofi itiv, und der feſte Punkt A wird dann nicht in 
der Richtung AL, ſondern in der entgegengeſetzten Richtung KA ſenkrecht 
auf AB gedrückt. — Da ferner die Summe der Gegen⸗Drucke 

Z, +2, = P-cosy, 

alfo poſitis ik, fo geht die Summe der Drucke, welche A und -B wirklich 
erleiden, von B nad) A hin. Je nachdem nun die rine oder die andere 
der Angeln A und B mehr oder weniger nachgiebt, bis das Gleichgewicht 
eintritt, wird fich diefer Druck ZZ, auf A und B verfchieden vertheis 
Ien, und das mie? bängt alfo in jedem Eingelfalle von der befondern Mas 
terie ab, aus welcher Zarge, Angeln, Bänder und Thüre verfertigt find. 
Diefe Endbeſtimmung der Drucke if daher eine rein phyſikaliſche Frage, 
welche noch überdies in höchſt ſeltenen Fällen eine genügende Beantwortung 
finden wird. 

2tes Beiſpiel. Betrachten wir diefelbe Aufgabe in dem Galle, daß 
der Winkel y= 0 wird, daß alfo BA ſelbſt vertikal zu ſtehen kommt, wie 
dies bei den Thüren gewöhnlich der. Sul if. 

Es ik nun \ 
X*0O, 2 = —_p, N = —bP; 


n=-2P, Keim + Zz=P. 


Steht alfo die Thüre auf, fo wird fich der obere Haken heraussichen 
wollen; der untere aber wird das Beftreben haben, ſich mehr in die Zarge 
hinein au begeben; und beide Hafen an A und B tragen in vertikaler Rich, 
tung gemeinfchaftlich das ganze Gewicht ber Thüre. - 

39 Beifpiel. Nehmen wir y== 90°, fo baf AB horizontal und 
die Thüre ſelbſt mie eine nach unten offen fiehende Fall⸗Thüre au liegen 
kommt, fo wird jegt 

I. [05] 
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. x=P, .2=0, = — «PR, ur 
ale . \ 

X, = — -7°P, X, == -—? and Z,-r2, = — ©. 


Da diefe Werthe für x, md X, negativ werden, fo geben die vertifalen 
Dende felbft im Sinne der Are OX alfo von.oben nach unten. Die Auf 
gabe ift dasmal völlig beſtimmt, weil aus Z,4-Z.=0, dasmal Z, —=Z,—0 
gefolgert werben Tann, in fo ferne fein Grund vorhanden it, aus welchen 
durch das Gewicht P die Horizontale AB in ihrer Richtung cher zur 
Rechten als zur Linken zu gedrückt werden follte. 

Dieſes letztere vorausfegend Fonnte man diefe Aufgabe auch direkt be 
handeln, nämlich bloß in A und B die vertikalen Gegen⸗Drucke X, un 
X, angebracht fich denken, und nun die drei Kräfte P, X, und X, nad 
der Theorie ber parallelen Kräfte .($. 38.) in das Gleichgewicht ſtellen 
Dies giebt, menn man A den Anfangs Punkt der auf AB iu nehmende 
Koordinaten ſeyn laßt, oo 

“ P+-X,-+X, =0 um P.c = —Xa, j 


weienn - md 'X= — 


& groß Sa alſo auch die Drade, mit daß letztere von oben nad unten 
wirken. 

Die gegenwärtige Aufgabe lehrt zugleich, wie fich. das Gewicht P eine 
horizontal Tiegenden Balkens auf zwei Unterlagen A und B Vertheilt, fr 
bald er mit herkontalen Flächen aufliegt *). 


Ates Geifpiel’ Faſſen wir dad Beiſpiel (1.) noch einmal auf, I | 
fen wir es aber direkt, d. d. ohne die Nefultate des ($. 82.) zu Hi 
zu nehmen, ſondern nur dieſelbe Methode gebrauchend. — Man lege die 
Axen OX und OZ wieder durch ‘den Punkt A (Fig. 28.), aber dasmil 





NDiächte man ſich den Balken an ſeinen Enden mit Flächenſtücken Ik | 
aulfliegend, deren Normalen nicht bertikal find, fondern nur mit Dem Schwer 
Punkte S des Balkens in einer und derfelben Vertikal⸗Ebene Liegen, f 
märe nach ($. 78. Nr. 3.) nur dann Gleichgewicht, möglich, wenn die Rich 
tungen der wahren Gegen⸗Drucke YX?—+ 2,2 und VX2-+ Z,? mit diefn 
Normalen zuſammenfallen. Daburch befommt man noch zwei Gleichungen, 
und deshalb beſtimmen ſich dann nicht nur die Drucke alle ganz vohir 
8, hanbern es bleibt fogar noch eine Vedingungs⸗Sleichuns des Gleich 
gewichts 

Weil aber zu dieſen Aufgaben im Praktiſchen noch der Begriff ir 
Reibung binzufommen muß, wenn. fie vollftändig gründlich behandelt fü 
follen, fo mag hier dieſe Andeutung vorläufig genfigen. 
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zur Abwechſelung die eine Are OX horitontal, :die andere vertikal; man 
bringe in A und in B nach den jegigen Aren die. Gegen» Drudde X/, Z/ 
und X”, 2 an, übrigen aber fey alles, wie im Beifpiet.’(1.), namentlich 
SU=b, AU==.c, AB = a BU= a—c und W.BOZ— ep: Dad has 
tiſche Moment von P in Being auf das. Ceatrum O wird jetztt 
(beoosy-resiny)P, eo 
tie man findet, wenn man ben Arm OK deffefben direkt’ berechnet, oder 
auch, wenn man die Kraft P in bie beiden Seiten-Keäfte P-sin und 
P-cosy zerlegt, und nun die Summe der flatifchen Momente diefer Geis 
ten=Kräfte (in Bezug auf daffelbe Centrum O) nimmt, nach (6. 9.). Die 
ftetifchen Momente von X’ und 2 in Bezug auf daſſelbe Centrum O 
find dagegen bezüglich arcosy-K’ und using» Z//;" und die drei Glei⸗ 
ehungen des Gleichgewichts aller fünf arafte x, "X, 7‘, 2 nund p ſind 
daher nach (8. 36.) u, 
:14) XX=0, ' 2). ZU _ Duo td 
und . 3) (bseosp+cssiny)-P — a-sinynZ/’ H+acosyeX 
Aus diefen drei Gleichungen fmd nun: X, X“, 2, 27 u —*8 

Die (2.) lehrt uns wieder, „daß die Summe der wertikalen Drucke 
Z’+7 dem Gewicht P gleich ift, läßt aber unbeſtimmt, wie viel davon 
jeder Unterlügungs Punkt zu tragen hat. 

Die Gleichung (1.) zeigt, daß die horizontalen Drucke x und AU 
einander gleich, aber genau entgegengefegt ſind. Die (3.) endlich läßt fes 
ben, daß diefe horizontalen Drucke defio Heiner werden, je größer 2° if, 
d. h. je mehr der. Punkt B von dem vertikalen Druck P ber fih nimmt. 

Will man aber die wirklichen Drucke haben, welche A und B im Galle 
des Gleichgewichts erleiden, fo muß man noch die horizontdlen Drucke mit 
den vertikalen Drucken an jedem dieſer Punkte in eine einzige Kraft ver⸗ 
einigen. Dieſe beiden wirklichen Drucke fönnen . aber ihrer Bröße- und 
Richtung nach nur innerhalb beftünmter Grenzen liegend nachgewieſen wer⸗ 
den, ohne daß ſie ſich mittelſt der (3) Gleichungen (1. 8) ganz beſtim⸗ 
men ließen. 

Es kann nämlich 2 alle Werthe von 0 his P annehnien, ſobalß wir 
die (phyſikaliſche oder techniſche) Aufgabe uns ſo denken, daß zu nicht ne⸗ 
gativ werden, kann. Dan kaun daher, J u 
zu = P.cosv» und zZ == P: (1 — cos») oo. 
fegen, wo » unbeflimmt gelaffen mird. Sest man dann X’ und ZU in 
eine einzige P’ zufammen, fo wird. biefe ihrer Größe und Richtung nach 
eine Funktion von » werden, und man Tann dann die Werthe von » für 
chen, für welche P/ ein Martmum: oder. ein Minimum wird. Dann tft 
P’ und fomit auch ‚der andere Druck auf B. feiner: Größe und, Richtung 
nach befimmt. — Han kann aber auch Xi und ZU iuerft in eine einzige 
Seraft P’’ vereinigen, und dann den Werth von » firchen, für welchen, Dies 
fe .P” ein Marimunt. uber ein Senna. wird. — So erhält man ibie 


3 . Ze ' -£15%J " os Zu u 
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Grenzen, welche in irgend einem: wirklichen Kalle der Anwendung in ber 
Phoſik oder Technik, von den wirklich vorhandenen Drucken nicht überfcheit 
ten werden können. — Aehnliche Fragen kann man ſich in Bezug auf die 
Grenzen thun, innerhalb weicher die Richtungen der unbelannten Drucke 
fallen, und fie werden in ähnlicher Weiſe beautwaͤrtet. Nur muß ma 
nie vergeffen, daß man die Gegen Drucke, welche im den Gleichgewichts 
Steichungen vorkommen, von den Drucden, welche die abfolut feften Punkte 
A und B wirklich erleiden, gehörig unterſcheidet. Letztere find nämlich der 
erſteren gleich, aber genau entgegengefent. 

Sees Beifpiel. Denken wir uns ben Gall, daß ein Balken AB 
(ig. 29.) von ber Länge a (fibrigend als Linie gedacht) fchief gegen des 
Horizont ACT unter dem Winkel BAC = w in B gegen eine vertifek 
Mauer BC, unten in A. aber gegen die horisontale Unterlage AC, mu 
ein vertifales Wiberlager AD, durch fein Gewicht P drückt, übrigens ade 
im Gleichgewicht ift, fo bat man diefelbe Aufgabe des vorfichenden Beiſpich 
(4.), nur daß w=W— y, und, wenn man fih den Schwer: Punft $ 
des Balkens in AB felbR und zwar gerade in der Mitte von AB beaft, 
b=0, — Ja iſt. Man erhält daher für diefed Beiſpiel direft oder «m 
dem vorhergehenden Beifpiel die drei Gleichungen des Gleichgewichts 


1) VH-X'=0, 2) ZZ P = 0, 
und | 
3) 4P.cosw — ZU .cosw-+- X .sinw = 0. 


Sept man nun 2 = P.cos», fo wird Z/ = P-(l1—coss) und 
X’ = — X = IP.cotgw-( I — 2-cosr), 

ws, noch ganz unbeſtimmt iſt, und noch irgend einer, die ſpeeielle Matert 
betreffenden, oder irgend einer andern gegebenen Bedingung genügen fm 

Gewöhnlich nimmt man bei diefer fpeeiellen Aufgabe an, Daß, wei 
der Balken in B Feine Unterlage hat, auch Fein Druck nach ‚unten flatt fr 
den könne; man’ fegt alfo gewöhnlich Z’=0, d. h. v9, fo dag dam 
z’=P und X = — X” = ;P.cotgw wird, welches für ww unendlid 
klein, die horizontalen Seiten» Drucke unendlich groß, geben würde. 4: 
der Wirklichkeit wird fih aber der Balken bei B etwas in die Mauer eis 
drücken, und defto mehr, je Eleiner der Winkel w wird; fo daß er ſich ſelll 
in B eine Unterlage verfchafft. In der Wirklichkeit wird man daher nit 
unbedingt ZU O feten dürfen. 


$. 83. 
Dom mathematiſchen Hebel. 

- Man benfe fich wieder einen feſten Körper um eine abfı 
feſte Are AB beweglich, aber alle m Kräfte P, P,, --- Pi 
einer: und- derfelben auf AB fenfrechten Ebene XOY, welche 
AB in dem Punkte © gefchnitten wird, fo wird fich Die 
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XOY und alles was an ihr feſt bi ngt, um den Punkt O dre⸗ 
hen laſſen, und diefe Vorrichkung nennt man gemöhnlich einen 
matbematifhen Hebel, während, der Punft O der Unter; 
ſtuͤtzungs⸗Punkt oder der Ruhe⸗Punkt (das Hypomoch⸗ 
lium) des Hebels genannt wird. 

Die Aufloͤſung der Aufgabe des ($. 82.) giebt ſogleich die | 
Bedingungs- Gleichung des Sleichgewichts, und den Druck, wel⸗ 
chen der Ruhe⸗Punkt O erleidet, feiner Größe und Richtung 
nach völlig beſtimmt. 

Sucht man aber bie Bebingungen Bireft auf, unter denen 
die n Kräfte am Hebel einander das (bedingte) Gleichgewicht 
halten, ohne bie Regeln des ($. 79.) in Anwendung bringen zu 
wollen, fo darf man nur den Ruhe» Punft O des Hebels zum 
Berfammlungs: Punkt aller Kräfte wählen. Sind dann die nad) 
($. 26. ober $. 35.) noch hinzutretenden n Gegen: ⸗Paare, welche 
dasmal alle in der Ehene XOV liegen, nicht im unbebingten 
Gleichgewicht, fo fann nach ($. 36. Nr. 1. — 3.) der Hebel 
nicht im Gleichgewicht feyn. — Halten ſich nun dien zum 
Verfammlungs: Punkt O gehörigen Gegen: Paare einander im 
Sleichgewicht, b. h. iſt, — unter der Vorausfeßung, daß durch 
den Ruhe: Punft O bie Koordinaten » Aren OX und OY gelegt 
werden, und alled wie im ($. 36.) gedacht wird, — 

L = 0, oder IP(y-cosa—x-cosß) — (0, 

d& 5. „iſt die Summe der flatifchen Momente aller gegebenen 
„Kräfte in Bezug auf den Ruhe: Punkt O, als Centrum ber 
un Momente genommen, der Null gleich,’ fo iſt der Hebel noth⸗ 
wendig im Gleichgewicht; denn ed exiſtirt dann allemal eine, 
im ($. 36. NN. 3. u. 4.) gefundene mittlere Kraft P,, welche 
gerade durch den abfolut feften Punkt O hindurchgeht, alfo nichts 
leiftet, fondern nur den Druck beftimmt, feiner Größe und Rich⸗ 
fung nad), den ber Ruhe⸗Punkt O im Falle des Gleichgewichts 
auszuhalten hat. 

Uſtes Beiſpiel. Beſteht der Hebel bloß aus einer feften geraden Li⸗ 
nie A,A, (Figg. 1. u. 2.), und it A, fein Rubes Punkt; find ferner die 


beiden einzigen wirkenden Kräfte P, und P, unter fich parallel und fo, 
daß ihre Richtung mit der A.A, den Winkel y bildet; wird endlich durch 


[4 
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A, bie BiB. anf die Richtungen der Kräfte fenkrecht gezogen, fo if Im 


Gleichgewicht nothwendig und aysteicheud 

P,-A,B, = P.-A,B, 
d. h. P,-A,A,siny = P,A-Absin ; 
oder . ‚ .. . P.- A A, = P,-A,As, .. 
d. h. P,:P, = AAo AMA.. 


Einen ſolchen Hebel nennt man aber in den Elementar⸗ Anwendur 
gen einen gerablinigen Hebel, und Ask, fo wie AsA, heißen fein 
Arme (die Arme des Hebeld); und zwar nennt man ihn im Falle de 
(Sig. 1.) einen gweiarmigen Hebel, im Salle der "(di 2) bagegen einen 
einarmigen. 


ges Beifpiel Beſteht der Hebel aus jweien unter fc feſten gs 
ben Zinien AB und BC, die fich unter einem Winkel p ſchneiden (ig IL) 
find P und Q ziwei unter ſich parallele Kräfte, weiche den Hebel inA m 
in C angreifen; wird durch den Ruhes Punkt B die Gerade DE fenftet 
auf die Richtungen ber Kräfte gedacht, und find d und « die Winkel; meik 
Die beiden geraden Theile (Atme) des Hebels mit diefen Geraden BD 
und "BE bilden, fo ift zum Gleichgewicht nothwendig und ausreichend 

P-BD = 0.BE, ’ 
oder P-AB-cosd = Q-BC:»cose. 
während d, a und @ durch die Gleichung 
dh. = 180° 

von einander abhängen. 
Einen ſolchen Hebel nennt man wehl auch zuweilen einen Bath 
Hebel, und AB, BG heißen dann feine Arme. 

Nach diefen Annahmen if alfo Arm des Hebels von dem Ami 
Moments der Kraft wohl zu unterfcheiden *). 


*) Drebt man den geradlinigen Hebel im (Beiſpiel 1. Zigg. 1.1.2) 
um A, etwas gegen die Kräfte, fo daß der Winkel y etwas größer oh! 
feiner wird, fo bleiben biefelben Kräfte P, und P, die vorher inı Glnk 
gewicht waren, jest noch im Gleichgewicht, wenn nur die Angriffs: Pualt 
A, und A, am feßen Hebel diefelben, und die Kräfte unter ſich patale 
bleiben. 

unter derſelben Vorausſetzung einer Drehutng des feften Binkelsde 
bels (Big. 11.), wodurch, wenn ’alles übrige daffelbe bleibt, der Winkl! 
um ein Stückchen > größer, der Winkel = dagegen ums daſſelbe Stüdcha 
y Kleiner wird, — ift der Hebel in diefer neuen Lage nicht mehr im Gleich 
gericht, menn er vorher im Gleichgewicht gewefen if, weil bei der legtm 
Annahme 

“ P.AB:cosd = Q- BCrcosa 


if, folglich im Allgemeinen nicht auch noch 
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Anmerf. Wir koͤnnen biefen Paragraphen nicht. verlaffen, 
ohne darauf aufmerffam zu machen, daß eigentlich die Aufgabe 
des ($. 82.) die Theorie des allgemeinften Hebels in fich ſchließt, 
und der bier im ($. 83.) betrachtete Hebel eigentlich nur ein 
ſpezieller Fall davon if. — Dort aber, wie bier, hat man. ale 
einzige Bedingung des Gleichgewichts am Hebel erhalten, daß 
L==0O:feyn muͤſſe, de h. P 

„daß die Summe der ſtatiſchen Momente der Drofeftionen 
„aller wirkenden Kräfte auf eine Ehene,. welche fenfrecht auf 
„der abfolut feften Dreh Are gedacht wird, in Bezug auf 
„den Punft O (als Centrum. der Momente genommen): in 
‚mtwelchem diefe Ebene von: der Dreh⸗Axe geſchnitten wird, 
nder Null gleich ſey, oder fürger nach ($. 27. NRE. 3. 4), 
„daß die Summe der ſtatiſchen Moniente aller Kraͤfte um 
„die abſolut feſte Dreh Axe als Momenten: ⸗Axe der Null 
„gleich ſey,“ 
nur daß in dem Falle des (£. 83.) die Ebene. der Kräfte, dieſe 
auf der feſten Dreh⸗ ‚Are ſenkrechte Ebene ſelbſt iſt, und deshalb 
die Projektionen der Kraͤfte von den Kraͤften ſelbſt nicht verſchie⸗ 
den ſind. 


su 


Beſtimmung des Drudes, den drei und mehr un feRe Punkte e 
y „erleiden, " on 
“ ..1 285 
Wir wollen nun noch den Fall bernchin, wo Brei ober 
mehr. abfolut fefte Punkte gegeben find, mit welchen ein Koͤr⸗ 
per, eine materielle Släche,. oder eine aterieg Ein loſe — — 
menhaͤngt. en 
1 ‚Denfen wir uns zuerſt eine vertilalt water feſte ebeiie 
L ji ‘ ’ 

p. AB«eos(ö-kiy) = Q- Bere) Are Eı 
fena kann. Dean kann ſich daher jetzt fragen; um —* x die Kraft 
P vermehrt werben: ihnen damit in dieſer gneuca Bong deß Mintel She 
gegen die parallelen Kräfte, wiederum das Sleichgeisicht vorhanden ift. Dies 
führe für die Beſtimmung von x zu der Sleihungt 

(P-#x)-AB-cos(dö-+,) = Q-BC casa 7). 
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drei abfolut feften Punkten A, B, C (Big. 30.) unterfügt. 
Wir nehmen AX Horisontal und AY vertifal, fegen AB =b, 
AC=c WB. BAY=o md W. CAY= vw, und die Eutfe; 
nung bes Schwer: Punktes S von AY, =a, fo müffen zwi⸗ 
fehen ben Segen» Drucken x’, y! (von A); x’, y’ (von B) und 
x, y (von C) nach ($. 36..und $. 80.) die. brei Gleichungen 
ſtatt finden, \ 

1) x-Fı'pı" == 0; 2) yt-y'+y"=P; 
und 

3) Peatilckecos g=-yl-b-sin y+x-c-cos y-y-csiny 0. 
Aus dieſen drei Gleichungen beffimmen fich von den ſechs U 
befannten x, x’, x, y, y! und y wieberum nur drei in be 
drei übrigen, und die drei Ießtern bleiben unbeftimmt. 

Nimmt man = y, alfo A, B, C in einer und bderfelben 
Geraden, fo ändert fich bie dritte Gleichung fo ab: 

3) Pa-r(zb-+xc)cospg— (yb-+-y-c).anp —=0. | 
Und iſt ꝙ 9900, d. h. liegen die drei Unterflügungs: 
Punkte in einer und derſelben horizontalen Geraden AX, fo wird 
die Gleichung (3.) in folgende: 

31). Pa— y«ıb—y-c = 0 
übergehen, und obgleich jet fein Grund vorhanden iſt zum 
gend einem horizontalen Druck, fo daß man dasmal 

se! m x O 
annehmen kann, fo bleibt von den drei unbekannten Sega 
Druden y, y! und yı doch noch einer unbeſtimmt, weil mas 
nur Die zwei Gleichungen 
Yry'/+y" — P und Pea—yıb— yıc = 0 
bat, zur Beftimmung ber drei Unbefannten y, y! und yv. 
Nimmt man nun yl!==P-cosy an, wo v ein unbeftimmtn 

Mintel if, aber zwiſchen O und 90° Liegt, fo finder fich dam 

b— a b.eosv | —c+c:casy | 

Zn TC = * 
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Man bat diefe letztere Brage, wo 3. B. ein Ballen, defien Brwidt P 
if, an drei Stellen A, B,C horigontal unterſtützt if, und nun, die Drude 
auf die drei Unterlagen gefunden werden follen, eben weil fich letztere nicht 
alle drei beſtimmen, vielfältig behandelt. Man bat geſucht, fich noch eine 
dritte Gleichung zu werfchaffen, mittelft irgend einer Hypotheſe. Betrach⸗ 
tet man nun die Sache rein matbematifch, fo muß die noch zu machende 
Hypotheſe metaphpfifcher Natur feyn. Betrachtet man die Frage aber phy⸗ 
fitalifch, fo iſt klar, daß die Drude in den einzelnen Unterſtützungs⸗Punk⸗ 
ten einzig und allein davon abhängen, wieviel oder wenig jeber diefer Un⸗ 
terkügungds Punkte nachgiebt, wie wenig oder wieviel er alfo, innerhalb der 
. Grenzen, welche die obigen Mefultate nachweifen, tragen mag. Macht 
man nun über die Art der Nachgiebigkeit der Materie eine, den Beobachs 
tungen und Erfahrungen entfprechende Hypotheſe, fo befommt man die 
fehlende Gleichung, die fich freilich mach Maaßgabe der verfchiedenen He⸗ 
potheſen jedesmal verſchieden zeigt. 

Te mehr Unterſtützungs⸗Punkte der Balken bat, in horizontaler gera⸗ 
ber Linie, deRo mehrere der Drude bleiben unbeftimmt, in fo ferne man 
immer nur mei Gleichungen zu ihrer Beftimmung erhält, dieſe zwei Blei» 
ungen alfo immer nur die Abhängigkeit angeben, ‚welcher dieſe Drucke 
nothwendig, abgefehen von der fpeciellen Beſchaffenheit der gerade bier ge 
brauchten Materie, unterworfen find. 


U. Denfen wir ung einen materiellen feften Körper, deſſen 
Gewicht P und deſſen Schwer⸗Punkt gegeben iſt, in drei abſo⸗ 
lut feſten Punkten A, B, C unterftüßt, welche beliebig in ihm 
und beliebig im Raume liegen, fo fann man wieber bie Säle 
betrachten: 

1) Die drei Untrftigunge: Punkte liegen in einer vertifa- 
Ien Ebene, und’ entweder a) in gerader vertifaler, oder b) in 
geraber nicht vertikaler Einie, oder c) überhaupt nicht in geras 
der Linie; | 

2) Die drei uUnterſtuͤtzungs⸗Punlte liegen nicht in einer ver⸗ 
tikalen Ebene. 

In dieſem letztern Kalle nun muß man drei Koordinaten; 
Axen einführen, die man durch einen ber Unterſtuͤtzungs⸗Punkte 
und fo legen kann, daß zwei berfelben horizontal, bie dritte aber 
vertifal läuft. .Die Gegen⸗Drucke, ihrer Größe und ihrer Rich» 
fung nad) unbekannt wie fie find, benft man ſich nun nach den 
Drei Axen zerlest, fo daB jeder durch drei unbekannte Kräfte 
nach den drei Aren wirkend, vorgefteDt wird. Fuͤr die drei ab» 
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ſoluten feſten Puntte giebt dies neun unbelaunte Kräfte; und 
zu ihrer Beſtimmung befommt man die ſechs Bedingungg - Glei 
chungen des Gleichgewichts des ($. 29. Cy. Alſo bleiben drei 
der neun Unbekannten unbeflimmt. . . | 

Denkt man fich aber die brei Unterftägunge: Punkte A,B,C | 
in einer und derfelben Horizontal: Ebene, fo ift gar fein Grund 
zu einem horizontalen Druck vorhanden; daher kennt man num 
fon die Richtungen der Gegen:Drude bei A; B, C, da folde 
vertifal nach oben zu gehen; man hat daher lauter parallele 
Kräfte, befommt nach ($. 38.) nur drei Bedingunge + Gleichur 
gen des Gleichgewichts, und Bat bafür auch mur. die drei ver 
tifalen Gegen: Druce zu beſtimmen. Dasmal beitimmen. fid 
alfo dieſe Drucke vollftändig. | 


Um die Rechnung auszuführen, lege man durch A und C. (Sig, 31.) 
die Are AX, und die AY in derfelben Ebene ABC fenkrecht auf AX. A 
nun AB==c, AC==b und W. BAC = «u, fo hat man, wenn BD ſent-⸗ 
recht auf AX gedacht wird, AD = c«emsa, BD == cesina«. Sind num die 
Koordinatens Werthe des Schwers Punktes S durd) p und q vorgeftellt, f 
daß p AR, q=RS if, und nenne man 2", z', z die (vertifalen) Be 
gensDrude in A, B, €, fo giebt‘ die Thenrie der parallelen Kräfte ($. 38) 
folgende drei Gleichungen, nämlich: «: | 


Zn 5 — ı+rp3"7—P = 0, 
2) z’-esina—P-g =D, 
3) zortone — P-p-hacb = (0; 
woraus Zn ' 
22P g ; = — ‚p.Peira 4 cos, 
| c·ain b· tin 
und m 8 —presina gb er .cos.0) 


be⸗⸗ —XV 
hervorgeht. .. LE et 


III. Iſt aber der fefte Körper an nme ale drei abfofnt fs 
ſten Punkten zu bleiben gezwungen] ſo iſt das Problem, „die 
Gegen⸗Drucke Biefer: abſolut feften- Punkte zu finden,” och un: 
befiimmter, »und-!felbft in dem Falle noch unbeflimmt, wo alk 
vier oder meht Unterſtuͤtzungs⸗Punkte in einer und-berfelben he 
rizontalen -Eberie: legen, ſo daͤß die Roichkung der Gegen 
Drucke als. vereifal angenommen werben kann, folglich bekanat 
iſt · Man? hat naͤmlich ſelbſte in⸗ dieſemletziern Yale doch im 


- 
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mer nur drei Sleichungen, welche für dag Gleichgewicht paralle⸗ 
ler Kraͤfte exiſtiren, dagegen eben ſo viele Unbekannte als Unter⸗ 
ſtuͤtzungs⸗Punkte. 
Alles was wir zur (1.) bemerken mußten, gilt daher auch hier. Hy⸗ 
potheſen über die Nachgiebigkeit der gebrauchten Materie, die nach Maaß⸗ 
gabe der verfchiedenen Materie felbit wieder verfchieden anzunehmen feyn dürfe“ 
ten, würden die fehlenden Gleichungen liefern, fo daß die Drucke, melche 
die Unterlagen in ‚jedem befondern Galle wirklich erleiden, fo beſtimmt wie 
fie find; {9 Befndat, auch durch. pie Redisung: gefunden werden » 


Die Statik fefter Körper, 


need 


Zehnted Kapitel, 


Allgemeines Geſetz bes Gleichgewichts. (Prineipder virtue: 
len Geſchwindigkeiten.) 


$. 85. 


Durch analoge Betrachtungen, wie die des vorſtehenden Ka 
pitels, kann man die geſammte Statik aller feſten und lofe 


Syſteme unmittelbar auf die Statik des Atoms (J. Th. Mech | 


Kap. II.) zurückführen. 


Im Zuftande des Gleichgewichts irgend eines feſten oder Is 
fen Syſtems wirken nämlich je zwei ber angegriffenen Atome | 


- auf einander ein, vermöge bes feften oder lofen Zuſammenhanges 
in welchem fie zu einander ſtehen. Während aber der Atom A auf 
den Atom B eine folche Wirfung S ausübt in der Richtung AB 
(oder BA), übt zu gleicher Zeit der Atom B auf den Atom A 
in der genau entgegengefegten Richtung BA (oder AB) dieſelbe 
Wirfung 8 aus, weil fonft nicht Gleichgewicht feyn koͤnnte 
Nennen wir diefe Wirkungen S die Spannung. sfoifchen bei 
den (fie ſtrebt zumeilen die Atome von einander zu entfernen, 
gumeilen aber auch folche einander näher zu bringen, je nad 
dem bie auf die Atome einwirkenden Kräfte P,, P., P,, ⁊c. x 
eine andere Größe und Richtung haben), — fo ift Klar, balı 
wenn wir an jedem angegriffenen Atom alle biefe Spannungen 





x 
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(als unbekannte Kräfte) anbringen, ‚welche die Einwirkungen al: 


ler übrigen ber angegriffenen Atome auf ihn vorfichen, dann bie 
ſer Atom für fih als ein freier Atom im Gleichgewicht 
ſeyn muß, fo daß, die drei Bebingungs - Gleichungen des Gleich: 
gewichts (I. Th. Mech. $$. 20. 25.) für ihn ſtatt finden. Hat 
-man ſolche angegriffene Atome, ſo gilt ſolches fuͤr jeden derſel⸗ 
ben, und man. erhält ſonach 3a Vedingungs⸗ Gleichungen des 
Gleichgewichts. 

Dies wollen wir nun in den naͤchſten Paragraphen ausfuͤhr⸗ 
licher und moͤglichſt gruͤndlich durchfuͤhren. 

$, 86 | ' 

Es feyen drei Atome A, B, C (Sig. 32.) unter fich feft 
(4. B. Atome eined feſten Körpers); folche werden bezüglich von 
den Kräften P;, P,, P, angegriffen, deren Richtungen in der 
‚Ebene ABC liegen und durch - die Winfel a,, a, und a, bes 
ftimmt find, welche fie mit einer belichigen Are OX machen. 
Dieſe Winkel zählen wir bier von O big 360°, in 
einer unb berfelben Richtung herumgehend (vergl. 


Note ©. 151. Th. I.), und diefe Art der Zählung mag ſich auch 


noch über die folgenden Winfel erftreffen, durch welche die Lage 
vorfommenber Kräfte beſtimmt wird. 

Halten ſich nun dieſe drei Kräfte am feſten Syſtem im 
Gleichgewicht, fo iſt jeber einzelne der. drei Atome A, B und C 
auch für fih im Gleichgewicht; und auch umgefehre. Die wir: 
fenden Kräfte P,, P., Ps ſtreben nun, im Gleichgewicht, die 
Entfernungen der Punfte A, B und C gu vergrößern ober zu 
verkleinern, und dieſe Befrebungen, weiche wir Spannung 
nannten, werben durch die von ung nicht beachteten Kräfte, 
welche die Seftigkeit des Koͤrpers bebingen, vernichtet. Nennen 
wir num S,, S, und S, die drei Spannungen, welche im Gleich: 
gewicht bezüglich zwiſchen den feſten Atomen A und B, B und 
C, enblich zwifchen A und C flatt finden, fo wirft z. B. S, 
an den Atomen A und B zugleich, an beiden aber in genau 
entgegengefegten Richtungen. Daffelbe gilt von jeber andern ber 


— 
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Opanzungen. Bringt iman num in jedem dieſer Atome eine 
Kraft an, ber an ihm. wirfenben Spannung gleich, fo muß je 
der für fich im Gleichgewicht ſeyn. 

Mennt man a,, az, 8, bie Winkel, welche: bie drei an A, 
B,.C, bejzuͤglich angebrachten Kräfte S,, 8,, S, mit Der Xp 
OX machen, fo hat man nach (I. Th. Mech. $. 21.). für das 
Gleichgewicht dee Atoms A, weil S, an A mit der re OX 
den Winkel 180— a, madıt, Er 


3). P,-cose,-pS,cosa, —Bzreusa, —= 0, . 
2) P,-sina, +S,sina, — S,ısina, = 0; 
für dag Gleichgewicht des Atoms B dagegen ift 
3) P,-cose, — S,-cosa, + S,-cdsa, —=(, 
4) . .Pysinu, —S,-sina, +S,-sirh, == 0; 
endlich Hat man für das Gleichgewicht. von C_.. 
. DJ * Pycosas—Sze0s22 + 5,082, =D, . 
6) P.sin œ, —S,simn, S, sina, = 0. 


Gliminirt man nun aus .biefen ſechs Gleichungen .diefe. unbekam 
ten Spannungen S,, 5, und .S,, fo :bleiben drei Gleichungen 
als Bedingungen des Gleichgewichts, vom denen man die beider 
I. P,-cosa, -+P,-osa,-+P,revso, = 0 - 
m : .. . oo 
u. P,-sina, +P, sin, ++P,sing, = 0 
fopleich erhält, fobalb die:Bldichungen (1. 3..5.) und daun wie 
der bie Gleichungen- (2. 4..6.) zu einander abdirt werben. Di 
dritte: Gleichung druͤckt bie Bebingung. and, daß ſich alle drei 
Kräfte in einem und demſelben Punkte ſchneiden, oder alle rd 
miteinander parallel Jaufen, nämlich daß die Summe der ſtati⸗ 
ſchen Momente ber brei Kräfte P,, .P,, Ps der. Rull gleich if, 
in Bezug auf ein belicbiged Centrum ber Momente, Dies alle? 
ſtimmt genau mit den Reſultaten überein, welche wir ($%. 8. 
9:.u. 36.) für dieſelbe Aufgabe erhalten haben. 
.Die jetzige Unficht: giebt aber auch: nedy Die: Birfungen $. 
5 S,, welche, im Falle des Gleichgewichts der Kräfte P,, P, 
P,, die angegriffenen Atome auf einander ausüben. — Sollte 
jeboch. die. Rechnung eine biefer Spanmungen, 4. B. S, negativ 
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geben, fo wäre dies ein Beweis, daß man ſtatt a, nicht ben ge 
börigen Winkel gefegt- hätte, fondern den.um 180° vermindert 
ten. ober vermehrten Winkel hätte. ſetzen ſollen, d. b. daß bie 
Spannung in der gerade entgegengefegten Richtung wirkt, als 
die if, in welcher man. fe ſich bei dem Anſetze der Gleichungen 
wirkend. date. | i 

$. 87. — 

Betrachten wir win vler angegriffene Atome eines. fen 

— — 
. IL Werden vier Atome A, BC, D (Big. 38.) eineg feften 
Körpers. angegriffen von bezüglich den Kräften P,, P., P;., Pu 
welche mit einer Are OX bie Winfel a, a, &, und a, bilden; 
und liegen bie vier Punkte A, B,.C, De nebſt ben. Richtungen 
der ‚vier Kräfte P,, P,,:P,,.P, in ’.einer: und derſelben Ebend, 
fo finden. im Falle. des. Gleichgewichts «jwifchen je zweien dies 
fer vier Atome Spannungen flatt, welche wir durch Sa,;5. Sa, 
Sa, Sne, Spa und Sa. begeichnen wollen. Run kann aber Die 
Kraft Sea, die an.C in der Michtung OD: wirkt, Allemal .in 
zwei andere zerlegt werden, nad) den Richtungen CA und. CB, 
mährend dieſelbe Kraft Sea, welche an D in de, Richtung DC 
wirkt, auch mach den. beiden Michtungen: DA: und DB zerlegt 
erben Finn. Daburc) vermehren oder. ‚vermindern ſich die 
übrigen Spannungen,. mährend. dann dieſe fechfte Spannung. Sa 
wegfaͤllt, ober der Null gleich gebacht werben- kan. -- Man hat 
aber nun, genau nach ($. 86.) verfahrend/ fuͤr das Gleſchgewicht 
jedes einzelnen der Bier Atome, zwei Gleichungen, zuſammen alſo 
acht Gleichungen. Eliminirt man daraus bie fünf: ( geaͤnder⸗ 
ten). - Spannungen, fo-bleiben bie. drei Gleichungen des Bieich⸗ 
gewichts, wie ſolche nad} '($. 36.) für iefen Fall ebenfäl ges 
funden. werden. 

"Man kann natürlich. in bie Rechnung auch ‚alle - fechs. Epan⸗ 
nungen einführen, ohne die eine davon auf die übrigen überzu- 
tragen, und man kann bann überzeugt ſeyn (vermoͤge der kurz 
vorher von uns angeſtellten Betrachtung); daß; wenn man aus 


* 


—* 
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den acht Gleichungen irgend Fünf ber Spannungen eliminirt 
dann bie.fechfte jedesmal von felbft mit wegfaͤllt, ſo daß dieſel 
ben drei Bebingungss Gleichungen des Gleichgewichts doch wie 
der hervorgehen. 

Will man aber bie Spannungen felbft berechnen , fo hat 
man zu ihrer Beftimmung nur fünf Gleichungen, und es koͤnnen 
daher nur fünf derſelben in die ſechſte auggebrückt werben, tod 
rend dieſe fechfte unbeftimmt. bleibt *). 

II. Liegen bie vier Punkte A, B, C, D nicht alle in eine 
und berfelben Ebene, und find bie Richtungen der Kräfte P, 
P,, P,, P, willkuͤhrlich und durch die Winkel a,, AL, Yı5 & 
Pa 725 &n As Ys und au, Au, Ya gegeben, welche fie mit dreien 
Aren machen, fo kann man bie fechfte Spannung S.,a nicht meh 
nach den beiden andern Richtungen AC und BC, oder AD um 
BD, zerlegen, weil nun nicht mehr CD, AC und BC, ca 
fo wenig als CD, AD und BD in einer und derſelben Eben 
liegen. 

Dasmal bekommt man aber auch nach (I: Th. Mech. $. 20.) 
für das Gleichgewicht eines jeben Atoms drei Gleichungen; de 
— — ber 





*) Ran kann fagen: wenn ein feſter Körper, der von Kräften ame 
geiffen if, im Gleichgewicht fich befindet, fo erleiden je zwei der angegrife 
nen Punkte eine ganı befimmte Spannungs alfo follten ſich alle Spas 
nungen genau beftimmen laffen, und es fcheint daher nicht, wie oben, eim | 
derfelben und mit ihr ale, unbefimmt bleiben zu können. — Dies ud 
allerdings für jeden phyRkalifchen Körper zugegeben werden. — Allein die 
Materie giebt etwas nach an jeder Stelle, und um wieviel? — Das bang 
von der fpecififchen DBefchaffenheit der gerade bier angewandten befinmtes 
Materie ab. Die fehlende ſechſte Gleichung, um alle ſechs Spannungen we 
nau und völlig fo gu beſtimmen, wie fie in jedem Einzelfalle wirklich find, 
ift baber Feine allgemeine mehr, die für jede Materie biefelbe blick, 
und kann deshalb erſt in jedem Einzelfalle aus der Eigenthümlichkeit die 
fer befonderen beflimmten Materie bergeholt werden. — Dies ik aber dam 
jedesmal eine fpecielle Aufgabe der Phpyſik; aber auch dafelbft wird mu 
fehr fchwer dahin gelangen (und dann gewiß nur in wenigen ſehr abgefon 
derten Fällen), diefe fehlenden Gleichungen fi zu verfcheffen. Ja, jek 
fpegiele Materie ſelbſt iſt dem Einfluffe der Zeit unterworfen, und zeit 
sielleicht heute noch Eigenfchaften, die fie morgen entweder gar nicht mehr, 
oder doch nur noch in viel geringerem Grade befikt. 
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her im Ganzen zwölf: Gleichungen, welche alle ſechs Spannuns 
gen enthalten. Eliminirt man.ießtere, fo erhält man bie ſechs 
Bedingungs⸗Gleichungen des Gleichgewichts, welche im (9. 29. ©.) 
für denfelben Fall gefunden worden ſind. — Auch beſtimmen 
ve Sleichnugen im Allgemeinen ale ſeche Spamungen. 


It !e 
R 
“ .s ’ 


“ 6. 88 DB Wu RE 1 
Vetrachten wir nun den feſten? Koͤrper —————— Bunfte 

A, B, C, D, E bezuͤglich von den fünf Kräften P;; P,, P;, P 
und. P, angegriffen, fo finden zwiſchen je zweien dieſer Atonie 
A,B, C, D, E im alle des „a eigene Spannungen ſtatt, 


5* 


deren Geſammt⸗ Anzahl alfo ð * = ober 10 iſt. J nn 


I. Liegen nun alle fünf —* nebſt Sen. Richtungen der 
angreifenden ‚Kräfte P,, Py, in einer und derſelbanEbene, 
fo kann man bie Spannung Sa. an E Fig. 34.) in geb an⸗ 
dere Kräfte zerlegen, welche in den Richtungen EA und EB 
wirken, welche daher die Spannungen. S., und Sy. uni: fo. viel 
vermehren ober vermindern. Dedgleichen kann ‚bieflbe awııD 
toirtende Sparmung Sa, nach den Richtungen DA: und DB er 
legt werden, wodurch fich die Spannungen. Si, und Sa um: ſo 
viel vermehren oder vermindern. — Ganz daſſelbe kann von: den 
Spannungen Sc. und Sa gefagt werden: — Man kann daher 
diefe drei Spannungen Sa, See, Sa. weglaſſen, und dafür die 

: übrigen fieben Spannungen alle um fo viel, als auf fie kommt, 

verändert fich denken, ohne daB dag Gleichgewicht: geftört wirb. 
Es bleiben alfo dann 1) die Spannung 8.3 zwiſchen A und B, 
and 2) für jeden dritten Punkt bleiben zwei Spannungen, davon. 
eine stoifchen ihm und A und eine zwifchen ihm und B wirkt. 

Man hat nun für jeden ber fünf Atome zwei, alfo im Gan⸗ 
zen zehn Gleichungen des Gleichgewichte, aus welchen die fieben 
Iegtern Spannungen eliminire werben, um. diefelben drei Bedin⸗ 
gungs-Gleichungen des. Gleichgewichts zwifchen den. gegebenen 
Kräften zu erhalten, welche auch nach ($. 36.) erhalten worden 
find. — Laͤßt man alle ‚seo Spannungen in den Gleichungen, 

H. [16] 
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fo..fahlert drei befelben.;von felber mit fort, fobald- man bie 
übrigen ‚fiebens Spannungen eliminirt, und: man erhält wiederum 
bie drei Bebingungs. Gleichungen des Gleichgewichts des (3. 36.) 
Dieſellhzen zehn Gleichungen::liefeen dann fieben. dieſer Spannun 
gen in die deci uͤbrigen ausgedruͤckt, und alle Spannungen & 
warten ihre endlichen genauen und vollkommenen Beſtimmungen 
in jedem gegebenen Einzel⸗Falle von den Eigenſchaften der ſpe 
siehe Braterie, weiche. dasmal Den ſeſten Körper bildet. 

.t IE Fegen / bie: fünf Punkte A, B, C, D,:Esund die Rich 
ungen. her: fierangreifenden: Kräfte beliebig im Raume, fo kam 
men jehde · Spannung, z. B. Sa. meldhe.an jedem vierten Punkt 
z. B. D und nicht in einer der drei Richtungen DA, DB ode 
DC wirft, mittelſt des Satzes vom Kräften: Parallelepipebum 
(1: Th. Mech. $.:17. b.) in, drei: andere Kräfte nach dieſen let: 
genannten Richtungen zerlegen, ſo daß man außer den Drei (ve 
Anden): Spannungen S.n;. Sa; Ss. für jeden vierten Punkt 
4 B..D: narı daei (veränderte) Spannungen: S. a, Spa, Sea de 
haͤlt, indem ‚mancalle übrigen au.D. etwa noch. wirkenden Spas 
"aaıngen,. alſo namentlich Die Spannung Sa, mwegläßt oder —0 
ſich Bank: :. Dies gitbt fuͤr unfern Fall neun Spannungen, un 
an; bie. zehnte darf⸗ wegbleiben. 

:: Auf den. zandern Seite hat man aber für das Gleichgemidt 
eine jeben einzelnen ber fünf Atome, fünf mal drei, d. h. fünf: 
zehn: Gleichungen ; daraus die neun Spannungen eliminirt, wa 
man. bat.:feche Bedingumgs: Gleichungen für das Gleichgewicht, 
bisfeiben welche der ($. 29. C.) für denfelben Sal Liefert. Ar 
ßerdem beftimmen fich bier noch, wenn man alle zehn Spar 
nungen. in die fuͤnſzehn Gleichungen aufnimmt, neun derſelben a 
die e zehnte. 

$. 89. 
Denten wir ung nun n Atome eines feſten Körpers bay 
lich von n Kräften P,, P,; + P. angegriffen, fo bat man, is 
Gleichgewicht; zwiſchen je zweien dieſer n Atome eine Spann 


alfo im Ganzen ee —E —— folche Spannungen. Weil 1 aber, wm 
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man drei Atome A, B, C und die drei Spannungen zwiſchen 
je. zweien berfelben juerft betrachtet, für. jeden folgenden der an: 
gegriffenen Atome. nur drei Spannungen, naͤmlich die drei zwi⸗ 
ſchen ihm und A, zwiſchen ihm und B, endlich. zwiſchen ihm 
und C zu beachten find, in fo ‚ferne fich jede vierte nach diefen 
drei Richtungen zerlegen Iäßt, fo bat man in der That nur eine 
Anzahl 3n—2) von einander unabhängiger Spannungen. — 
Sur. das Gleichgewicht: eines jeden einzelnen der n Atome bat 

man 3n Gleichungen. — Eliminirt man baher die 30n — 2) 
Spannmgen, fo fallen die übrigen Spannungen, deren Anzahl 


— EZ ip, von ſelbſt mit fort; und man erhält ge 


rade wieder ſechs Bebingungs; Gleichungen des Gleichgewichts, 
wie im ($. 29. C.). 

Lägen die Atome, alle in einer und derfelben Ebene, fo wuͤr⸗ 
den ganz analoge Betrachtungen auch für diefen Fall die Gleich: 
gewichts⸗Gleichungen liefern. 


%. 90. Ä 
Das Gefen der virtuellen Geſchwindigkeiten für feſte Körper. 


1 Denken wir ung tieber einen feften Körper in n feiner Atome 
A,, Ar, As, ““ An bezüglich von den n Kräften P,, P,, P., 
+ P, angegriffen; denfen wir ung, daß das Gleichgewicht her⸗ 
geftellt fen, daß jeboch irgend eine dußere Veranlaffung das fo 
angegriffene Syſtem irgend tie, aber unendlich wenig verrücke, 
fo daß jeder angegriffene Atom 5. B. Ar einen unendlich -Fleinen 
reg befchreibt, folglich in Bezug auf die Richtung einer jeden 
auf ihn wirkenden Kraft eine virtuelle Sefhmwindigkeit 
bat *), fo if, im Gleichgewicht, auch bier allemal (mie im 
$. 27. Ch. I. Mech.) 


*) ESo nennt man nach ($. 27. Th. L Mech.) die Projektion dieſes 
unendlichsFleinen Weges des angegriffenen Atoms auf bie Richtung der Kraft, - 
poſitiv oder negativ genommen, je nachdem biefe Projektion in die Richtung 
der Kraft felbft, oder auf ihre rückwärts gebachte Verlängerung fällt. 

L16* ] 
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bie Summe ber Proßufte aus jeder Kraft multiplizirt mit 
„der ihr zugehörigen virtuellen Gefchtwinbigfeit &- b. dk 
„Summe der Momente ber virtuellen Sefchwindig 
. „keiten) der Null gleich. . 
Dieſen Sat nennt man das Geſetz (Princip) der ir 
tuellen Geſchwindigkeiten für fee Syſteme. 
n(n—]) 


Man erhält diefes Refultat unmittelbar, wenn man alle z 
Spannungen, wie folche swifchen je zwei der angegriffenen Atome ſtatt fir 
den, in Rechnung bringt, — wegen des Gleichgewichts eines jeden ein 
nen ber angegriffenen Atome die Gleichung des Gleichgewichts nach der 
($$. 27.— 29. L Th. Mech.) hinſchreibt, und alle diefe Gleichungen ob 
dirt. — Bei dem Addiren fallen nämlich die Spannungen ganz fort, wei 
jede, 1. 3. die Spannung S,. imifchen den Atomen A, und A,, imi 
mal vorkommt, einmal in ber Gleichgewichts» Bleichung für den Atem 
A,„ und dann wieder in der Gleichgewichts s Gleichung für den Atom A,; 
dad erfte mal erfcheint ſie multiplizirt mit der virtuellen Gefchmindigket 
des Atoms A, in Berug auf die Richtung der Spannung S,. gedak 
— das andere mal iſt fie multipliziet mit der virtuellen Geſchwindigku 
des Atoms A,, in Bezug auf die Richtung derfelben Spannung Sn 0W 
on A, Diefe;beiden virtuellen Gefchwindigkeiten find aber, weil die Er 
fernung der Atome A, und A,, wegen der Feſtigkeit des Kir 
pers auch nach der fingirten Bewegung noch genau dieſelbe if, 
hen genau gleich, aber mit entgegengefegtem (-1-) oder (—) Seide 
verfeben. . 

Man kann dies letztere ganz fo, wie folches im (. 28. L Th. Med) 
gezeigt üft, durch Rechnung nachmweifen. Die Spannung S,, iwiſchen va) 
beiden Atomen A, und A, wirft doppelt, einmal an dem Punkte A, ul 
dann noch einmal an dem Punkte A_. Sind nun x,, y„, 2, Und x, Ya! 
die Koordinatens Werthe des Punktes A, und A, und ſetzt man 

1) — +- +2 — 2). = E, m» 

fo drũckt E,. die Entfernung swifchen A, und A, aus, welche wegen in 
Seftigfeit diefer Atome unter fich, auch nach der fingirten Bewegung ie 
Syſtems genau diefelbe bleibt. Ä 

Sind alfo z H-dx,, Ya tAyaı zu tdz, die Koordinaten Werth 
des Punktes A, in feiner neuen Lage, find ferner x.-H-dx,, ode 
z,.rdz, die Koordinaten Werthe ded Punktes A, in feiner neuen Lay 


und fubfituirt man diefe neuen Koordinaten» Werthe ſtatt der alten # 
den Wursel- Ausdruck für E,.., fo muß folcher denfelben Werth behalten 


| 
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fein (ſonſt unendlich⸗kleiner) Zuwachs (Differensial) muß alfo der Null 
gleich ſeyn. Dieſes Differenzial beſteht aber aus zwei Theilen, von denen. 
der eine durch d. (E.) bezeichnet ſeyn mag und aus der Veraͤnderung ber 


drei Koordinaten Werthe x,, y, und z, allein herrührt, während ber ans 
dere Theil durch d(E, .) bezeichnet werden Tann, und aus der Verände⸗ 
rung der Koordinaten Werthe x, Yan, An allein hervorgeht. Alfo hat man 
Ä JE, nt AntEr nn) = 0, oder d, E.) = —AnlE, m)» 
während nach ($. 28. L Th. Mech.) der Theil d,(E,.) die virtuelle Ge⸗ 
fchwindigfeit von A, in Bezug auf die Spannung S,,, an A,, dagegen 
der andere Theil d,(E,.) bie virtuelle «Gefchwindigkeit von A, in Berug 
auf die Spannung S,. an An if. — Die Summe der beiden aus ders 
felben Spannung S,,.m berrührenden Momente der virtuellen Ges 
ſchwindigkeiten ift daher der Null gleich. 

II. Denke man fich wieder, wie im ($. 28. I. Th. Mech.), 
in der Richtung einer jeden der wirkenden Kräfte- P einen belie- 
bigen Punkt (a, b, c), fo ift feine Entfernung von dem Angriffe: 
Punkte A, deffen Koordinaten Werthe x, y, z ſeyn mögen, 

2) = Va — ss? +(b—yP”+r(c— 2)”, ‚oder =p, 
wenn wir unter p biefen Wurzel: Ausdruck verſtehen ; und dann 
ift das zu dx, dy, dz gehörige Differenzial dp. die virtuelle Ges 
fchtwindigfeit des Punktes A in Bezug auf die Richtung der 
Kraft P (alles genau nach $. 28. I. Th. Mech.), und das in 
(I.) vorliegende Gefe der virtuellen Geſchwindigkeiten läßt fich 
nun dahin ausdrücen, daß im Zalle des Gleichgewichts 

(O) + S(P-dp)=0, d.h. P,-dp,+P,-dp,+---+Pa-dpn= 0 
feyn muß, welche unendlich-Fleine Aenderung in ber Lage 
der Atome nur immer gedacht werden mag, wenn nur bie Be 
Dingung der Seftigfeit, d. 5. der unveränderten Abftände der an: 
gegriffenen Atome von einander vorausgefegt wird. 

IH. Es verſteht fih von felbft, daß man nun demſelben 
Geſetz der virtuellen Geſchwindigkeiten auch die Form geben kann, 
welche im (8. 29. J. Th. Mech.) fir den einfachen Fall dem: 
ſelben gegeben worden ift. 

Denft man fich nämlich wieder alles wie vorher, namentlich 
die Entfernung F. zwiſchen den Atomen A, und A, und bie 
Entfernung p des in der Richtung der Kraft-P beliebig gebach- 


N 
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tn Punktes von dem Angriffe» Punkte ‘A diefer Kraft genau 
durch diefelben Wurzel: Ausdrücke gegeben, tote in ben Nummer 


dl. u. 2); ‚nimmt man aber an, daß bad Syſtem nicht unend⸗ 


lich wenig, fondern beliebig viel aus feiner Lage gebracht werde, 
daß namentlidy die Koorbinaten-Werthe x, y, z eines jeden Ans 
griffe: Punktes A in die neuen KoorbinatensWerthe x,, y,, z, 
übergegangen find, fo befteht auch (Er) aus zwei Theilen 
IlEr,m) und Öm(Erm); melche bezüglich als Koeffizienten von x 
hervorgehen, wenn man in Er. bloß (x), (9,),, (z,), alles 
fiatt x,, y,, z,, oder bloß (x), (Yadı» (Zu, allein ſtatt s, 
Yar Zu fett; während unter ö(Er,u) ber Koeffiint von x ver 
flanden wird, wenn in Er beide Berägbsrungen zugleich bei 
vorgehen, fo daß man nach den Sägen der Variationg: Red; 
nung. (I. Th. Analyſ. $%. 54. 55.), ober nach dem Machlau— 
rin’fchen Lehrfage, ebenfalls 
.‚XE:») = Öv(Ern) — 
hat. Weil aber bei der totalen Veränderung in Er, dieſe Ent 
fernung benfelben Werth behalten fol, fo ift wieder (Er) =U 
b. h. àE.) InErm) =O. Da nun im Falle des Gleich 
gewichts auch jeder einzelne Atom im Gleichgewicht iſt, und de& 
balb, fobald man alle Spannungen in Rechnung bringe, für je 
ben einzelnen Atom 5 B. A, nad) ($. 29. I. Th. Mech.) de 
Gleichung 
3) P-dp+S.,1ö.(Er,1)+S.,0°d.(Er.9)4+S,,ads(Er,a) = 0 

ſtatt findet (in welcher jedoch nicht E.,. erfcheinen kann), fo folgt 





wiederum, daß wenn man diefe mn Gleichungen, welche für alt 


n Atome ſich ergeben, abdirt, ale Spannungen fi von felbe 
wegheben, und bloß noch bleibe die Gleichung 

(Or S(P-öp)=0, oder P,-Op+Prröprt+Pa-öpn =0. 

Multipligire man aber dieſe Bleihung mit x und 
denft man ſich noch x unenblich-flein, fo gebt dieſe 
Gleichung ſogleich wieder in die (IL. ©.) über. 

IV. Endlich gilt daffelbe Gefeß in jeder der drei Korma 
. — IIL) auch dann noch, wenn einer ober mehrere dieſer uw 
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ter ſich feſten Atome. auf gegebenen feſten Flaͤchen ober Linien 
zu bleiben gezwungen ſind, fü daß biefe Flaͤchen oder: Linirer zuu 
Gleichgewicht beitragen, wenn man nur vorausſetzt, daß die ver 
Anberte.'Lage „in: weldje ‚man das Spflem, gebnachti fich * 
allemal dieſen Bedingungen gemaͤß genommen wird. 

Denůn es gelten unter diele Vorauſehuri diem Gleichungen (3.) noch 
immer; alfo ‚ergieht ſich auch noch immer die Gleichung (C), wenn aut 


die angegriffenen Atome, unter. sich feſt nd. Aus der-Gleihung (C un 
aber die Gleichung (O), und Daraus‘ wieder bie Sorm in nm hervor. 


u u. 0, 
:. Das Gefeg der virtuellen Geſchwindagkeiten auf betiebige Iofe, in 


Syſteme ausgedehnt. 


Diebe afgemeine Geſetz der Siatit gilt auch für elle. ‚Infen 
Spfleme, fobald man nur die neue Lage, in weiche dag im 
Gleichgewicht fich befindende loſe Syſtem (durch. dußere Veran⸗ 
lafung) verfegt gedacht wird, ſo nimmt, Daß jeher Atom in ‚der 
Flaͤche aber Linie noch liegt, welche ber vorgefchriebene Zufam- 
menhang des lofen Syſtems für die Lage deffelben beftimut., 

I. Um dies zu beiweifen, betrachte man zuerft das einfachfie 
aller loſen Spfieme, nämlich drei unter fich fefte Atome A,,. As 
und. A,, und, einen lofen Atom A,, der vermöge feines lofen 
Zufammenhanges mit A,, A, und A, feine Lage gegen die drei 
legteren zivar Andern kann, Dagegen doch auf einer ‚gegebenen 
Slüce oder Linie zu bleiben gezwungen ift. 

- fi’ Gleichgewicht. wird un der Atom A, gegen die Släche 
oder "Linie, in’ welcher er zu bfeiben gezwungen iſt, normal an⸗ 
gedruͤckt (vgl. I. Th. Med). $. 22.). Denkt man ſich daher zu 
den wirkenden Kräften an A, noch einen eben fo großen nor: 
malen. Gegendruck R Binzugefügt, fo bleibt das Gleichgewicht 
ungeftört, 1) wenn man fi ch ftatt des lofen Zufammenhanges, 
den Atom A, mit den übrigen Atomen A,, A,, As feft ver- 
bunden, und auch 2) wenn man jeben Atom gang frei, dage⸗ 
gen zu gleicher Zeit. von den im Gleichgewicht zwiſchen je zweien 
Atomen ftatt findenden Spannungen ergriffen denkt. — Wird 
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win: Ay iaitııh,, A, As'feh gebt, ſo hat nian, wenn genen 
bis, Begeichnung ber ($5. -28: und 29. L. Bi Mech) vorausge⸗ 
ſeyt wird, 

4) Bibdp P, —D— —X ==0, 
ober auch - 
kb) Pr — Bra Bröpe-Prröpi Ber = *0 
während, unter der Vorausſetzung, daß die neue Lage von A, 
in derſelben Fläche oder Linie gebacht wird, in welcher A, zu 
bleiben gezwungen ift, in ben ($$. 28. u. 29. I. Th. Mech.) 
bereitd fehr firenge erwiefen fich findet, daß 

dr =0 und auch ör — 0 \ 

ift, ſo daß bie Glieder R-dr und R-dr aus den Gleichungen 
(a. und b.) wieder herausfallen, und folglich das Gefeß ber vir⸗ 
tuellen Geſchwindigkeiten auch in biefem Kalle aufrecht bleibt. 

H. Wir ziehen .aber fire diefen einfachften Hal noch die 
wichtige Folgerung, 

daß zwar nicht, wie wenn zwei Atome unter ſich feſt find, 
„die Summe je zweier Momente der virtuellen Geſchwindig—⸗ 
Feiten einer und berfelben Spannung (4.3. San A,’ und 
„derfelben Spamung S,, an A,) ber Null gleich. iſt, Daß 
"aber ' dagegen die Summe aller ſechs Momente der virtuel⸗ 
- len Geſchwindigkeiten, aus den drei Spannungen S,., Sy. 
nund S,, (jede Spannung ald Kraft zwelmal gedacht) der 

„Rull gleich ſeyn muß. 

Denn da jeder Atom, wenn man alle Spannungen und den Gegen⸗ 
druck RB in Rechnung bringe, für ſich im Gleichgewicht iſt, fe iſt für je⸗ 
den Atom die Summe der Momente ber virtuellen Geſchwindigkeiten der 
Nun gleichs alfo if auch, wenn man dieſe vier Gleichungen addirt, bie 
Summe aller Momente der virtuellen Geſchwindigkeiten der Null gleich. 
Wegen der Gleichung (a.) bleibt daher auch noch die Gumme der zwölf 
Momente der virtuellen Gefchwindigkeiten der ſechs Spannungen Sm Sn 
Sy Si Sas Sa der Null gleich. Weil aber die erſtern fechd Momente 
tbegen der Eonftanten Entfernungen der drei Atome A,, A, und A, von 


einander, paarweiſe der Null gleich find; fo bleibt die Summe der feche 
legtern Diomente ebenfalls der Null gleich. 


III. Denken wir ung nun den allgemeinften Sal, nämlich 


—— TR 
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beliebig. viele. unter: fich fefte Atome, und. noch beliebig viele mit 
dieſen  lofe zuſammenhaͤngende Atome, son Kräften angegriffen, 
und im Gleichgewicht. — Im Gleichgewicht findet zwiſchen je 
zweien biefer Atome eine Spanriung flatt; allein wir koͤnnen, 
den (69:87. — 89.) zu. olge, alle Spannungen, welche irgend 
einen: Atos A,. afficiren, auf drei zuruͤckfuͤhren, nämlich auf die 
drei Spannungen $ı, Sa, und Ss, zwiſchen dem Atom A, und 
dreien der: unter ſich feſten Atome, Bie mig: burch A, A, und/A, 
bezeichnen Eönten. Dusch biefe:Zuruckführung werden dann Nas 
tuͤrlich auch die Spannungen S,,., Ss. tund S,,. zwifchen: je 
zweien diefen drei letztgenannten Atome, der Zerlegung der Kräfte 
gemäß, abgeändert, wie in ben angeführten ($$. 87. — 89,). zu 
fehen: it; — bag Gleichgewicht bleibt aber unverändert. 

.. Mögen nun noch fo. viel loſe Atome A., A, 2c. ꝛc. und 
noch. fo viele feſte Atome A, Ay Ic. 2. vorhanden feyn, fo- kann 
mai fich doch: Alle übrigen. Spannungen der Null gleich den» 
ken, ‚Sobald. men fich bie Spannungen zwiſchen jedem eingels 
nen der Atome Ay, A,, me Au, A, x. und jebem der drei fer 
fen. Utome A,,-A,, A, fo wie noch die Spannungen zwiſchen 
je.:zweden :ber bret ketern: Atome felbft,:deg Zerlegung der Kräfte 
angemefien verändert ſich denkt; ohne daß das GBleichgewicht 
baburd gehört würde, 

. Da..nun jeder "einzelne loſe Atom mit den drei feften Alo⸗ 
men A,, As, A, fuͤr ſich im Gleichgewicht iſt, fo iſt nach (I.) 
für jeden ber loſen Atome die Summe: ber ſechs Momente ber 
virtuellen Gefchwindigfeiten. aus ben drei Spannungen, die ihn. 
an A,, A, unb A, keiten, der Null gleich; während für jeden 
der ſeſten Atome die Summe je zweier Momente der virtuellen 
Geſchwindigkeiten einer jeben einzelnen Spannung zwiſchen ihm 
und.A, oder A,, oder A,, für fich der Null gleich iſt; und da 
endlich auch die Summe -je ziweier der Momente der virtuellen. 
Geſchwindigkeit einer jeben der drei Spammungen S,., Sıs und 
Sz,s (wie fie unter ber jegigen Vorausfegung zwifchen je zweien 
der drei feften Atome A, A, und A, ſtatt finden) ebenfalls der 
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Null gleich feyn muß, wegen: ber. Feſtigkeit d.h. de unabäuder: 
lichen Entfernung je zweier biefer unter: ſich feſten Atome von 
Anander, fo-fülgt = ... 
"daß wenn man für jeden. Atom. Die: Spamuigen und bie: nor⸗ 
malen Gegendrucke in Rechnung bringe; — für jeden Atom, 
wegen ſeines unter. dieſer Vorausſetzung unabhaͤngigen Gleich; 
gewichts, bie. Summe der Momente der virtuellen Geſchwin 
digkeiten der Null gleich ſetzt, und alle dieſe Gleichungen ab; 
dirt, — dann alle Spannungen: fih von. ſelber wegheben 
muͤſſen, und daher: nun⸗ auch die Summe der Momente der vir⸗ 
tuellen Geſchwindigkeiten der Reif: Pr; Pr P,, + der Null 
gleich ſich ergeben muß. 
Dadurch ift aber bag Gefeg ber virtuellen Geſch win 
digkeiten ganz allgemein für. jeden. denkbaren Fall erwieſen *). 
IV. Dabei ift leicht einzuſehen, daß, wenn wir auch im ge 
gegenwärtigen Beweiſe zulegt immer mır von den virtuellen 
Geſchwindigkeiten, im. engfien Sinne, alſo ‚von den, auf 
bie Michtungen ber Kräfte projicirten unendlich«Fleinen We 
gen ber angegriffenen Atome gefprecdyen haben, — welche durch 
Differenzialien dp sc. ıc. ausgebrüct werben, — doch auch 
die andere Form. ber Gleichgewichts: Gleichung, in welcher ftatt 
der unendlich >Eleinen dp, ꝛc. 2c. die endlichen Funktionen .öp, 
sc. x. zu fiehen kommen, "mittelft derfelßen oder doch ganz ana⸗ 
logen Schlüffen ebenfalls hergefielt werban kann. - . . - 
—Anmerk. 1. Diefes Gefeg der vintuellen Geſchwindigkeiten 
iſt für Praktiker bei ber Beſtimmung des Gleichgewichts an: Mes 
feinen, von großer Bequemlichkeit. Man: fegt die Maſchine um 
endlich wenig in Bewegung; ‚man projicirt bie unenblich-Eleinen 
Wege ‚der Angriffe: Punkte ber wirkenden Kräfte, auf bie Nic; 
- tungen biefer letztern; man: mißt biefe Projektionen oder berech⸗ 
net folche, und feßt die Summe: der. Produfte einer jeben ber 
wirkenden Kräfte mit dieſen virtuellen Geſchwindigleiten ber Ruß | 
*) Diefer Beweis erfrefkt fich offenbar auch auf flüflige Körper aller 


Art (Waffer, Luft se. ꝛe.), wenn man nur die Befchräntung beobachtet, 
welche im Terte fefgeftellt werben mußte. 


N 
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gleich.: Gewoͤhnlich wirken an einer Maſchine zwei Kräfte, von 
denen die eine die Laſt, die andere vorzugsweiſe die Kraft ge⸗ 
nannt wird. Glaubt man num die übrigen Kräfte, welche etma 
noch wirfen, außer Acht laffen zu fönnen, fo wird die fo eben 
befchriebene Anwendung noch leichter, und man erhält fogleich 
die Kraft in die Laſt anggedrückt, für den. vorausgeſetzten Sal 
des Gleichgewichts. 

In denjenigen Vorrichtungen endlich, bei denen nicht bloß 
Biete letztere Vorausſetzung gemacht wird, fonbern bei’ denen. fi) 
noch ‚überbied bie Projektionen der unendlich: Eleinen Wege, wie 
diefe unenbiich : Heinen Wege felbft verhalten, und letztere wieder, 
wie enbliche Wege, twelche die Angriffe: Punkte der Laft und 
Kraft an der Maſchine, wenn man leßtere in Bewegung febt, 
befchreiben, — kann die aus dem Gefeß der virtuellen Geſchwin⸗ 
Digfeiten hervorgehende Gleichgewichts» Gleichung fo umgeformt 
werden; „daß ſich Kraft: und. Laft zu einander verhalten, wie 
„umgekehrt die Wege ihrer Angriffe: Punkte, und biefe ſehr 
fpecille Wahrheit iſt unter bem Namen des Eartefifhen 
Srundfages bei den. einfachften Mafchinen lange im: Anwen⸗ 
dung gebracht worden. 

Anmerk. 2. Lagrange bat es in feiner trefflichen Me- 
canique analytique unternommen, alle fpeciellen Wahrheiten 
der Statif (und Dynamik) aus biefem, von ihm ald Grundſatz 
angenommenen Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten mittelft 
eines eben fo. einfachen als völig gleichförmigen Verfahrens ab: 
zuleitn. In fo ferne die Refultate mit allem uͤbereinſtimmen, 
was man auf.-anderen Wegen nur immer erhalten: bat, da folche 
ferner in den Anwendungen auf Phyſik und Aftronomie ebenfalls 
nirgends Widerſpruͤche erfahren, fo kann. diefe großartige Arbeit 
auch noch in ber Hinfiht empfohlen werben, ale fie in ihter 
Geſammtheit ein fortlaufender indirefter Beweis bed vorausgeſetz⸗ 
ten Grundfages genannt werben Fann. 

Auch wir wollen jeßt, ehe wir weiter gehen, wenigſtens für 
den Fall eines von Kräften angegriffenen feften Körpers, noch 
nachweiſen, wie die Bebingungs-Bleichungen des Gleichgewichts, 
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weiche wir im ($: 29. C.) oder fon. ſchon für dieſen Fall bes 
reits 'erbalten haben, auch aus dem Princip Seht) der virtuel⸗ 
IA Seſchwindigkelten u hervorgehen. 


sm. 


Zuvoͤrderſt iſt klar, daB man dem angegriffenen Syſteme eben 
ſo viele verſchiedene Bewegungen andichten muß, als man Glei⸗ 
chungen aus dem „Princip hervorgehen zu ſehen wuͤnſcht. Dann 
iſt ferner klar, daß man ſich, ums. B. bie ſechs Bedingungs⸗ 
Gleichungen des. Gleichgewichts ' eines’ freien feſten Syſtems zu 
erhalten, fech® verfchiebene Bewegungen ganz willkuͤhrlich benfen 
kann, daß aber bie dann aus dem Princip hervorgehenden ſechs 
Gleichungen zwar ganz richtig ſeyn werben, aber vielleicht nicht 
alle von einander unabhängig ſeyn fönnen, fo daß fie zum Gleich⸗ 
gericht felbft noch nicht ausreichend find; endlich daß, wenn 
fie auch ausreichen :follten, ſolche dann doch nicht nothwendig 
diefelbe Form haben werden, tie die. im ($. 29. C.) gefunbe: 
wen. Will man daher gerade dieſe keßteren Gleichungen: erhal 
ten, fo wird man dem Syſtem beftimmte Bewegungen andich⸗ 
ten müffen. 

+ Man muß nämlich, wenn für dag Steichgersicht eines. freien 
feften Syſtems gerade dieſelben Gleichgewichte- Gleichungen bes 
(6. 29... C.) hervorgehen follen, das feſte Syſtem nad) den drei 
Iren OX, OY, OD dafelbft, fortfchreiten und um biefelben drei 
Axen auch fich drehen laſſen. 

I. Denkt man ſich das feſte Syſtem zuerſt fo fortſchreitend, 
daß jeder der angegriffenen Atome unendlich wenig parallel mit 
OX fortruͤckt, fo bilden die Wege dw, die jeder Atom x. macht, 
mit den Kräften P, die Winfel ., welche die Kräfte P. mit 
- OX machen; projicirt man baher dieſe Wege auf die Richtun⸗ 
geu der Kräfte, fo erhält man dw-cosa. für bie virtuellen Ges 
fchwindigfeiten, und dw-P,-cose, für die Momente ber virtuel 
len Gefchtoindigfeiten. Das Brincip der virtuellen Geſchwindig⸗ 
feiten giebt daher, da der Weg dw, wegen der Seftigfeit des 
Körpers, für jeden Atom derfelbe ift, die Gleichung 
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da«P „008% Hdiw-B,r00sa.rdwıP + cost rdwiPa-cosn=0, 
oder P, cos . P, cos , P· ++-+Pa°c0sa,=20, 
welches bie Gleichung X = 0 des ($. 29. C.) ifk 

Wollte man daffelbe mittelf der Differenzials Rechnung verfolgen, fo | 
hätte man bei diefer Bewegung 
de, dx, ⸗ dx, ⸗ xx. ⸗ dw, dy= Keiseineiyernı=o, 
und die Gleichung | 

Z(P-<dp), aber Z(P-öp.d)=0 _ 
wärbe jet, weil dx für jeden Atom bdenfelben Werth dw behält, in 
dw 2(P-öp,) = 0, oder in  z(P-öp,) = 0 
übergehen, während nach ($. 28. I. Th. Mech.) dp; ==cosa if, fo. daß bie 
legtere Gleihung Z(P-dp,) = 0 keine andere als (Preosce) = 0, d. 5 
X=0 if. 

San analog befäme man aus Z{P-öp) = 0, zuerſt Z(P-dp,)-dx = 0 
und zuletzt Z(P-dp,) = 0, alſo X=0, menn man von der Gleichung 
Z(P-3p) = © ausgehen mollte, wie ſolche die Anficht des ($. 29. L Th. 
Mech.) geliefert hat, und zu dem Ende die x alle um ein beliebig großes 
x-öx wollte wachfen laſſen. 

I. Denken wir uns nun zundächft den feften Körper um 
OX gedreht, fo daß jeber angegriffene Atom A. einen Kreis bes 
fchreibt, deſſen Mittel⸗Punkt C in OX liegt und deſſen Ebene 
mit der Ebene YOZ parallel läuft, fo: ift der unendlich⸗kleine 
Weg des Atoms A, ein Kreisbogen A,B. (Fig. 35.), der mit 
dem Radius B,C befchrieben ift, und deffen Eentri-Winfel B.CA, 
im Bogen für den Radius 1 ausgedruͤckt, durch dw beseichnet 
feyn mag, wo wir den unten angehängten Zeiger r weglaſſen, 
weil dw bei. diefer Drehung für alle Atome A, Az, «+ Ar, »«* An 
immer denfelben Werth behält. ft ferner CD=y, DA =z, 
fo it BE=dz, und AE=—dy, Denft man fich nun 
ftatt der Kraft P, die drei Geiten- Kräfte P_-cose,, P.-cosß, 
und P,-cosy, gefeßt, fo find bei diefer Drehung bie virtuellen 
Geſchwindigkeiten in Bezug auf diefe drei Seiten: Kräfte bezuͤg⸗ 
lich 0, dy, und dz, (weil die Projektionen des unendlich-Eleinen 
und als geradlinig angefehenen Weges A,B., auf die Nichtuns 
ger ber Kräfte, begüglich A,E und BE find). Die Summe 
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der Momente der virtuellen Gefchtoindigkeiten -biefer ‚Drei Seiten: 
Kräfte ift Daher — J J 
(A). = P.-cosß..dy +P,-cosy,.dz. - 
Nun verhält fih, weil ACDA,co AB,EA, iſt, 
y‚.dı, = 1,.—dy, = R:BA, = 1:dw; 


alfo iſt dz,— y,.dw. und —dy,=z.dw; und die Summe 
(A) geht in B | 
(B) + = P,-(cos Pr. — co8y,.y,)dw 


über. Nun hat aber dw für alle angegriffenen Atome einen und 
denſelben Werth; alfo giebt das Princip der virtuellen Geſchwin⸗ 
digkeiten dasmal die Gleichung | 
| | dw. ZP«(z.c0s P— y-cosy) = 0) 
welche mit der N = 0 des. ($. 29. C.) zuſammenfaͤllt. 
Wollte man diefelbe Gleichung erhalten, aber ohne ſolche geometriſche 


Betrachtungen mit unendlich-Eleinen Größen anzuwenden, fo müßte man 
von der Form ($. 90. IL), nämlich von der Gleichung .. 
W z{P-öp) = 0.. Ä 

ausgehen. Zu dem Ende müßte man das Spften wiederum um OX fid 
drehen laſſen, aber num beliebig viel, und den Winkel ACB (Big. 36.), um 
welchen fich die vom Angriffs-Punkte A auf die Are OX gefällte ferfkrechte 
AC dreht (im Bogen für den Radius 1 ausgebrückt), durch x-dw bezeich⸗ 
nen, fo daß x-dw. für. ale Angriffe Punkte denſelben Werth. behält. Ik 
nun CD=y, DA=:z, fo if 2 

CF = y, = y+tedyr ) während z, = x 

BF = 2.7 itedst alfo x = 0 iſt. 


Setzt man nun noch W. ACD = w und AC=BC=ER, fo bat man 


r 4 
inw = cosw = se sin(w + x.dw) = X., 


cos (wtedm) = =, 
und die beiden Gleichungen 


sin(w-H dw) = sin w°cos (x-öw) +-cos w-sin (x:öw) 
cos(w-Hx-dw) = cosw-cos(x-dw) — sin w-sin (x-öw) 


‚geben daher fogleich, wenn man bie vorhergehenden Werthe ſubſtituirt, 
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2, = zearle dw) gun) . 
== y-tos(z-dw) — 2.sin (x dw). 

Diefe letztern — Sleichungen geben nun nach ( I. Th. —* 
8.55.) .. 
dr = yöw, 3y = —r om. ‚während x = 0 fe 
Da nun zwar diefe Werthe von y, 2, dy, de für’ jeben andern ber anges 
griffenen Atome im Allgemeinen anders, der Werth Hi Dagegen, wegen der 
Sefigkeit des Körpers, genau:derfelbe bleiben wird *), fo gehe die‘ Gleichuns 

. APsöp) == 0,. d.h. ZPeföp,-öx+-Ap,-dy-+Bp,-dr) = 0, 
weim man diefe Werthe flatt dx, dy, dx ſubſtituirt, ſogleich in : 
vn u dw zPe(ydps— 2 öp,) =0.: 
über; welche, weil Op, =>cosy und Sp, : = cosß iſt, 
ZP.(y-cosy— z.cosp) = 0 
liefert; d. b. wiederum die Gleichung N = 0 des ($. 29. C.). 

Man bat hier w, = wtxdw genommen. Man hätte öw=1, 

alfo w, = w-+x nehmen fönnen. | | 

- Nimmt man aber x unendlich⸗klein, alfo daß x-sw in dw übergeht, 
fo hat man zu gleicher Zeit eine gründlichere Behandlung ‚der vorherges 
gangenen mit der größern Schrift gedruckten Auseinanderfegung, d. h. 
die jegige Nechnung gebt dann in jene über, ohne daß man jene geo⸗ 
metrifche Betrachtung unendlichs kleiner Elemente zu Hilfe su nehmen 
braucht. 

III. Was aber in (I. u. IL) die Are OX gegeben hat, 
das erhält man eben fo in Bezug auf die Are OY, und noch 
einmal fo in Bezug auf die Are OZ. — So hat man zuletzt 
genau dieſelben ſechs Bebingungs - Gleichungen des Bleichge- 
wichts eines freien feften Syſtems, wie folche in ($. 29. C.) 


.. 
=. 


*) Es if die Entfernung E, imweier Atome A, und A, von einans 
der gegeben durch die Gleichung 
En Vi 


| daher if 
(22,02, HJ I) (HET) (dr, 57, » 


)* 
Va H TH)” 
und diefer Zähler zur Nechten wird genau Null, fobald ox, = dx, = 0, 
= — dw, m — Zur, d2, = y, o und 62, yurdw geſetzt 
wird. — Go befätigt die Rechnung a posteriori was an ſich ſchon Far if. 


* 
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entwikkelt ſtehen, unmittelbar aus ber Gleichung A(P. dp) = 0 
ober aus der andern Z(P-öp) = 0 abgeleitet. 

IV. Waͤre daſſelbe feſte Syſtem gezwungen, auf der Axe 
OZ zu bleiben, fo daß es ſich bloß um dieſe Are drehen, ſonſt 
aber feine Bewegung. weiter eingehen fönute, fo würde man 
natürlich nur eine einzige Gleichung für dag Gleichgewicht er 
halten, nämlich bie L== 0 de ($: 29.). Ä 

V. Könnte fi dagegen das feſte Syſtem, welches gezwun⸗ 
gen ift, auf der abſolut ſeſten Are OZ zu bleiben, nicht bloß 
um leßtere drehen, fondern fi) auch noch auf OZ hin⸗ und 
berfchieben, fo geben dieſe zwei möglichen Bewegungen zwei Glei⸗ 
chungen des Gleichgewichts, nämlich 

z=0 mb L=0 des ($. 29.). 

Dieſes alles ſtimmt aber mit den früher unter denfelben Vorausfegun 

gen erhaltenen Nefultaten der ($$. 29. und 82.) genau überein. a | 


den folgenden Kapiteln werden wir noch öfter die Gelegenheit wahrnehmen 
und diefes allgemeine Princip in Anwendung bringen. 
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Die Statik feiter Koͤrper. 


Eilftes Kapitel, 
Bon der Reibung. 


$. 983. 
Besrift der Reibung. 


nn zwei fefte Körper, bie ein loſes Syſtem bilden, an eins 
ander gebrückt werden, und die Bedingungen des Gleichgewichts 
von ben teirfenden Kräften gerade erfült find, fo muß bag Gleich- 
getvicht augenblicklich geftört werben, fobald eine der Kräfte ſich 
verändert, oder eine neue Kraft noch hinzutrise, fo daß bie Be: 
Bingunge » Öleichungen bes Gleichgewichts nun nicht mehr erfuͤllt 
find. — Nichts defto weniger Ichrt die Erfahrung, daß oft eine 


mehr ober minder bedeutende Kraft nody hinzutreten muß, bis 


endlich das Gleichgewicht wirklich geflört wird, daß jeboch Diefe 
Störung des Gleichgewichts defto fehneller eintritt, je polirter 
die Flaͤchen find, mit welchen Die fehlen Körper an einander 
gedrückt fich finden, und je kleiner biefer lebterwahnte Druck 
ſelbſt iſt. 

Die Urſache dieſer Erſcheinung iſt offenbar vornugsweiſe in 
den Umſtand zu ſuchen, daß die nie vollkommen glatten Flaͤchen 
mit ihren Vertiefungen und Erhabenheiten in einander eingrei⸗ 
fen, und zwar deſto mehr, je groͤßer der Druck iſt. Es iſt des⸗ 
bald eine Kraft noͤthig, welche ſenkrecht auf die gemein⸗ 


fchaftliche Normale der beiden gegen einander ge⸗ 
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druͤckten Flaͤchen (alſo in der Richtung einer gemeinfchaftli 
chen Tangente) den einen Körper erfaßt, wenn ber andere abfo- 
lut feft ift, oder welche beide, Körper in entgegengefegten Nic 
fungen erfaßt, — um dieſen Widerfiand zu vernichten. Diefe 


" dazu nothwendige und gerade ausreichende Kraft nennen wir die 


Reibun g (fietio, frottement). 


3. 94. 
Geſetze der Reibung. 


Durch forgfältig angeftellte Verfuche hat Coulomb *) nad; 
ftehende Gefege gefunden, welche durch die neueren, noch vollftän; 
digeren und hoͤchſt intereffanten Verfuche von Morin **) ſich 
beftätigt gefunden haben, nämlich Ä 

1) die Reibung vermehrt fich mit der Rauhigkeit der ſich 
reibenden Flaͤchen, wird daher durch Schmieren vermindert, ob⸗ 
gleich letzteres wieder eine Adhaͤſion hervorbringt. 


Bei den folgenden Geſetzen ſind muglicht glatte oder polirte Flächen 
vorauegeſetzt. 


2) Die Reibung r unter ibrigene gleichen Umfänden bean 
Drucke proportional. 

3) Bel gleichem Drucke ift unter übrigens gleichen Um⸗ 
ſtaͤnden die Größe ber Reibung unabhaͤngig von der Größe ber 
ſich reibenden Fläche. q 


Dieb” erflärt ſich dadurch, ‚daß, menn die reibende Fläche doppelt ſo 
groß mird, der Druck fich vertheilt, und auf jede Slächen-Einheit nur ball 
fo groß bleibt. — Wird Schmiere gebraucht, fo vermehrt fich mit der 


Größe der reibenden: Fläche die Adhäflen, und in fo ferne trite dann ein 
Feiner unbebeutender Unterſchied in der Reibung ein, je nachdem die rc 


bende Fläche größer ober Kleiner. if. — 
4) Die Reibung der Rube ift größer als die Reibung 


der Bewegung; und die gleitende Reibung größer als tie 
waͤlzende. 


*) Theorie des machines simples etc. etc. — Mem. de math. et 
phys. pres. & Vacademie. T. X. Paris 1785. p. 161.— 332. (Coulomb). 

**) Nouvelles exp£riences sar le frottement faites a Metz em (1831, 
1832 *) 1833. (Brei emoiren). ‘Paris, Bachelier (1834) 1835. 
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Unter wälsender Reibung verſteht man nämfich diejenige, welche ſtatt 
findet, wenn ein Eylinder oder eine Kugel auf einer Stäche rollt. Glei⸗ 
tend heißt die Reibung, wenn die Flächen an einander hingefchoben, oder 
wenn Zapfen in ihren Lagern gedreht werden. — Reibung der Ruhe 
findet fiatt, wenn das Syſtem einige Zeit in Ruhe geweſen if; Reibung 


ber Bewegung findet während der Bewegung der ſich reibenden Slä- , 


chen ſtatt. . | 

5) Die verfchiedene Gefchtoindigkeit der Körper bei der Rei⸗ 
bung während der Bewegung hat feinen Einfluß auf die Größe 
der. Reibung, | | 


.% 9. 
Wie die Reibung in Rechnung gebraht wird. 


Dieſen Erfahrungs⸗Geſetzen zu Folge bringt man wenn Q 
ben bekannten ober unbekannten Druck vorſtellt, mit welchem bie 
Flaͤchen gegen einander gedruͤckt werden, die gleitende Reibung 
allemal dadurch in Rechnung, 
„daß man ſie als eine Kraft anſieht, welche der Groͤße nach 
„durch u-Q ausgedrückt iſt, welche der Richtung nach ſenk⸗ 
„recht auf bie Richtung des Druckes Q fteht, und der je 
nbesmal beabfichtigten, oder Durch die Reibung gehinderten - 
„Bewegung genau entgegen wirft, fo daß, wenn unter diefer 
„Vorausfegung die Bedingungen des Gleichgewichts (von al⸗ 
nien Kräften mit. Inbegriff der Reibung u-Q) erfüllt find, 
„dann der geringfte Anftoß in der Richtung der beabſichtig⸗ 
„ten Bewegung, diefe letztere allemal fogleich wirklich hervor: 
bringe (während dann in jeder andern Richtung größere ober 
geringere Anftöße nöthig find, um eine Bewegung in diefer 
andern Richtung wirklich hervorzubringen). 
§. 96. ‘ 
Derfuhs:Werthe des Reibungs- Koeffizienten für gleitende Reibung. 


- Die Zahl a in der Reibung u-Q, wenn Q den Drud vor- 
fielt, mit welchem die reibenden Flächen an einander gedrückt 
werben, heißt ber Reibungs-Koeffizient. Aus den Cou⸗ 
Lomb’fchen Verfuchen hat man folgende Tabellen gezogen: 


\ 
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Erfe Tabelle 
Gleitende Reibung der Ruhe. | 


Das Zeichen (-) bedeutet bier, daß die reibenden Mörper nad, der Khtung der Hol, 
fafern bewegt worden find, und CH) Bedeutet, daß filh die Holzfaſern durchkreuzen 








Gleitende Beisung der "Bene. 


-_ 
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Anmerk. Daß dieſe Verſuchszahlen nur mit Vorſicht duͤr⸗ 
fen angewandt werden, braucht wohl Feiner beſondern Erwaͤh⸗ 
nung, da die reibenden Flaͤchen in Einzel⸗Faͤllen ſogar chemiſch 


ſich veraͤndern koͤnnen, ſo daß der Reibungs⸗ Koeffizient bloß des⸗ 


halb ein ganz anderer werben Kant. Man wird daher in den 
Anwendungen darauf’ fehen, dafn bie Bebingungen, unter Deuen 
die Berfuchs: Zahlen gefunden worden find, möglichft erfüllt 
ſeyen, ehe man die Verſuchs⸗Zahlen felbſt bemutzt. 

In vielen Einzel: Faͤllen der Anwendung kann es rathfam 
feyn, für diefen Einzel: Fall die Zahl m ſelbſt erſt mittelſt beſon· 
ders dazu. angeßelltex Verſuche zu ermitteln / wozu Die ſpaͤteren | 
N ) oc. ings ſondere Anweiſuns geben. | 


‘ ’ 
—. 0 4 97. 077 
| 


on u. 3 — 


Won der wälgenden Reibung. 


Das Vorſtehende gilt alles von der gleitenden Reibung 
— Bei der wälzenden Reibung, die ſtatt findet, wenn en 
Cylinder (eine Walze) auf einer Ebene- toll; if hootsen die Rei⸗ 
bung nicht durch Pr Q, fondern durch. | 

4 

in Rechnung zu bringen, toi ekenfäle aus Verſuchen des Cou⸗ 
lomb hervorgeht, wo Q der Druck oder bie Belaftung, und r 
der Halbmeffer bed Eplinders (der ˖ Wale) Hi: Wird Q in Ba 
rifer Pfunden und r in Pariſer Zollen ausgedrückt, fo fanır man 
ftatt des Reibungs. Koeffizienten u ſetzen die Zahl 

0,018 oder. bei Walzen von Guajac auf Eichenholz 

008° : be Bahen von Ulmen auf Eichenholz. 

Anmerk, Wenn in’ ber Folge von Reibung die Rebe if, 
wirb immer ſtillſchweigend gleitende Reibung vorausgeſetzt, und 
mit u-Q in Rechnung gebracht, ſobald Q der Druck if. 

Folgende Aufgaben mögen noch zur naͤheren Erdrterum 
dienen, 
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Aufgabe 1. 
Ein Balken AB (Sig. 37.),. deffen Länge. =L,;: deſen Ge⸗ 
wicht == P ift, und welcher feinen. Schwer⸗Punkt in feiner Mitte 
S hat, lehnt ſich in B gegen die vertifale Mauer BC, und füge 
ſich in A gegen einen- horisohtalen Zußboden, doc) for daß. bie 
Ebene BAC auf der Ebene :der ‚Mauer fenkrecht ſteht. Wie 
klein darf der Winkel BAC = « werden, damit die Reibung 
den Balfen ‚gerade noch vor Senn‘ Herabgleiten bewahrt. | 
: ‚Da. ber Balken auf den vertifalen und horizontalen Ebenen 
bloß lofe: anfliegt, fo kann er nach (0. 78. Nr. 3.) nicht im: 
Gleichgewicht bleiben, wenn er nicht ſenkrecht gegen ſelbige ge⸗ 
drückt wird. Es werde A mit ber Kraft x, B mit der Kraft 
y fentrecht auf bie: begüglichen: Ebenen gedrückt, fo findet in A 
die Reibung x, in B bie Reibung w'y ftatt, wobei wir bie 
Neibungs- Koeffizienten 1, u! verfchieden ung benfen müffen, ob» 
gleich ſie auch. einander -gleich ſeyn koͤnnen. Glitte nun der 
Balken wirklich herab, fo wuͤrde ſich A von C entfernen; da; 
gegen würde B dem C fich nähern; alfo wirft bie Reibung in 
A von A nad C Hin, nämlich der zu verhindernden Bewegung 
gerade entgegen, und eben deshalb toirft die Reibung an B, von 
C nad B bin. Denken. wir uns nun die Druce x und y, 
an A und an B in entgegengefegter Richtung angebracht, fo 
muͤſſen ſich die fünf Kräfte x, ax, 'y, aly und P an ber feften 
geraden Linie AB im Gleichgewicht halten, nach ($. 79.). 
Weil bier bie Kräfte alle in einer und derfelben Ebene BAC 
wirken, fo betrachte man ACX und AY als die auf eittander 
fenfrechten Projektlons⸗Axen der Kräfte, und man bat dann 
nad) ($. 36.) für das Gleichgetwicht die drei Gleichungen 
L -stry=0, bh. die Summe der Kräfte nach ber 
Are AX, der Null gleich; 

I. wy+x—P 0; d. h. die Summe der Kräfte nach 
der Are AY, der Null gleich; 

IL }Polonsa — alıylcoga—yleina=0; d. h. die Mo: 
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menten: Summe der Null gleich, in Bezug auf ein belie 
biges Centrum ber Momente genommen; bier in Bezug 
: auf bag Eentrum A. 
Dies ift der Auſatz der Aufgabe. | 
Diefe drei Gleichungen dienen ann. zur —R der drei Unbe 
fanuten-x, y und «. Sie geben un 


. — — — — me 
I) = IF’ 2) - True 
und j 3) tga = —— 


Die Gleichung (3.) läßt ſehen: a) daß wenn au A feine Reibunz 
(d.h. wenn «= 0) wäre, dann nie Gleichgewicht feyn Eönnte, außer be 
a=90*% — b) daß der Winkel o dagegen deko Eleiner werden kann, je 
größer der Reibungs⸗Koefficient m if; e) daß die Neituug au B beiträgt, 
den Winkel « noch zu verkleinern, 

Die Gleichung (1.) läßt dagegen fehen, a) daß wenn "bei B feine Hei 


"bung ſtatt finder (d. b: wenn „’ = 0 ift), dann der Druck x in A dem 


ganzen Gewihr.P des Balkens gleich if; b) dab aben Dinfer Druck bes 


' Heiner wird, je größer die Reibungs⸗Koefficienten an A ynd B werden. 


Die Gleichung (2.) lehrt endlih: a) daß der Druck gegen Die verti- 
fale Mauer Bei B defto kleiner wird, je Eleiner an A der Neibungs » Korf 
fieient F iſt; b) daß wenn bie Reibung bei B Nul wäre, dann dieſer 
Druck bei B gegen die Maner genau mit Dem Reibungs⸗Koeffzienten/⸗ 
an A propprtional wachſen würde *). - nd 


9 = 


"Aufgabe 2. 

Eine Stange AB ſteht mit ihrem einen Ende A auf einem 
horizontalen Fußboden MVN (Sig. 38.) dergeſtalt feft, daß ſie 
ſich um A zwar drehen, aber nicht von A abweichen kann; mi 
ihrem andern Ende B lehnt fie ſich loſe und ſchief gegen cite 


vertifale Wand NVR, fo nämlich, daß ihre Projektion CB auf 


legtere, mit der Durchſchnitts-Linie NV der Wand und de 
Zußbodeng, den fpigen - Winkel BCD=9 macht. Es mir 
gefragt, wie groß dieſer Winkel ꝙ werden koͤnne, damit die 


) Man kann dieſelbe Aufgabe nad. etwas abändern, ‚indem man fd 
flatt des Balkens eine Keiter denkt, welche auf irgend einer Sproſſe der 
felben noch mit einem Gewicht befehwert iR. Die Behandlung bleibt je 
dach immer Diefelbe: \ 
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Stange durch bie bloße Reibung bei B von dem vöfligen Um- . 
fallen gerabe noch bewahrt werde, fo daß, wenn man ben Was 
fel ꝙ noch etwas Heiner nehmen. wollte, dann fogleich das 2 ja 
abgleiten bes Endes B an der Wanb erfolgen müßte. 

Iſt die ſenkrechte Entfernung AC bes Punktes. A von- ber 
Wand, — a; iſt ferner die Länge der Stange AB == 1 gegeben, 
fo‘ bat man auch die Winkel BAC und ABC ==.8, welche 
immer dieſelben bleiben, mo auch das Ende B der Stange am 
der Wand verweilen mag; denn es ft 


"BC = Ve?—2. mb oe. 


Bei'm Heruntergleiten der Stange an ber Wand befchreibt 

ihr Ende B einen Kreisbogen, deffen Radius — BC iſt; bie 

Reibung toirft daher in der Richtung BH fenfrecht auf BC. 

Es fey nun P das Gewicht ber Stange, in ihrer Mitte S 
der Schwer» Punft. derfelben, fo wird im Zuftande des Gleich: 
gewichts der-Punft A des Fußbodens in einer unbefannten Rich» 
tung gedrückt; deswegen bringen wir an ber Stange in A nach 
($$. 79. u. 81.) die drei unbekannten Gegen⸗Drucke x, y und 
z, nach ben Axen ACX, AY (parallel mit NV) und AZ (ſenk⸗ 
recht auf MVN) an. Da die Stange bei B ganz lofe auffitt, 
fo findet dafelbft nach (9. 78.) ein Druck fenfrecht gegen die 
Wand NVR ftatt, weshalb wir an ber Stange in B einen eben 
fo großen Gegen⸗Druck x! anbringen. Die Reihung ift dann 
= ux! in der Richtung BH; und’ nach Umftänden ſetzen wir 
dafür die ‘beiden Seiten⸗Kraͤfte ux!-sing in ber Richtung BF 
(parallel mit AY) und ux’-cosp in ber Richtung BG, welche 
legtere rückwärts verlängert die NV in D trifft, und fenfrecht 
auf NV flieht, alfo mit AZ parallel Läuft. 

Da nun bie fieben Kräfte P,x, y, z, x!, ux!-sinp, ux!-cosp | 
an der feften Stange AB einander das Gleichgewicht haften, nach 
($. 79.), fo liefert der ($. 29. C.) augenblicklich die fechs Glei⸗ 
chungen des Gleichgewichts, nämlich zunächft die drei Gleichun⸗ 
gen, welche man erhält, wenn die Summe der Kräfte nach je 
der der drei Axen der Null gleich gefeßt wird, d.h. - . | 


x 
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. s=-!=0, u. y -prleing = ==0 
und UL z-++rux.cosp—-P == 0; | 
und hernach noch bie drei Gleichungen; melche man eb, ı wenn 
bie Kräfte auf bie Koorbinatens Ebenen projieirt gedacht werden 
und- dann in jeber dieſer Ebenen, Die Summe ber ftatifchen 
Momente. diefer projicisten Kräfte. (in Bezug auf den Punkt A 
als Eentrum ber Momente genommen) der Null gleich geſetzt 
wird, d. h. weil CD — cosp- Vi? — a? iſt, 

IV. x· cos ꝙ V a3 — uxla-sing = 6, 

V. da · P- uxlacospg—ıksing/P —- a = 

v1. 1P.cos g/l? — a? — ux!.VP — a? *) = 0. 

Dies ift der Anfaß ber Aufgabe. 

Die Öleihung (IV.) sit ſogleich das Verlangte, nämlich: 


1) cotg = we Tiger; == ucplgBAC = u- colg a. 


Die Sleihung (VI) giebt den Druck x’ (den die Wand bei B erleidet) 
unmittelbar nachdem » bekannt iſt, nämlich 


2) ‘= Prog 

Ä 24 
Die Gleichungen (I. — IL) geben 

3) x— x —— 4) y= IP. in 29; 
und 5) z 2P.(I -Icos ꝙꝰ); 


und die Gleichung (V.) wird durch die gefundenen Werthe von ꝙ und x 
genau identiſch. 
Das Reſultat cotgp = u-cotga lehrt, daß der Winkel p  defio gr 
per ſeyn wird, je Heiner der Reibungs⸗Koeffieient u und je größer der 
Winkel « oder BAC if. — Und hätte man nichts anders als „ finden 
wollen, fo hätte man-fich flatt aller ſechs Gleichgewichts» Gleichungen biof 
die (TV.) verfchaffen Tönnen, ohne fich um die übrigen weiter zu be 
Fünmern. ' 


*) Statt der Momente in der Ebene YAZ in Bezug auf das Em 
trum A, nimmt man lieber die Momente derfelben, aber auf die mit YAZ 
parallele Wand NVR profieirten Kräfte, in Bezug auf den Punkte C eb 
Centrum (melcher. die Projektion des Punktes A auf diefelbe Wand NVR 
ift), weil dieſe Momente genau diefelben find und das Verfahren bequemer er 
fcheint. — Hier iſt ed dann zugleich vortheilhafter, die Reibung x in der Ride 
tung BH ſelbſt, flatt ihrer beiden Seitenssträfte, in Rechnung zu bringen. 
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$.. 100. 
Aufgobe 3. 

Auf einer gegen den Horizont AC (Sig: 39.) unter dem 
MWinfel BAC == 5 geneigten: Abrigend abfolut feſten ſchiefen 
Ebene BA. liegt ein Gewicht P. . Wie groß kann der Wins 
kel o werden, ſo daß bag Gewicht P gerabe noch vor dem Her: 
abgleiten geſchuͤtzt  , ' 

Es ſey 5 ber Schwer» Punft dee Gewichts P, und 80 ver⸗ 
tikal. Durch O lege man OX ſenkrecht auf die ſchiefe Rich⸗ 
fung OAV. An einer unbekannten Stelle D, deren Abſciſſen⸗ 
Werth y ſeyn mag, entſteht im Gleichgewicht ein unbekannter 
Druck ſenkrecht gegen die ſchiefe Ebene, dem wir ſogleich einen 
eben fo großen Druck N genau entgegenſetzen; die Reibung UN, 
welche die Bewegung verhindern foll, wirft in der Richtung DB. 
Diefe drei Kräfte P, N und „N möffen fid) nun im Gleichges 
wicht halten, nach ($. 79.). 

Der ($. 36.) giebt daher wiederum die drei Gleichungen bes 
Gleichgewichts, nämlich | 

I. N—P.cosd = 0 ) d.h. die Summe d. Kräfte nach jeder d. 

II. Pesind— uN = 0 beiden Axen OX u. OY d. Null gleich. 

I. N-y=0; db. 5, die Summe der Momente in Bezug auf 
das Centrum O, der Null gleich. 

Dies ift der Anſatz der Aufgabe. . N 

Löſt man diefe Gleichungen nach den Unbelannten y, N und d auf, 


fo liefert die (III.) ſogleich y= 0, d. b. der Druck N findet in O in der 
Richtung XO Rate *); ferner geben die (I. u. IL), wenn N eliminirt wird, 





(DO). Igö = u 
während die (I.) noch finden Kafe: 
1 
N=P. = . 
P-cosd via 


*) Da bier ı nur drei Kräfte. im Gleichgewicht ad, fo müffen ih 
ihre Richtungen nad) ($. 8.) in einem und demfelben Punkte O fchneiden. 
Daher konnte man hier die Aufgabe gleich von vorne herein noch einfacher 
behandeln (vergl. $. 112.). 


J 
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Anmerk. Diefer Winkel 5, gegeben durch die Gleichung 
‚ig dö=u, 
wird der Neibungss Winkel, auch der Rube- Winkel ode 
bee Winkel bes Gleichgewichts genannt. - 

Mit der fo eben betrachteten Borrichtung werben geruahalid 
die Verfache angeſtellt, welche: zur Beſtimmung bed Reibungs⸗ 
Koeffistenten bienen follen; bie fchirfe Ebene wird bei A um ein 
Gewinde beweglich gemacht, doch fo, daß fie unter jeden: in 
kel fefigeftellt werden kann. Der Winkel d.muß genau gemeſ⸗ 
fen werden koͤnnen. | 

Solgmbe : Tabelle giebt ailmmengehdee Werthe von 4 
und .d:- 





era, | 37211590 | 5 | 8058224 
111623 |.;| 33435 | 2 | 9 27 44 

2|12350 |;| 34850. | |ı10 028 

z|1351|1%1ıa5 ss I|&lı01ıs ı7 

“i1ı3812 |%| 42355 | | 10 46 56 

3 |148 9 | Hr | 44549 | 4 | UL 48 36 

411533 I|&| 45811 | % |12 31 43 

lı5830 II 51.40. |», 113 29 42 

v2 716 || 52385 I + ua 210 
5121735 Iz:| 62025 I.% | 14 55 53 

23 9 || 65334 | 3 | 1556 43 

= | 2 29 22 +17 730 | ,% | 16 41 57 

—236 9 7 55 IT| 170 41 

ar Ir | 7502 It I1826 6 

512514 1+| ss sı2 | |19 17 24 

!3 046 ]|#%| s31 51 | 3 | 20 33 22 

5131049 |%| s4a1ı7 1} 


12148 5 
















26° 331 544 37. 0090 





22° 371 11 










» |23 1155 | % | 28 36 37 33 41 24 
5 | 24 46 30 | , | 30 15 23 34 59 31 
7125 1 ı| 2 |30 57 58 35'32 15 
| 36 52 Jı 
I J 
§. 101. 
Aufgabe 4. 


Ein Cylinder, deſſen Querſchnitt den Radius CA=r (Sig. 
40.) hat, und den wir Kolle nennen tollen, ftefft auf einem 
andern Eplinder, welcher Zapfen genannt werben mag, deſſen 
Duerfchnitt mit dem erfien concentrifch iſt, und der den Radius 
CB=o hat, Die Role kann fich um den abfolut feften Zapfen 
Drehen. Es wird gefragt: wie groß kann das Gewicht P in 
A, fenkrecht auf den Chorisontalen) Radius CA angebracht, wer: 
den, fo daß die bloße Reibung gerade noch das Drehen der 
Mole um den Zapfen verhindert? . 

Es ſeyen CAX und CY bie auf einander fenfrechten Axen, 
alfo CY vertikal nach oben, fo entficht, während des Gleichge- 
wichts' an irgend einer Stelle D, ein Druck in der Richtung 
DC, dem mir fogleich einen eben fo großen Druc N entgegen: 
feßen; die Reibung uN wirkt in der Richtung DE, fenfrecht 
auf DC. Den Winfel DCX, der ebenfalls unbekannt ift, be 
zeichnen wir durch und zählen ihn von CX nad) CY hin 
von O bis 360°. Das Gewicht der Role ſey Q, und folches 
wirft in der vertifalen Richtung CG an F. Die vier Kräfte 
Q, P, N und uN halten fi) nun an dieſem feften Körper im 
Gleichgewicht, und da man fie alle vier in derfelben Ebene XAY 


concentrirt denfen fann, fo giebt dasmal wiederum der ($. 36.) 


die drei Gleichungen des Gleichgewichts, nämlich: 
I. N-cosy— uN.siny = 0; 


— 


272 Anwendungen: d. Statik. Kap. XI. 6. 101. 


II. Nesiny--uN-cooy—P—OQ = 0 

und II. ‚ uNo =Per 

- Dies iſt ber Anfag der Aufgabe 1 
Die (1.) giebt ſogleich 





1) cotgy == u, sber wy=-. siny = Ye: 7 
ev .. - Aa 
—— | 

coy = Vır»’ 


woraus folgt, daß der Winkel w ein 1 ſpiter it. Die (IL und IIL) ges 
ben dann 


ryi-ru® —— 


und 3): N=  —— 
. Vir@ rYiIEn ze. 
Die Gleichung (2) sit .. noch 


4) Ya” Fr —, der ey = P+0 — 

ſo daß, wynn P aus Verſuchen bekannt ſeyn ſollte, ſogleich cosy, alſo auch 
cotg oder „ durch Rechnung ‚gefunden werden könnte. 

Die Gleichung (3.) läßt ſehen, daß die Reibung den Druck N vcr- 
mindert. Die Gleichung 4 dagegen lüßt zn, daß allemal 

P Ze1, al <2 
P+-Q% P+ +2 

werden müſſe. 


Man vgl. übrigens noch den (6. 105.), in welchem die biefige Unter⸗ 
ſuchung als ein befonderer Fall jener Aufgabe enthalten if. 


.. * . “ 7 * “ » . r F 
‘ ‘ . * Br . a . . rt n (> Bien] 41 ro 
— — .1 1 1 ———— —— — 
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3wal ſtes Kapitel. m u nur 
Gleichgewicht an einigen ber einfachen Mofchinen. 


“ ge ‚402, .: blasen) le az 


Rn ber ichnit will wan gemäß dürd eine "ängebracie 
Kraft, eine oder mehrere anbere wirkende Kräfte, — 
Dieſe letzteren bilden dann das, wag ‚serröbnlich Die, af genann 


— 


mit der Laſt in Verbindung es beißt, MN *. 
— Wir wollen hier einige der ‚infachften. Kal nen im {1% 
ftande des Gleichgewichts berrachtln, ‚Zu ben ‚Kufaahen 9 % 
fchinen gehören aber * . impjt Mr 12 
1) fefte Stangen, bie als "ia gebraucht ‚ürchen.( eb; 
bäume). nn lee 29 
2) Fefte ‚gegen, den Hortzot ‚geneigte Ebeng a Siefe be: 
u nen). 2 
Ä ira neh 
*). Die Mafhinenlehre had rine zonaur Beiiuniig Milk Fra 
lichen Mafchinen beizubringen ,- ſowabl im: thearapilcher: old mr ht 
siehung, und ſowohl im Zuſtande des Gleichgewichts, als N Be 
der Bewegung:. Wir betrachten "aber hier nit "einige. der einfachtt IR 
fhinen, und diefe wiederum nur im Bußdade-Brsi'@teichäbichte. ie * 
IL [18] 





— —— 


1.  NeinuruNcoy—P—Q = 0 

und IH. . uN.e ='Pır. Be 

Dies ift der Anfaß der Aufgabe. 
Die (1.) giebt fogteich 





1) cotgyw = u, de ig y = Fi siny = re’ 
cooy = VE | 


woraus folgt, daß der Winkel w ein fpiger it. Die (IL und TIL) ge 
ben dann 


Pp= — —. | 
2) * r·. I F vo 2 
und 3) N= ——— 


—5 u 7 
Die Gleichung (2) giebt auch noch J 
4 — pe oder ya nu 
fo daß, Wil P aus Verſuchen befannt feyn follte, fogleich cos, alſo auf 
cotgy oder „ durch Rechnung ‚gefunden werden Tönnte. 
Die Gleichung (3.) läßt fehen, daß die Reibung den Druck N vr 
mindert. Die Gleichung (4.) dagegen läßt erkennen, daß allemal 
P r P [3 
| Pr alſo RT 
werden müſſe. 
Man vgl. übrigens noch den ($. 105.), in welchem bie hieſige Haken 
ſuchung als ein befonderer Fall jener Aufgabe enthalten iſt. | 
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Zwoölftes Kapitel. nur 
Bleihsewidt an einigen der infaopen. Maſchinen. 


Ren) yet az 


x, der Tichnit will wan hiwbhntich buch; eine. "ängebtä 17 
Kraft, eine oder mehrere andere "wirkende Kräfte, üßertindei 

Diefe legteren bilden dann dag, was gewohnlich die ‚gap gan 
wird, und toelche man wiederuni Mm die‘ Haüptlaſt „und. in | bie 
überwinden fücht, wird⸗ darin vorkigiee die Kraft genau. 
Der Inbegriff der materiellen Piekel, „durch weiche die Kraft 
mit der Laſt in Verbindung gebracht ik. Heiße, Mafsine r), 


— Wir wollen hier einige ber einfachſten Hafdıinen kin A 


ſtande des Gleichgewichts betrachten Zu ben, einfachften SR 
fchinen gehören aber ' 


1) fee Stangen, bie als "dia gebraucht ‚are [be — 


baue). | 
2) Feſte gegen den Horijont ‚geneigte Ebench 9 glafe &b 1477 
FR nen). ‚ LET Dee: 
. N 1 Ze Bu Zu ... Ion m, loss ur 





x). Die gafcinentehee basirine yanaıe Senumiß au gebraͤuch⸗ 
Tichen Maſchinen beizubringen ,. ſowohl in -thearegifcher, aid prcheiicar Mies 
ziehung, und ſowohl im Zuſtande deg Öleichgewichts, als aus) Am. Zuſtande 
der Bewegung. Wir betrachten aber hier nui einige der e nfachten 
ſchinen, und diefe wiederum nur im 'Sußsnde-Dei/@lekkhakniichte. 7 +" 
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3) Gegen einander geneigte feſte Ebenen, darunter vorzugt⸗ 
weiſe der Keil und die Schraube. 

4) Die Rolle. 

5) Das Rab an der Welle, alſo alle Haspeln (wen 
die Umdrehungs⸗Axe Horigontal liegt), und alle Goͤpel 
oder Winden (wenn die Umdrehungs⸗Axe vertikal ſteht). 


. oe 4 
[} 


1 133163 aaa 515* 


Erſte Abtheilung. 
Von der Rolle, Je Wear und: den Biafhenzägen. 


— "103. 


Die Rolle (Trochlea, Foult) ift eine feſte Freisförmig 
Scheihe, an deren Umfang eine’ Rinne (Gorge) angebracht Hi 
bare ein. Sl (oder. eine Reit, ſich hinein, und um die Kol 
herumlegen förine. Ra 

Die Kolle iſt enlipeber, in been Mitte durchbohrt und br 
fie Bali in einen. Bol en Bowjon), welcher fich nicht mit 
umbreht; oder es ind. in Ya * ber Rolle Zapfen (Ton 
rillons) befeſtigt/ Welche fih u mit der Rolle drehen. | 


die ne derſelben äbfofuf fett i fie, heißt 33* eine * 
ober Done The Rolle‘ (Ponli * mobile), wenn ihre Axe ſelbſ 
noch bewegl * ft; im’ er "Sale ſtekkt fi ie nod) in einer 9% 
beifdrmigen Pülfe, oder, Gabel (Chape), welche den Zapf 
eber dam Bolzen die Unterlage giebt, und an welche noch ci 
Gewicht angehängt t werben kann (vgl. Sig. 41.). 

Anmerk du allen. in bieſem Kapitel "folgerfben Unterfe 
chungen laffen wir das Gewicht der Seite jedesmal aufier Ad; 
han fo Ale Steifigkeit den Seiler Das erſtere iſt gewoͤhnlich 
von Hecht Seringen. BACH dagegen iſt die letztere (die Ste 
fikeit der Ri nduitich) oft von sehr, bedeutendem Einfluß 
weshalb win ſoſche ſpater heſonders betrachten 

(“fl 
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Pay VPRbee Pas PoFE DEE Se . rt 
FF . Br a ns ws 104 Were en, 
ii, : Oltingewint: an der..lofen Rolle. -: . ] 

' Um: die loſe Rolle (Big. 41.) if ein Seil- gelegt, welger 
an dem «inen Ende Aabſolut feſt iſt, an dem andern Ente B 
aber von einer Koaft P gehalten wird; ür: viner. Richtung FR 
welche mit bein Horizont CX der Winkel a mahk Olu de 
Gabel. unten haͤngt ein Gewichte W: Das Gericht ber: Babel 
ſeh — .G, daB’ der Rolle = R. Man fol: die: Bedingungen 
des Gleichgewichts beſtimmen, jedoch unter. der Worasißfegung, 
DaB die Reibung von der Kraft P. bereits : mit überwunden if, 
daß dagegen das Seil: vollkommen biegfam gedacht: werde. 

Es ſey r der Halbmeſſer der Rolle bis in die Mitte des 
Seils gedacht, dagegen & dir Halbmeſſery bed Bolzens (ober der 
Zapfen);'feomer ſey der Winkel AEX ut A. — Im Gleichge⸗ 
wicht wird die Role gegen der Bolzen (ober mit dert Zapfen 


gegen die Zapfenlager) aw- einer unbetannten Stelle IS; nach. dem 


Mittel: Bunte C Hin: gedrückt; :.wir feßar "daher einen eber ſo 
großen Druck x in N, nach der Richtung NH angebracht. ger 
nau entgegin., - Der unbefannte Winkel NCX werde zw 96 
feßt und von CX an abwärts nad) ber bertifalen. Are. ey hin 
von O bis 360° gezählt. . 

Der Punkt A wird in der Richtung AE gehrädt; wir ſeben 
daher ſogleich eine eben fo große Kraft T in der Richtung EA 
genau entgegen. Die Reibung ber Role am: Bolzen bei N tft 
== ux, übrigens in ber Richtung ber Tangente NI wirkend, 
Da fie von der Kraft P mit übertounden werden fol. Die fünf 
Kräfte R, T, P,x und ux halten fich nun an der Rolle im . 
Gleichgewicht. Da man bier annehmen ıfanır, daß alle Kräfte 
in einem und demfelben Duerfchnitt mwirfen, fo giebt ber ($. 36.) 


Die drei Gleichungen des Gleichgewichts, nämlich:-. 


I. P. cos T· cos ß-+xc0s y — uxeingp == (),...: 9* 
II. — P-sina— T-sinß +-x-siny-+ ux- eoe R == 0, . 
IH. T. +uxo— Pr = —=ß0. 
Weil. aber auch nach ($. 79.) die Gabel (bis. Huͤlſe) ehen⸗ 
[18*] 
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falls im Gleichgewicht feyn muß, fo muß man num nachfehen, 
welche Kräfte an biefer wirken. Zunaͤchſt drückt die Hülfe die 
Role in N in ber Richtung NH; wir bringen daher an de 
Halſe fogleich. einen :chen fo großen GSegen⸗Druck x’ :on, in de 
genau entgegengefeßten Sichtung NC: Die .Reibung, burd 
welche . die Bewegung der Gabel (melche ber Bewegung be 
Rolle gerade entgegen iſt) aufgehalten wird, if daher — mi 
und in. ber Richtung :ber Tangente NK. An der Gabel (Hulk) 
halten ſich alfo die drei Kräfte x, ux! und W-H-G, welche 
man alle brei in dem Punkte N angebracht fich denken Fam, 
im Gleichgewicht *).. Daher giebt der. ($. 21. L DH. Mei.) 
noch Dit. beiden Gleichungen des Gleichgewichts 
IV.aixꝰ-sin -· cuo 0’. 
ums VG way —zkainy O. 
Endlich. it noch augenfällig, auch nach ($. 78. Re 2.), 
WE. . %. tx. 
: Dies iſt der Anſatz unferer Aufgabe. Die-Auflöfung gieht 
wuww, x’, x, P, T und noch. eine Gleichung zwiſchen ben Wis 
keln a-und 4, die erfüllt feyn muß, mern. das Gleichgewich 
der ofen Rolle fol betehen ‚Fönnen, ober. wiche J Nieten wen 
gegeben. fe... “ 
Die Skeihung (m, giebt amittebar 


1) lg y = ih ifo en iin ip = 
Ad in © u 





Die Gleichuns w. ) gibt dann fogleich . un 
ar W-+G 

22 æ*· x = WV &. R 
2) ff =ı — + +6) ray 


. 
. . * * 





J 9 = ux = = irt⸗ —J— = = (W-+-6)- cos . 

*) Nach ($. 82.) müſſen ſich drei Kräfte in einem und demſell 
Punkte fchneiden, wenn fie in einer umd derfelben Ebene liegen und eines 
ber dad Gleichgewicht halten, und wenn zweie davon fich bereits fchneite 
Das Gewicht W-H6G wirkt im Schwer: Punkt der ganjen Gabel, ni 

r daran hängenden Laſt; alfo muß die durch den Schwer Punkt gehen 
Wertikale in.ihrer Venlangeruns nothwendig den- Punkt- N treffen. 


x 
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Die Gleichungen (T: u: II.) reduciren ſich dadurch, daß man flatt x 
und ux biefe Werbe (W-+-G)-siny und (W-4-G)-cosy er auf 
4) P-cosa-+-T-cosß = 0, 
5) Busina+-T: sinf = WHR-+G =.L, 
wenn L bie Gefammtlaf, aus der Lak W, dem Gewichte R der Rei und 
dem Gewichte G der Gabel beſtehend, vorſtellt. 
Wird nun noch der Bequemlichkeit wegen 
6) =, nn el 
geſetzt, ſo daß » ein kleiner Bruch wird (etwa zwiſchen und 15), ſo fi 
det man aus (5. und IL) unmittelbar Ä u 


7) P= _ Irhveos sin: L_ — sin .R, e 
sina-t+-sinß sina-+-sinß » 


oder, wenn man ben legtern Theil außer Acht läßt, weil das Gewicht R 
der bloßen Rolle ohne die Gabel gegen die Geſammt⸗Laſt L in der Regel 
ſehr klein iſt, 


N I-trcoayenp 
8° "?= — L Cenahert) | 
und dan noch 
ar 1—r-008 yesin 2 9eCOs ꝙ· ain æ | 
I). T= sina-t-sinß „rt, er 


mo das mit R behaftere Glied ebenfalls außer Acht. gelaffen werden kann. 
Subftituirt man dieſe Werthe aus (7. u. 9.) ſtatt P und T in die Gleis 
chung (4.), fo erhält man 


10) . cos a-}>C08.ß — v-COs y-sin (a — gez =_. 


Wird daher « gegeben, fo liefert die Gleichung (10.) fogleich 
2 dazu. — Die Bleihung (1.) giebt den Winkel w, der bier 
fpis wird. — Die Gleichung (9.) giebt den. Druck (ober Zug) 
T an»A, welcher die Spannung des Seils EA genamt 
wird; — und bie Sleihung (7. oder 8.) liefert die Kraft P, 
welche die Gefammtlaft, L. erhält, und zwar fo, daß, wenn, P 
um noc) fo wenig vergrößert wird, dann augenblicflich eine Er- 
hebung der Laft W wirklich erfolgt. — Dabei ift immer P>T, 
und nur fü u==0 wirb PT. 

Anmerkung 1. Betrachten wir namentlich den Sal, wo 
ß = «== 90° vorausgeſetzt iſt, d. h. wo die Seile. mit einan⸗ 
ber parallel und vertifal find, und der für bie Anwendungen ber 
wichtigfte if. — Die Gleichungen für dag Gleichgewicht der 
Rolle werden nun 


) 
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L Ä wei rd —=0, : 
I. R-+xsiny-+ux-cosy = P+T | 
I. ae (P—Tr, 


und dieſe geben fögleich, wenn < =y gefegt wird, 
__ m. 1 
1) EP BR, det, rer Bde, per 
2) Perle); 
3) T=+[Ni+e—w)stR] 


und 
4) P-R= ne nr — iR) 


Die Sin bet Bldchgwicts: an der Gabel bleiben 
dagegen ganz unverändert; alfo finden außer den vorftchenden 


(.— III.) jet noch dieſelben Gleichungen (IV. — VI.) flatt 
tie die des ($.), nämlich 





IV. uxlsiny — xl.cosy ==. 0, 
V. — ux. cos - x.siny--W-+-G = 0, 
VI. ix 


Die Gleichung (IV.) faͤllt dasmal mit der (I.) zufammen*). 
Die Gleichung (V.) dagegen giebt x’ ober x, nämlich 


5) x Va WHO = (Wr GH; 


und ſubſtituirt man biefen Werth fur x in bie Slechens (2.) 
fo erhält man noch 














6) P= (1 Hm) ER Er 
und 
1) T= —— Wie ren R. 


*) Geſchähe das nicht, fo enthielten fie beide einen Wiberfpruch, und 
dies wäre ein Beweis, daß man nicht = a = 90° vorausfeßen dürfe. % 
der That giebt aber die "Gleichung (10.) des ($.) ſobald m men’ ame fext, 
fogleich 8 = 90° dazu. 
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Annterf. 2 Da Bas. Bewicht Pr..ker ‚bloßen. Meile, gegen 
W+G+HR=L, in Ber Regel ſchreklein iſt, fo kaun mar 
R gegen Lund auch gegen P,:.T und x meift ganz außer Acht 
kaflen, und dann hält man in der Hufpabe. ber cvorſichenden 
(Anmerf. 1.) . —R u . ar 

1) — = PIrRE EB Er, rn = 
N 2) Pp— KITFR) x — — ——— x; j X 
| 3) T=iIF Fa rn, 


Viru? —— | ———— 


4) P— 





5) = 7ogis Yeeiny; 





Perl at = iin) 


7) T=; (7) 2(1 —V.cosy)L; 
wo L die Sefammtlaft ift, d. 5. die Laft W nebft noch dem 
Gewicht der Gabel und der Role *) . 

Anmerk. 3. Läßt man auch noch die Reibung außer Acht, 

d. h. ſetzt man 0, fo wird in derſelben Aufgabe noch 

(0) ... p=T=14L; 
und diefem Reſultate naͤhern ſi ich die (6. u. 7.) der (Anmerk. 2.) 
deſto mehr, je kleiner u und v find, d. h. von diefem letztern Reſul⸗ 
tate weichen die Reſultate der vorſtehenden (Anmerk. 2.), wo die 
Reibung noch beruͤckſichtigt wird, deſto weniger ab, je groͤßer 


4* U ad ” . a. . 
) Entwiklelt man corv d. h. in eine Reihe, die nach Po⸗ 
tenzen von „ fortläuft, fo erhält man 
£0 sy p— 4u’+3 5. ..., 
Iſt nun nicht viel größer als „,, fo iſt das mit u? affieirte Glied unge 
führe vd Daher kann man in den meiften Anwendungen bloß w fact 
cos ſetzen, ohne einen erheblichen Fehler zu begehen. 
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der Halbendferi x: dir Nolll segen den Kafbineffer 0-bes Bol 
wer; und‘ je Keintr ber Reibungs ⸗Koefficient a iſt 

‚Anmerk:t. Wir Haben bisher dorausgefctzt/ daß Der Zwed 
der: del⸗ ſey, die ta Wemitteiſt oder Kraft P enspor zu he⸗ 
ben. — Wäre dagegen ein andermal ein anderer Zweck vorhan⸗ 
den, nämlich bie Laft W mittel der Kraft P fo gu erhal 
sen, daß die Lak W fünne nad) und nad) langfam herabgelaf: 
fen werden, —: (6 wuͤrde die beabfichtigte Bewegung der. Rolle 
und daher ‘auch :jebe der Reibungen in gerade entgegengefehte 
Richtung ftatt finden.- Um jedoch für dieſen Fall unferer Auf 
gabe nicht neue Rechnungen anftellen zu müffen, darf man nur 
in allen den Rechnungen des ($.) und .der (Anmerff.) — u flatt 
m fchreiben, weil ſich der Anſatz der Aufgabe ebenfalls nicht 
weiter ändern wird, ald daß die Glieder, welche den Saftor p 
enthalten, mit den entgegengefeßten' (-I- oder —) Zeichen einge 
ben. Daher bleiben die Formeln alle ganz unverändert, mu 
daß cotlgy = —ın, alfo ww fumpf und cos negativ mir, 
Es wird dann P<T; und aud im Falle ?= « = 90° if 
P<3L,. eben-weil jest bie Reibung der Kraft zu Gunſten 
fommt *. V 

u 108. 
Von der feſten Rolle. 

Wäre alles wie vorher, im ($ 104. ), aber der Bolzen ab⸗ 
ſolut feſt und ſtatt T eine Laſt gedacht, fo haͤtte man die feſte 
Rolle. Fuͤr dieſe exiſtiren alſo nur die Gleichungen (I. - I 
des $. 104.), weil dag Gleichgewicht der Gabel vorausgeſeht 
wird. Wir wollen biefelbe jedoch in der £age der (Fig. 42.) 
näher betrachten. 

Es fey (Big. 42.) W bie Laſt, P bie Kraft, x der Gegen 
Druck, Rx. die Reibung, CK horizontal), CY vertifal, Binfd 


*) Einen, befonderd wegen der großen Einfachheit und Eleganz ker 
Rechnungen fehr Tefenswerthen Auffag des Dr.’ G. S. Ohm (jetzt Pre 
feffor an der polytechniſchen Schule zu Nürnberg) über die Iofe Rolle, fe 


det man in Crelle’s-Tournal 1829. V. Bd: E Heft. | 
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NCX z= 9, W. DAX ==0, W. EBX = /;: fo find bie drei 
Steichungen des Gleichgewichts, wenn wiederum R das Ge 
wicht: ber Rolle (ohne Gabel) "und r und ‘0 bie * Halmefier 
der Rolle und des Bolzens vorfelen;: - - - - 
L : Pecosa-+-Wicos P4+-x-cosd — uxsiny—0, 
1. —Pesina —-W-sinß + xsiny-+-uxcosy—R= 0, 
11 | a Weır+urg—Pır = — O. 
Dies iſt der Anfatz der Aufgabe; und dieſe drei Gleichungen 
dienen zur Beſtimmung des Winkels , des Druckes x und der 
Kraft P, ſo daß, wenn P um noch ſo wenig groͤßer genom⸗ 
men wird, ſogleich eine Bewegung der Laſt Winde Richtung 
EB (nad) oben) erfolgt. 
J findet aus diefen Gfeichungen: 


P=m 
wo m aus u, a, ß, F und o amd aus dem Verhältniß von R zu: \WV jiis 
fammengefest iſt. Um dieſes m am Bequemften zu finden, fege man 


! 


2) =, und 3) 728. 


fo daß » jedenfalls kleiner als 1 iſt (zwiſchen und „),. währendeð in den 
meiften Anwendungen ein Äußerft Eleiner Bruch wird; finde dann aus (III.), 
indem nan.m-VWV flatt P fest, J 
4)9) kb S—iw; 


i 
Löfe die Gleichungen (1. u. IL), nachdem man überall m-W ftatt P gefchrie 
ben bat, nach den beiden ald unbefannt angefehenen Produkten x-siny und 
x-cosy auf, ſubſtituire die gefundenen Ausdrüde in die Gleichung 
(z-siny)?-F(x-cosy)? = x?, 
md ſetze zuletzt ſtatt x feinen Werth mus (4.). Dann findet man für m 
die Gleichung 
5) m _glt 3+4?7?.(cos(A-a)+L-sine)m  I+u?—u?v?-(142L- singt+L’) _ 
I —7 — up? 
woraus für m zwei Werthe fich ergeben, fo daß man noch entfcheiden muß, 
welcher von :beiden der richtige ifl. 

Betrachtet man aber die Gleichung (5.), fo findet man, daß 
fie fich nicht ändert, daß fie alfo auch noch für m dieſelben 
Werthe liefert, wenn — u ſtatt zu gefegt wird. Auf der andern 
Seite geben die Gleichungen (I.— III), fobald — u flatt u ge 
feßt wird, da bloß die Glieder ihr Zeichen ändern, in welche 
„Die Reibung eingeht, den Anſatz der andern Aufgabe, wo bie 
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Reibung ber Kraft: P zu Qunſten gerechnet wird, b. h. wo man 
bie Rolle an derjenigen Grenze bed Gleichgewichts betrachten 
soil, neben weicher fogleich..eige Bewegung ber Laſt nach unten 
erfolgt, fobald bie Kraft P :ums noch fo wenig verkleinert wir. 
Solglich gehört von ben beiben Werthen von m, welche Die Glei⸗ 
hung (5.) liefert, ber größere zu ber Aufgabe des ($.), de 
kleinere bagegen der hier zuletzt erwähnten Aufgabe an. 


Gewöhnlich fent man = 0, d. h. mau läßt das Sewicht der Nok 
(ohne Gabel) außer Acht. Auch Tann man die mit »? affiirten Glieder 
als ſehr klein außer Acht laffen. Dann erhält man 


6) m = 1# (genähert), 


wo für die Aufgabe des (5.) das (4) Zeichen genommen wird; wo abe 
das (—) Zeichen genommen werben muß, wenn Die zuletzt erwähnte Auf | 
sabe gelöh werden fol, bei weicher ſogleich Bewegung ber Lat W nd 
unten erfolgt, fobald P um noch fo wenig Eleiner genommen mird. 

Zulegt findet fih, wenn man die für x-siny und x-cos y gefundenen 
‚Ausdrücke durch einander dividirt, für 5 = 0, d. h. wenn man das Gewicht 
R der Rolle außer Acht läßt, 


_ _ melsina-+ucose)-H[einß-+-prcosf) 
?) zy — m.(cos æ — ussina) + (cosß — u-sinß) 


Anmerf. 1. Setzt man == 90° voraug, fo wirb m fid 
danach ändern, und es wird zuleßt noch, für — 0, | 
PE _ m(eina + mepsa) Hl 
m.(cos æ — usina) —u 
Anmerf. 2. Iſt aber «== M’ und #909, fo wird für 
&=0, d. h. wenn wieberum dag Sewicht der Rolle außer Acht 
gelaſſen wird, 
_NFR+ Yi+r#+u _1 evecosy' | 
———— — uw  1—vcosy’ | 
oder, wenn man nach Potenzen von vcosıy entwiffelt, und bie 
zroeiten und höhern Potenzen außer Acht laßt, 


1) 


2) m = 1-F2v.eosy, 
weil jegt | 
3) colgy = u, al cosy = 


weird., Died ſuimmt genau mit der (Mr. 4. dei $. 104. Me 
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. 


merf. 2, wo T das⸗iſt, was hier W. Auch ſtimmt dies genau 
mit (Ns 6. des $.), wenn daſelbſt A == «. geſetzt wird. 

In diefen Wertben muß — u flatt zu gefegt werben (ſo daß 
dann: oosry mil .cbig.tp. jugktich negativ wird), fo nft bie Reis 
bung: im entgegengefegten Sinne in Rechnung gebracht wird, ſo 
oft: man alfa ftatt: ber im ($.) gegebenen, die zuletzt beruͤhrte 


Aufgabe loͤſen will. 


Anmerk. 3. Man vergeſſe ja nicht, daß wir im vorſtehen⸗ 
den ($.:105. und in den zugehörigen Anmerkungen) den Bolzen 
abſolut feft verausgefegt haben. Wäre aber, wie folches in den 
Anwendungen oft der Sal ift, die Gabel in H um einen abſo⸗ 
Int feften Punkt ‚beweglich, fo daß fich die Gabel, alfo auch der 
Bolzen um ben. Punkt H noch drehen koͤunten, fo waͤre dies 
wieder bie loſe Rolle, d. h. in dem jeßt erwähnten Falle müßte 
man wiederum bie Rolle für ſich, und die Gabel für fich ins 
Gleichgewicht bringen. Um bie Gabel in's Gleichgewicht zu 
bringen, muß man dem feiner Größe und Richtung nach unbe 
fannten Druck im H, einen eben fo großen Gegen⸗Druck T ent; 
gegenfegen, und es müflen fich die vier Kräfte, nämlich T in H, 
das Gewicht & ber Babel am Echwer- Punkte ber letzteren, 
endlih x und ux am Zapfen, einander dag Gleichgewicht bals 
m Dies giebt drei Gleichungen, und diefe beftimmen gerabe 

‚ feiner Größe und Richtung nach, und noch bie Lage ber 
Suse gegen den Horisont, alled in x und u ausgedrücdt. — 

Wird nun aber auch die Nolle in das Gleichgewicht ges 
bracht, fo erhäft man ganz genau die drei Gleichungen (L— IIL 
des $.) wieder, d. h. genau biefelben drei Gleichungen zur Bes 
fiimmung von w, x und ber Kraft P, die man auch erhielt 
als man ben Bolzen abfolut feft fich dachte. 

Dies iſt der Grund, warum man biefen Ball der Hole 2 
mit zu den feſten Rollen zaͤhlen kann. 

§. 106. 
Von den Rollenzügen. 

Werden mehrere loſe Rollen fo hinter einander angebracht, 
wie dies in (Fig. 43.) zu ſehen iſt, ſo nennt man dieſe Vorrich⸗ 
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mg einen Rolleizug (sysldme: de poulses): : Die Iegte;. feſte 
Mole heißt Hanbrolle (pouhe de renvoi) und kann auch 
köln. | 

Mir denken ung das Bericht. einer jeden dieſer Rollen R, 
bas Gewicht einer jeden der Gabeln = G; wir ſetzen die Halb: 
meſſer der Bolzen alle = 0, und ben Halbmeſſer einer jeden de 


Rollen = r, fo wie — —=v. Mit fegen ferner voraus, daß 


alle Selle mit einander parallel und vertifal liegen, und baß ber 
ReibungssKoeffisient u an jeder Molle ein und derfelbe bleibt. 
Endlich laſſen wir, wie Hier immer, bie Steifigfeit der Geile 
außer Acht. — Unter allen biefen Vorausſetzungen fol in (Fig 
43.) die Kraft: P an der feſten Rolle OM gefunden werben, 
welche mit der Laft W am ber Rolle EF bas Gleichgewicht 
haͤlt, jedoch fo, baß fogleich eine Bervegung dir Laſt W nad 
oben "erfolgt, fobalb P um noch fo wenig groͤßer genommen 
wird. — %: 

Es ſeyen bie Spannungen an den‘ Seiten FH, NI und KO 
begüglich burch T, T’ und T bezeichnet, do ift an Der unten 
fien Rolle, nach ($. 104. Anmerk. 1. Nr. 6..u. 7.), wen 

We 
14 = 





gefeßt wird, 

1) ° T= 1! W-+!nG-FiR. ' . 
An der nächften Rolle ift T die Laſt an der Gabel und T’ di 
Kraft, daher nach derſelben (Nr. 6.) 





2) T'= !n-T-++10-G-+HIR. 
An der naͤchſten loſen Kelle iſt ang gleichem Grande 
3) TI = 4nT/-F1n:G-riR, 
wo immer | | 
uv 
4 n = 14 
Vi-+u’ 


iſt. Endlich. ift noch an der : (fen) Handrolle nach ($ 10 
PR. 1. und 6.) 
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5) - p = (14 Zur a) (genaͤhert). 


Eliminirt man nun aus en vier Gleichungen die unbe; 
fannten drei Spannungen T, T’ und T', fo erhält. man ’bie 
gefuchte Gleichung, welche Pin W liefert. 

 gägen’h ſolche loſe Rollen hinter einander, und waͤre die 
letzte Spannung an ber letzten Iofen Rolle durch TED bezeich⸗ 
net, fo fände man h folche Sleſchungen, wie die Qt. _ 3. 3) ‘und 
die Efimination liefett dann | 

6). Ta-) — An WpHG, 
two p und q zwei geometeifche Reihen vorftellen, nämlich bezuͤg⸗ 
lich bie Reihen 

Gn)-r(6 + dn’2+- "+Gn'+in 
und 
4 nr, ° 
fo daß, wenn man. diefe geometzifchen. eben ſummirt, 
1— (zn)® a 
I) ..p= #07 —in und. q.= „a 1— | 
wird. J 2 

Wegen der Handrolle if dann nech 

8) P= (+) .TO-D  (genähert). 

Die Gleichungen (6. 7. u. 8.) enthalten nun bie vohftänbige 
Eöfung, des Problems für h loſe Rollen. | 

‚Die Apsdrüce für pi und q. aug (7). Iaffen übrigeng erlen⸗ 
nen, daß, wenn z. Bd. — „ alſo n= 1,02, demnach 
In = 051 iſt, die Werthe von p und q, ſelbſt für. b. unendlich 
groß faum bie Einheit überfteigen, für b= — 3,45, 6 dagegen 
immer noch unter, 1 find, fo ‚daß, wenn man 
Ir: ) , TOD — (in). W 
nimmt, und dann ‚noch um das Gewicht einer einzigen Rolle 
nebſt Gabel vermehrt, dann die Spannung TE-D einen. hinreis 
chenden. Grad von. Genauigkeit bet.. Nimmt man: dann . ... 


/ 
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0) . P=(1 +, 





wo. u DEE Dar zu 
Ne 

iſt, und vermehrt man biefen Werth von P sbenfals. noch um 
das Gewicht einer einzigen Rolle nebſt Gabel, fo bat man auch 
B mit einem, Hinreichenden Grad nen Genquigkeit heflimme. 

Wird endlich die Neibung außer Acht.gelaffen, d. bi, = D ger 
fest, fo finder ſich, wenn. das Gewicht G-H-R ebenfalls außer Acht gelaf 
fen wird, Sem 

1) pP = 1 W, on 





. welcher Werth von P jedoch bedeutend zu Klein ſeyn Eann, nämlich erflich 
um den ganzen Einfinf der Reibung und dunn noch nuhehin um das Ges 
reicht einer Rolle nebſt Babel. 


Anmerk. Setzt mon. in alten diefen Unterſuchungen ftatt 
d. h. ſtatt Ba u id blöß das erfte Glied 
pa biefer Reihe, fo iſt ber Unterſchied in der Kegel nur fehr ge 
ring, weshalb folches in den meiften Fällen erlaubt ift. 





$. 107. 
Don den Slafhenzügen. 

- Befinden fich mehrere Rollen in einer gemeinfchaftlichen Hülfe 
(neben ober über einander), fo heißt eine ſolche Verbindung 
ber Rollen ein Kloben oder eine Flaſche (Rechamus. Mowfle). 
Die Verbindung zweier Flaſchen mittelft Seile Heißt ein Fla⸗ 
fhenzug (Polyspastus); und man unterfcheidet noch die beweg⸗ 
liche Flaſche von der unbemweglichen, gerabe wie bei ben Wollen 
die bewegliche Gabel von ber unbetveglichen üunterfchieden wird. 

Die Slafchenzüge können auf mancherlei Art angeordnet wer 
den, wie die Figg. (44. 45. 46. und 47.) zeigen, während bie 
Anordnung der (ig. 44.) die gewoͤhnlichſte ik. Auch koͤnnen 
die Zlafchen noch mehr Rollen enthalten. Endlich. können bie 
Rollen ftatt- uber einander, auch neben einander liegen. 
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Es werde dee Flaſchenzug (Fig. 44.) angetvandt, um bag 
Gewichte W Ceinfchließlich des Gewichts der ganzen untern Fla⸗ 
fche ohne die Rollen) als Laſi, mittelſt der Kraft P in die Höhe 
zu heben. Man fol P finden, unter der Vorausſetzung, daß P 
bereitß bie Reibung mit überwindet und mit W an ber Grenze 
des Gleichgewichts ſteht, fo daß augenblicklich die beabſichtigte 
Bewegung entſteht, fobald P um noch fo wenig ‚größer genom- 


\ 


men wird. \ 

Es ſey R das Gewicht der Kolle, und » Lt das Ver: 
Hälmiß' ber Halbmeffer von Bolzen und Holle bei jeder der bei: 
den Heinen Rollen; dagegen .R' und v!’ = Bezüglich daſſelbe 


in Bezug auf jede der beiden größern Rode. Die Bolzen ber 
obern Rollen werden als abſolut feſt angefehen, und bie Seile 
alle mit einander parallel gedacht. Der Reibungs · Koeffhzient u 
fol ‚bei allen Rollen ein und berfelbe feyn. 

Im Gleichgewicht. erleidet jede der unten, loſen Rollen einen 
Druck ‚an einer unbekannten Stelle. Diefer :Druck,. begüglich x 
und x’, wird. in ber entgegengefeßten Richtung gedacht, fo dafl 
feine Richtung mit, einer horizontalen Axe OX bezüglich den 
Winkel w und ! bildet; außerdem werden uoch die Reibun⸗ 
gen, bezüglich ux und ux', angebracht. Bazeichnet man nun 
noch die Spannungen ber Seile, mie fie in der (Big. 44.) zu 
fehen find, mit T, T’, Tu und T", fo muß jede ber vier 
Rollen für ſich im Gleichgewicht feyn, und bie untere Flaſche 
(ohne die Rollen) ebenfalls fuͤr ſich ins Gleichgewicht gebracht 
werden. 

Für dag Gleichgewicht der Rolle (A.) liefern nun die Gleis 
chungen ($. 104. Anmerf. 1. NR. 1. 2. und 3.) 1 


1) colgy — —=u, alfo ya =; 
2). . Te iWIiFR+w)sHiR; 
3) T=3(V1+0 —w)x-HiR. 


‘ 
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Bi das Gleichgewicht ber. Molle cc geben. dieſelben Rum 
mern noch 

4) el =,‘ alfe v=y; 
.. 5) mu= UVi-ru +w). x’—1R; 

6) Tui TFA — ut). RAAB 
Für das Gleichgewicht der Rolle (B.) bat ı man nach ($. 105. 
Nr. 1. und Anmerf. 2.) 

Vi-+w + uv 
Um | me a DT 
)». t= Mm (eher) 


Für das Gleichgewicht ber Role (P.) endlich.hat ¶ mau nad 


derfelben Nummer, 


8) P= ET (genäpet.). 
NrpP—u — ur, 


Was endlich dad Gleichgewicht an ber untern Flaſche betrit 
fo Halt Weam Schwer? Punkt der Laſt angebracht; das Sleich 
gewicht mit den beiden Drucken x, x, und ben Reibungen us 
und ur’, bie Drucke und Reibungen in Richtungen gedacht, 
welche denen. an. den Nollen wirkenden und. in der (Fig. 44.) 
zu fehenben, genau entgegengefeßt find. Dies giebt drei Ski 
chungen, von denen bie erſte, namlich 

(x). 008 Y — uex-F x) siny —= 0 
mit ber (1.) zufammenfällt, die andere 
(x-+-x)- sinytluxtur) co⸗ W = == o 
in biefe 


9) GH) Vi+e= w *) 
übergeht, während die dritte (Momenten: Bleihung) die Log 


— da 


*) Gewöhnlich wird varauögefeht, Fr PAR —=W fe, dv. 5. Da 
ſich die Lat W auf beide Rollen vertheile. Dann betrachtet man jede un⸗ 
tere Rolle als eine loſe Rolle, für welche man die End»-Bleichungen 
zwiſchen Kraft und Laft und swifchen Kraft und Spannung nehmen dürk. 
Dem Allen ift aber, mie die obige Entiwiffelung zeigt, nicht fo, und mas 
kann daher die gewähnlichen Reſultate nur als genäherte anſehen, welche 
jedoch in den Ziffern s Werthen von den bier erhaltenen nur wenig abs 
weichen. 
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der Slafche gegen den Horizont beſtimmt und hier nicht weiter 
beachtet zu werden braucht. 

Dieſe neun Gleichungen bilden nun den Anſatz der Aufgabe. 
Sie dienen zur Beſtimmung der neun Unbekannten ı, yl, x, xl, 
T, Tı, Ti, Tr und P. Eliminirt man bie, übrigen acht Un- 
befannten, außer P, fo erhatt man die einzige, gefuchte Gleichung 
zwifchen P und W. v | 

Um bie Rechnungen Kernemer duräfühten zu können, mag man aus 
den Gleichungen (2. 3. 5. und 6.) die Theile IR, AR’ ganz weglaſſen (wie 
died in den Gleichungen. 7. und 8. bereits gefchehen if), weil diefe hal⸗ 
- ben Gerichte der bloßen Rollen (ohne Gabelm) gegen die bei den Anwen⸗ 
dungen des Flafchenzuges entfiehenden Spannungen in der Regel ganz un 
bedeutend find. Kerner denke man fih =». Führe man dann noch 
flott u lieber cotgyw ein, fo daB . 

a 
. VI my Vg er = copy 
gefet: werden fann, ſo werden die Gleichungen @ 2.:6. 7. 5.8. u. 9 


jetzt fo ’ 
T eis —— 


10) * PTR 
11) T=} „IHhoscosy | 
| ‚Say * F 

12) r 1— COBY, 
. re 

. + I-hr.e08 y DE . , 
fr . a Mh ——— ‘ LE .. \ 
18) , u at . nl i 
M) ou: u en 
15) p - IE I-hrec08 y gu, 

. I rrcosy 

16) xt’ = Wesiny. 


- Sindet man nun aus (11.) den Werth für x, alle ta) den Werth 
für x’, und fubfituirt man diefe Werthe in (16.), fo erhält man 
17) . T’+-T” = 4(1-Hvecosy)W. .. 
Addirt man nachgehente die (13. u. 15.), fo ergiebt ſich 


P+-T’ = 1-tv.cos y AT/-+T), 


. T-veosy vecosy 
oder vermöge der (17.) 
1-+- v.cos y)? 
18) a / 


Eliminirt man nun- aus (1. 14. und 1 ſowohl x; als uud Te, (6 
erhält man 
N IL v [ 19 1 
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». .. . iz } l—-meas: 3 .. 
22 ⸗ J 17] 2 o 
19) 7 ee cos y PB; 


und wird zuletzt diefer Werth von T’’ in bie (18. ) ſubſtituirt, ſo ergiebt 
ſich ui 


en u) P= —S w. | 





I-prscosy *1 — 20 1 Ku 
oder. 
* P= ? —X Zunge 
) * —W —2 


Entwikkelt man dieſen Ausdruck rechts in eine nad) —8 w ſehr Ele 
nen w-cony fortlaufende Reihe, und läßt man die siweiten und bobern Pe, 
tenzen von ⸗cos außer Acht, fo erhält mn 
.21). P = l-H5rcc0s y)-W;. 
Dieſe Ausbrüde für P.nähern fich aber dem Werthe 4-W deſto mehr, 
je Heiner „und » find, d. b. je Heiner der Einfluß der Reibung gemadk 
wird. Zür a0 wird 
P=}W ). 


Anmerk: J. Denken wir und einen aͤhnlichen Flaſchenzug 
der aber oben und. unten drei Paar Rollen has, und fegen we 
alles eben fo voraus, wie im ($.), fo erhält man zulege dieſe 
End⸗Gleichung zwifchen Kraft und Laft 


y — — Jr 
vꝛeos 


1— v.cosıy w; 
ober, wenn man tieberum den’ Koefficienten in dem Ausdrud 
für P in Reihen entwikkelt, die nad) Potenzen von v-cosıy fort 
laufen, unb bie smeiten und höheren Potenzen von v-cosıw as | 
Ber Acht läßt, oo. 

2) P= LET cos y)-W. 
Bei vier Pagr Rollen oben. und unten erhält man als Gl 
hung zwiſchen „Kraft P und Laſt Ww. 
l—v.cosw I—vcosı 1—v.cosy 
3) —— * — ee) An E 
l-hrecosp)? 
. 9.000 
*) Die gewöhnlichen Lehtbücher der Phyſte bringen dieſes Reſulut 


ſogleich heraus. Sie ſagen: Das Gewicht: W mind von den vier, von m 
ten nach oben gehenden Seilen gehalten; dieſe vier Seile finb gleich 





woraus der —* Werth | 
2 (Os: P — +) il. 
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oder, wenn man P in Reihen enttwiffelt, die nach Potensen von 
v.cosy fortlaufen und die zweiten und höheren Potenzen außer 
Acht laͤßt, 
4) . (I9 cos ). W. 
Allgemein: hat der —** h Sollen unten und eben fo 
viele oben, fo findet fi) als Gleichung mwiſchen Kraft und Laſt 
1_ ———— *2 
1-Fv-cos _\-pveeosw/ P= vl 1l-F- v-cos — 
‚ _(l—weosyp\" =: Ivecooy 
_ A\l-proosy 


, . vr 
‘ ’ 


— or 5 | " en F F J 
In allen dieſen Formeln. iſt aber a 
K..... 
obs = Vs 
— a uf 


eu fs eleinen,. je Heiner. der. Reibung ‚ Roofficient u gemacht 
merden konn. Faſt überall endlich kann man ha rn oder 


I»: 
Ya" auch bloß B ſthen. 


. v®ag 
D ‘ D 4 . D ‘ 
. ; . x 
Iſt ne, fo wird 1 en an 
* 
> . * 
⸗0—⸗98 9% 2 


_ — 1 * 
2... = Aw» J— 


bene Bi. hot jedes den vierten Theil des Gewichts W. Die Kraft 


P ift endlich der Spannung: der- Seile gleich, — Die Spannungen an. den 


‚Seiten find aber ig ber That, wegen ber Reibung, einander ungleich. . 


x 


*) Dies Kefultat ſieht man häufig auch dadurch hervorgebracht, daß 
man ſagt: bei h Rollen find 2h Geile, welche die Laft W tragen; alfo 


kommt auf jedes a" Die Kraft P muß aber ber Velen Spannung Ä 
das Gleichgewicht Halten; alfo if, P= Iw. 


Der Anfänger wird aber audbrlittid bemerken, daß die Spannung 
an jedem folgenden Seilſtück (der Reibung wegen) größer ift, als an dem 
vorhergehenden, daß alfo auch P größer wird. 


I] 
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Zweite Abtheilung. 


: Bom materiellen Hebel; vom Rad an der Welle; von den 
Winden (Göpeln) und Haspeln. 


$. 108. 


Vom materiellen Hebel. 


Es ſey ACB ($ig. 48.) ein materieller Hebel, der fih 
um ben abfolut feften Zapfen drehen Kann, deffen Radius CN =o 
if. Durch) C fegen zwei auf einander ſeukrechte Axen CX und 
CY gelegt, und die Richtung der Laft W, in B angebradit, 
mache mit der CX den Winkel 8, Die Kraft P mache mit CI 
den Winfel x, dag Gewicht bed Hebels ſey =G und an deſ⸗ 
fen Schwer⸗Punkt S, angebracht, und mit der Richtung von G 
parallel (alfo vertifal) liege CY (fo daß CX horizontal liegt). 
Der Mitte Bunte C des Zapfen ſtehe fenkrecht von den Ric: 
tungen der Kräfte P, W und -&-begüslich um R, r und q ab. 
Ale Winkel a, A, 2c. werden von CX nach CY hin von O bi 
360° gezaͤhlt. — Man fol die Gleichung zwiſchen P unb W 
finden an der Grenze des Gleichgewichts, ſo daß P bereite bie 
Reibung mit uͤberwindet. 

Es fey N die Stelle des Druckes, beffen Gegen: Drud ı 
in der Richtung CN wirft, und. diefe Richtung CN .mache mit 
CX den: Winkel w; die Reibung px wirft: ſenkrecht darauf. De 
(6. 36.) giebt nun fogleich bie drei: Slechamgen des Stiche 
wichts, nämlich: 

I. P.cos a4 W-20s — —* siny*)— 0; 
UM. B. Lin æ W· sin P+x-siny—ux-cosu-+G — 0; 
III.  _ PR+Gg— Wer-uxro 0. 


*) Der Figur nach if der Winkel y im dritten Quadranten ⸗ 
dacht. Wo er wirklich liegt Kann aber erſt die End-Rechnung geben. DE 
Reibung x macht mit der Axe CX den Winkel y— 0°. 
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Diefe drei Gleichungen bilden nun den Anſatz ber Aufgabe und 
ihre algebraifche Auflöfung giebt w, x und P. 
Um diefe Gleichungen aufjulöfen, finde man zuerſt aus den beiden @leis 
dungen (I. u. IL) die beiden Unbekannten x-siny und x-cosyw. Dies giebt 
1) —xsiny (lu?) =Pi(sina-twrcosu)H-W-(sinp-Furcosp) HG, 
2) —xr.cos y(l-+u?)=P-(cosa— u-sin a) -W -(cos ß—ursin ß)—uG. 
Quadrirt und abdirt man diefe Gleichungen, fo Tann man links und 
rechts durch 1-4-u? wegdividiren, und man erhält 
3) (1+42).2? = P2+W2+2PW.cos(9-&)+2GP-sin «+ 2GW-sin +GR. 
Sindet man nun aus (TIL) ° 
P-R+G-9— Wr 
4) x = 
—X 
und ſubſtituirt man dieſen Werth in die (3), ſo hat man, ĩ = 
gefeßt wird 
5) (R-R.g)-PY-2-[(ReHktg®cos(-))-W-{Rg-Lg"-sina)-G]-P 
=—(r?—k2.02).W?—(q?—1?.9?)- ——— ‚sin B)- WG. 
Diefe Gleichung, wenn man fie auflöft, giebt für P zwei 
Werthe, von denen der größere der gefuchte ift, während ber 
fleinere jener anderen Aufgabe angehört, wo das Gleichgewicht 
an ber andern Grenze gefucht wird, mämlich fo, daß fogleich 
eine Bewegung im Sinne ber Laſt W erfolgt, fobald P um 
noch fo wenig Eleiner genommen wird *). . 


G p 
Setzt man in biefer Gleichung (5.) ** c, F w, 
R=r und auch noch — 0, fo muß fie in die Gleichung 
(5. bed $. 105.) für die feſte Rolle übergehen, weil in der That 
jene Aufgabe bes ($. 105.) dieſer befondere Fall der hiefigen 
Aufgabe ift. 
Anmerk. Laͤßt man dag Gewicht G des Hebels außer 








*) Der Grund davon if der, daß für diefe zweite Aufgabe diefelben 
Gleichungen (I. — 1IL) ald Anſatz der Aufgabe, fich ergeben, nur daß — u 
fkatt „ zu fliehen kommt. Weil aber K?, wenn — u flatt  gefegt wird, 
feinen Werth nicht ändert, fo wird man in beiden Aufgaben zu derfelben 
&leichung (5.) geführt. Die Gleichung (5.) muß alfo bie Auflöfung beis 
der enthalten. 
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Acht, mas jedoch nur dann gefchehen kann, wenn die Laft W 
fehr bedeutend ift, fo geht die hieſige Gleichung (5.) in 

PP-(R?-—K?.0?)-—-2P-WRr+k%0%c0s(a—))--W?(r—k?0?) = 0 
über und giebt | . j 


p u Rrtk’g"cos(g-0)-#VRr+ ENT 
3_}? 0? ” 


Iſt dabei zu gleicher Zeit noch E—=., fo geht diefe Glei— 
hung über in 


—_ Br+k?0?#(R-Hr).ko r=&xo * 
ee Wr N 


two jedesmal das obere (+-) Zeichen genommen werden muß, 
im Falle unferer biefigen Aufgabe, wo aber dag untere (—) Zeis 
chen für den Sal der andern kurz vorher erwähnten Aufgabe, 
wo die Reibung zu Gunften ber Kraft gerechnet wird, zu neh 
men ift. j 

Wir wollen jeßt noch einige befondere Gattungen des He 
bels beraten... ' 


6. 109. 
Bom Rade an der Welle. 


An einem Cylinder AB (Fig. 49.), welcher eine Welle 
(Axis) genannt wird, ift eine Ereisförmige Scheibe DE, welche 
Rad (Peritrochium, Roue) heißt, dergeftalt befeftigt, daß bie 
Are der Welle auf der Fläche des Rades fenfrecht ſteht. An | 
ben Enden der Welle bei F und G find Zapfen (Tourillons) | 
in der verlängerten Well⸗Axe angebracht, welche auf Zapfen 
lagern ober Pfannen (Sous-bandes) feft liegen, und fich ia 
benfelben leicht umdrehen können. Diefe Einrichtung‘ heißt eis. 
Rad an der Welle (Axis in peritrochio, Axe dans we 
roue). Gewoͤhnlich wirft am Umfange des Rades nach im 


*) Diefed Refultat geht in bie (6. des $. 105.) über, fobald bie 
R=r und dort = « gefeßt wird; wie folches feyn muß. Daſſelbe I 
fultat gebt auch unmittelbar in das Reſultat der (Pr. 1. Anmerk. 2 9 
$. 105.) über, wie fich folches von felbſt verfieht, ſobald R= r gefegt wirt 
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Richtung dee: Tangente eine Kraft P, die einer Laſt W dag 
Gleichgewicht halten fol, welche an dem Umfange der Welle 
(ober auch an einem zweiten mit ber Welle chen fo in Verbin 
dung ſtehenden Rade) ebenfalls in ‚der Richtung - ber Tangente 
wirft, — 

Liegt die Welle horizontal, fo wird biefed Rad an der Welle 
in's befondere Haspel (Sucula, Treuil, Tour) genannt. Steht 
aber die Welle vertikal, fo hat man eine Winde ober ein Goͤ⸗ 
pel (Ergata, Cabestan), .. . | 

$%. 110. 
Bom f aspel. 

Sol nun die Gleichgewichts⸗Gleichung zwiſchen Kraft P 
und Laft W gefucht werben, .an einem Haspel (d. h. an dem 
Rad an der Welle (Sig. 49.), deffen Welle horizontal liegt), 
und will man dabei voraugfegen, daß ftatt ber beiden Zapfen 
ein Bolzen in ber Mitte des Rades gedacht werden Fünne, fo 
ift dies wiederum genau die Aufgabe des ($. 108.), nur mit 
dem Unterfchiede, daß bier GC das Gewicht des Rades an, ber 
Welle, q dagegen ber Null gleich ift, "weil der Schwer: Punft. des 
Hebels jegt mit dem Mittel Punkt der Drehung sufammenfällt. 
Wenn daher R der Halbmeffer des Rades, r der der Welle und 
eo ber des Zapfens ift, wenn ferner 

* 
— — 3 
lu k 
gefett wird, fo wird die Gleichung zwiſchen p und Wjetzt nach 
($. 108. Nr. 5.) folgende: 
BrW-+k?0?.[W.cos(d—o)+G-sina] 
1 
rW?—k?0W24-6242WG-sin f)__ 
4 RI m 
wenn « und Pd die Winfel find, melche P und W mit ine . 
horizontalen Koordinaten: Are, wie wir ſolche ung im ($. 108.) 
gebacht haben, machen. Der Winkel 4—« ift dann derjenige, 
welchen die Richtungen von Kraft und Laſt unter ſich machen. 
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Von ben zwei Werthen, welche biefe Gleichung für P lie 
fert, gehört der größere zu unferer Aufgabe, während der klei⸗ 
nere die möthige Kraft an ber andern Grenze bes Gleichgewichts 
ausbrücdt (mo die Reibung dee Kraft zu Gunften gerechnet 
wird *). 

Segt man 
=: ‚und x = 
wo e<1, dagegen » in der Regel fchon fehr Klein ift, fo wird 
diefelbe Gleichung auch fo gefchrieben werden fönnen, 

2) PP—_2P. & wık. Tel 0)+G-sin«] 
2. W? — Ky7(W?--G?--2WG-sin ß) 
7—— * 
welcher Gleichung man ſogleich anſieht, daß die Nenner J —k2. 
welche von 1 fo ſehr wenig verfchieden find, ganz weggelaſſen 
werden fünnen. 

Anmerk. 1. I. Wirkt die Laſt W vertifal nad um 
ten, ſo iſt A=M°, sind = 1, cos(?—.a) = sina. 

At dann zu gleicher Zeit die Kraft P vertifal nad 
oben gerichtet, fo ift « = 270°, sin« = —1, und man fir 
det dann | 

1) P— rW=EkolW-+ G) _ «Wk» (W-+-G) 

— RE 7 1+kv ? ! 
Enttwikfelt man biefen Ausdruck nach Potenzen von »,_ und Id 
man die zweiten und höheren Potenzen außer Acht, fo wirb 

2) P=-WEkr[l—J)W-+-G] (genähert), 
wo 


y 


=(, 


! 


*) Diefer Werth von P, wie er der hiefigen Aufgabe entfpriche, mi 
- unter übrigens gleichen Umftänden der Eleinfte, wenn cos(d-— a) = —I, 
d. h. wenn A— «a == 180° if, d. h. wenn die Kraft mit der La parald 
aber genau entgegen wirkt. — Dagegen erhält daffelbe P feinen größe 
Werth, wenn P—a = 0, d. h. wenn Kraft mit Laſt parallel und in einer⸗ 
lei Sinne wirkt. 
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_rt ,;:_0 _ — 
e=p ‚r—=ı und k Vir@ 
if, fo daß man, ohne viel su fehlen, auch bloß ſtatt k fchrei- 
ben fann. 

U. Sind aber Kraft und Laſt vertifal nach unten ge 

richtet, fo iſt A=a=M, sinf=sina=1 und cos (Pa) = 1, 
und man bat dann 
| rWeEke (WG) _ _ «W=Ek»(W-+G) 
1) P= — TI 
oder, wenn man wieder nach Potenzen von v entwiffelt, 
2) P=.-WEk[ 1-9 W-+-G] (genäfert). 

III. Iſt die Laft W noch immer vertifal nach unten 
gerichtet, dagegen die Kraft P horizontal, fo iſt sina = 0, 
und es wird dann, wenn man k'v* außer Acht läßt, - 

P— Werk (WEG HE ‚we 

1— k’y: 
wo man auch k?9? im Nenner gegen kv außer Acht laſſen kann, 
ſo daß der Nenner ganz wegfaͤllt. 

Anmerk. 2. I Iſt die Laſt W vertifal nach oben 
gerichter, fo it == 270°, alfo cos(?—e) = — sin« und 
sind = —l. | 

Iſt nun zu gleicher Zeit bie Kraft P vertifal nach oben 
gerichtet, fo bat man noch a a —= 270°, sine = —1, und man 
erhält: | 


1)P= 


oder | 
2) P = «WEk[1FI)W—G] (genäfert). 

I. Wirkt die Laft W noch immer vertifal nach oben, 
aber die Kraft P vertifal nach unten, fo hat man « == 90°, 
sina —=1, unb es wird | 

1)P= »W=Eko(W—G) _Wkr(W—G) 
Reko. 7 1=kv 
und | 


2) P= «Wtkrfl—)JW—G] (gmäber). 





rWko(W—G) __ _eWkr(W—-G) 
 Rzk Ik 


N 
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- IH. Sf endlich noch immer die Laſt Wovertikal nad 
oben gerichtet, aber die Kraft P Horizontal, fo iſt sin« 0 
und, wenn man k'v*! außer Acht läßt, 

p—® «W-+-kv./(W—G)? +5. W? 
ı—k?y? ’ 
-10 man wiederum ben Nenner 1L—k’y? gan; weglafien kann. 


$. III. 
Bon der Winde (Böpel). 


I. Denft man fich nun daflelbe Rab an ber Welle (Big. 49.) 
fo geftellt, daß feine Are vertikal ſteht, fo tritt zu Den uͤbri⸗ 
gen Kräften noch die. Reibung ber untern Freisförmigen und bo 
risontalen Fläche des Zapfend auf ber horizontalen Lnterlag 
hinzu, und bie Kraft hat Diefe Reibung noch mit zu übe 
winden. | 

I. ir wollen zu dem Ende das ftatifche Moment biefe 
Reibung in Bezug auf den Mittel-Bunft der Drehung, als Es 
trum bed Momentes gedacht, befiimmen. Zu dem Ende denken 
wir ung das Gewicht G bed Rades an der Welle auf de 
Grundfläche o?r bed Zapfens gleichmäßig vertheilt, fo daB auf 
ein Polar» Element, defien Fläche r-dr-dv if, (unter r und v 
auf einen Augenblid bie Polar⸗Koordinaten eines unendlich-fle 
nen Slächen: Elementes dieſes Kreiſes verftanden) ber Druck 

rdr-dvxXG 

oꝛa | 
kommt. Die Reibung ift das ufache dieſes Druckes, und bad 
ftatifche Moment der Reibung ift daher das ? perfüche Diekt 
Druckes, l. d. » | 


= .y? -dredv. 
* 


efntegrirt man nun nach v wiſchen den Grenzen O und 24, ft 
erhält man 
2u- erde 
J 


für die Summe ber ſtatiſchen Momente der Reibungen eind 
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concentrifchen Kreisringes, deſſen Radien r und r-+-dr find. Ans 
tegrirt man biefen Ausdruck noch einmal nach r biegen den 
Grenzen O und o, fo erhält man: 

(Ode · ug, oder Go 
für die Summe der ftatifchen Momente aller Reibungen auf ben 
ganzen Grundfläche ded Zapfend. 

Das ſtatiſche Moment der Reibung der kreisfoͤr 
migen Grundflaͤche desß Zapfens in Bezug auf ben 
Mittel-Punkt der Drehung als Eentrum der Mo: 
mente genommen, ift Daher gerabe fo, wie wenn bie 
Reibung „G'an einer einzigen Stelle wirffam wäre, 
bie um 30 vom Mittel⸗Punkt der Drehung entferne 
liegt. 

III. Behandeln. wir nun -unfere Aufdabe, wie dies ſeyn muß, 
als eine ſolche, wo mehrere Kraͤfte im Raume wirken (deren 
Richtungen nicht alle in einer und derſelben Ebene liegen). Wir 
denken und zu dem Ende die Axe FG (Sig. 49.) vertikal ge: 
ftelt, fo daß.F unten, G oben liegt, und mit ihr die dritte 
Koordinaten: Axe FZ sufammenfallend; wir Segen durch’ den Mit: 
tele Punkt F.des untern Zapfen» Endes noch zwei Koorbinatens 
Aren FX und FY bosisontal, fo baß bie Kraft P und die Lafl 
W mit der FX die Winkel & und A :miachen, dabei aber. « 
fpig und P>e« wird. Im Zuftande des Gleichgewichts wird 
jeder Zapfen an fein Zapfenlager feiner ganzen Länge nad) .ges 
drüdt: - Diefen Drucd kann man in ber Mitte des Zapfens an 
feiner Oberfläche vereint denken; und wir bringen einen eben 
fo großen Gegen⸗Druck an, der nach FZ hin, auf die Dber- 
fläche des Zapfens normal wirft. Sind x und x’ diefe bei: 
den &egensDruce an den untern und obern Zapfen, unb 
find w und bezuͤglich bie Winkel, welche ihre Richtungen 
mit der FX machen‘ (ale Winkel von der FX nach FY hin 
von O bis 360% gezählt), fo find aux und ux! die Neibungen, 
deren Richtungen mit FX bezüglich die Winfel w — 90° unb 
av! — 90° machen. Bringt man nun noch an F einen, dem 
vertifalen Druck nach ‚unten gleichen Gegen: Drud z nach 


s 
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oben an, fo muͤſſen fich bie Kräfte x, x’, ux, ux‘, z, G, P wi 
W einander dag Gleichgewicht halten, wo unter G toieberm 
das Gewicht der Winde verftanden wird. Die ſechs Gleich 
gen des Gleichgewichts, welche bie ($$. 26. u. 29.) liefern, bie 
nen nun zur Beſtimmung der unbefannten Drude x und x, 
ihrer Richtungen w und w, bed Druckes ⁊ und der Kraft P. 
Uni aber dieſe ſechs Gleichgewichts: Gleichungen fchreiben p 
können, ſey noch 1 die Länge eines jeden der Zapfen, h die Höhe 
ber Winde (ohne Zapfen), H die Höhe berfeiben mit den Zapfen 
und b und a bie Abftände der. Angriffe: Bunfte von Lak W 
und Kraft P von dem Horigont XFY (fo daß nach Der Zeich 
nung a>b if). Die Koordinaten: Werthe der Angriffe:Punkte 
der Kräfte 
x mb ux; x! .und ux’; pP 
find daher bezüglich | 
—0.cas%y, —g-siny, al; —prcosy, —psinyt, br]; 
—Resina, +Recgsa, a; 
bie ber Laft W find dagegen Presin 4, —r-cas ß,; b 
Nimmt man nun zuerft die Summe der. Kräfte nach da 
drei Axen der Null gleich, fo erhält man, weil die nach ba 
Axen zerlegten Reibungen auf der horizontalen Kreisfläche bei 
Zapfens ringe herum .ftatt finden, alfe ſich paarmeife in ba 
Richtungen ber Aren FX und FY aufheben, 
1) r- eonadh Wreosft sy Hu siny) + 
x (cos! +u-sinıD) ==); | 
2) Pesina--W. ein 4x: (sinw— ucosy) + | 
xI(einy! — ncosıp) =); 
3) z—-W=|(0. 
Die drei Momenten-Gleichungen begüglich um ‚die Axen FZ, FI 
und FX werden bagegen 
.4) P- BR Wer—pc-he) 0—-iue = 0, | 
in fo ferne das Reibungs⸗Moment an der Grundfläche des Zapf 
nach (IL) genommen wird; ferner 
5) P-a-cosa-r Web.cos  -r4l.x-(cosy Fr u sin) + 
(h-+31l).x!.(cosw! -Pursinw!) = 0; 





5. 111. BB; mater, Hebel. Winde. Haspel. 3a 


9 P-a-sina-HW. —— lx · (cia v — ueosy) . 
Q. ( —uscosW) == 

Dieſe ſechs Gleichungen bilden nun ben Anſatz der. 
Sie liefern die fechsrUnbefänkten x,’ x’, P, w', z und P. 

Die Auftöfung dieſer ſechs Gleichungen macht fih am bequemften, 
wenn man aus (1. 2. 5. und 6.) bie-vier uubelannten Ausdrücke | 
x(cosy-tpesiny), Kling — wcosy), x’/-(cosp/-usin v) 

x’ (ain —urcosyt) 
auf algebraifchen Wege findet, dann die beiden erfiern berfelben quadrirt 
und adbirt, wodurch man x⸗, atfo x erhält; eben ſo Die beiden Ichtern qua⸗ 
drirt und abdirt, wodurch x’2, alfp ‚auch x’ gefunden wird (alles in P und 
W ausgedrüdt); zulegt aber diefe Werthe für x und x’ in die Gleichung 
(4.) fubflituire. Diefe End» Oteicung zwiſchen P und W sur dann 
in W apögedrüdt, _ on 
Man findet auf dieſein Bee ch. 
7) x-(cosy-Hursiny) = _P zur I-b)rcns s 
8) xeleinyZincney) Ei — — 


9) x’-(cosy'tu- sin) — Peer, 


10) x’.(siny/—u- .cosy)= — 
11) TR4+-HY1-r uN).2? = “ Tr 
FE A ——— nn 


12) HAST. 
P2.(a—11?-+-W2.(b_11)>-F2PW- a-})- «(b—11):cos(2—a). 


Weil aber nun aus (11. u. 12.) ſowohl für x ald’ auch für x’ Wurzel⸗ 
Ausdrücke gefunden werden, fo wird bie Gleichung (4.), wenn man diefe 
Werthe fatt x und x’ fubflituirt; febr verwikkelt, und, wenn man beide 
Wurzeln megfchafft, nach P vom vierten Grabe. 

Statt baber bie allgemeine Aufldſung der Aufgabe weiter zu 
verfolgen, wollen wir lieber noch einige ſpecielle Faͤlle derſelben 
naͤher betrachten, nämlich die Faͤlle: 1) wenn ſich aus (II. u. 
12.) fowohl x ale x’ rational selgen, und 2) wenn x und x! 
einander gleich werben. 

Man feße zu dem Ende ' 

1) zuerft cos(?— eo) = =1,- _ 

d.h. a0, oder P—a — 180° 


P-a-iD- sin ai ne DE np, 
h+ 


voraus, d. h. man fege voraus, daß Kraft und Laft mit einan⸗ 


. 


folglich 


v \ 
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ber parallel und entweder in demſalben Sinne (0 = a), ode 
in genau entgegengeſetztem Sinne (0— 41800) wirken. Fuͤt 
RA = geben bie Gleichungen (11. u. 12) ſogleich 
I — —— 
no s(cheel)V kp u :- 
er re 
a p 
4 un _ — 2 
F 8 ‚ziert —— und 
Die Gleichuns (4.), wird nun... 
P-R— Wer — TIL w — — 
r —— ): net = 0, 
und: biefe giebt, werm wiedernm· er. 
By Trug: te _,„ 
— =K, zen mr. 
gefeßt wird, Ze et nn 


Pı= (ek WE 2unG 
a, 
1 —kv.. er —— 


Died 9 alſo das Reſultat für den Falk, daß raft ‚und tel 
mit einander parallet und in einem und bemfelben Sinne twirter 

2) Wird aber 4 = = 180°, folguich eo — a) — 
ae fo findet ſich r BR 
Be EINEN TEDE SE Gib) | 
| u (HB 
—P- @—ID-EW: —— 

0h· re 


arm — 


und die Gleichung (4.) giebt alſo dasmat, Bu 















m 


P. R — Wr + 7 — 





2— FRE BR > 
Vi u? Nr 
jeder BR een \ 
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p Aææé kr) W-$3G 
— 1-Pky ”. 
wo 
__ kb 9, Lu vu Q 
** Ne -—R men 
ift. - y j 


3) Suchen wir endlich den Fall noch auf, wo die beiden 

Drucke x und x! einander gleich werden. Er hat ben Gicänen 

een. (dl: u. 12.) u Holge ſtatt, ſo aft tn 
h+3l—a=ma—l md b—I. 

d. h. s=bel+4ıh= 

ift, alſo fo oft Kraft ‘und Laſt genau in ber Mitte der Welle 

angebracht fi nd. — Die Gtrichungen (HE u u: 12.) geben dann’ 


ı 
1 * WMW.cos ( —- ), ... 
x’ rer Far (£ ; 





und die Sleichung 8* wird nun, wem —=k geſeht wird, 


V 
KEN WE) = —P: —— :G, 


ober, wenn man ſolche nach P ordnet, auch 





ar ne. * 6 und J 
29 n.[eH Krä:cos Be)]. WH3unG 
p — —— * u 
a 1—k’v 
a (e 2._ 22), W+3weGW trau. Gr 0 
2 | “1 k? —ö 


in welcher Gleichung ber Nenner 1—k’?, weil er ſo ſehr nahe 
* 1 iſt, gang weggelaſſen werden kann. 

Dieſe Gleichung unterſcheidet fi) von ber Gleichung, ($. 110. 
Fr. 2 welche wir unter derſelben Vorausſetzung/ daß die Drucke 
x und x! auf beide Zapfen gleich find, daß daher der Geſammt⸗ 
Druck auf einen einzigen fingirten Zapfen in der Mitte vereint 
gedacht werden kann, für den Haspel erhalten haben) nur in 
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fo ferne, als der Thal der Neibung, welcher von dem Gewichte 
G der Mafchine abhängt, Bien etwas anders eingehen mußte. 
Die jebige Rechnung zeigt daher, wie der Haspel hätte eigent: 
lich behandelt werben müflen, zeigt aber zu gleicher Zeit, daf 
die dort, ber Erleichterung ber Nechnimg- wegen gemachte Bor: 
ausſetzung wenigſtens dann gerechtfertigt it, wenn man Kraft 
und Laft’möglichft in der Mitte des Haspels anbringt. 

Anmert. Wir bemerken nur noch, daß dad Rab an in 
elle, alfo der Haspel und die Winde, nach den verfchiebenn 
Meifen ihrer Anwendung auch noch verichiebene Namen babe. 
Namentlich unterfcheitet man bei den Haspeln 

‚daB Seilrad, wenn bie Kraft an einem Selle wirkt, we 
ches ſich an dem Umfauge bed Rades befindet; 

den Kreuzhaspel (sucula), wenn ſtatt des Rades mit 
telſt kreuzweis durchgeſteckter. Arme Sotene Harres) die 
Welle umgedreht wird; 

das Spillrad (Roue de carriere), wo am, Umfange bei 
Rades Sproffen, parallel mit der Wells Are angebracht find; 

bag Hornrad, two dieſe Sproſſen in ber, verlängerten Rich 
tung der Halbmeſſer des Rades angebracht werden; | 

den Hornhaspel, bei welchem ſtatt des Nades am Ent 
der Welle, two fich die Zapfen befinden, Handgriffe oder Zur 
bein (Hagpelhörner, Manubria, Manivelles) angebracht find; 

das Laufrad, welches aus einem hohlen Nabe ober eine. 
Trommel (Tambour) befteht, innerhalb deſſen Umfang Menſche 
oder Thiere durch ihr Gewicht eine Umdrehung bewirken. 
Bei den Winden oder Goͤpeln unterſcheidet man | 

die Erdwinde, welche von Menfchen mittelft Stangen ode 
Arme, bie durch die Welle ‚gefteffe find, umgedreht werden 
von den 

Pferdegoͤpeln, bei welchen lange Arme oder Zu 
an ber Welle befeftige find, die man aber durch Pferde in 
wegung feßt. 

Hat die Welle eine fchiefe Stellung, und beficht bag 
aus einer Scheibe, auf welcher ſich Menfchen oder Thiere fi 
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tend beivegen, um dadurch eine Umbrehung zu bewirken, fo heißt 
diefe Einrichtung eine Tretfcheibe, diefe wollen wir bei Ge 
legenheit der fchiefen Ebene etwas näher noch unterfuchen. 


— — 


Dritte Abtheilung. 


Von der ſchiefen Ebene; vom Keile; von der Tretſcheibe und 
von der Schraube. 


§.. 112. 
Bon der ſchiefen Ebene 


Eine ſchief e Ebene iſt eine feſte Ebene, welche gegen den 
Horizont einen Neigungs⸗Winkel RaC« ($ig. 50.) bil⸗ 
det. Der Schenkel AB dieſes Neigungs⸗Winkels heißt die 
Länge, bie verlifale BC dagegen bie Höhe und AC bie 
Grundlinie der fchiefen Ebene. 

Auf der fchiefen Ebene AB liege ein Gewicht W ale Laſt; 
am Schwer⸗Punkt S dieſes Körpers WV twirfe eine Kraft P, 
deren Richtung mit dem Horizont AH den Winkel A bilder. 
Man fol die Bedingungen des Gleichgewichts finden, fo daß 
die Reibung bereitd mit überwunden iſt, alfo fogleich eine Be 
wegung nad) oben erfolgt, fobalb P um noch fo wenig ver⸗ 
mehrt wird. 

Nach ($. 78.) erleidet im Gleichgewicht die ſchiefe Ebene an 
einem unbekannten Punkte F einen unbekannten Normal⸗Druck, 
dem wir ſogleich in der genau entgegengeſetzten Richtung FE einen‘. 
eben fo großen Gegen⸗Druck z entgegenfegen. Senkrecht auf diefen 
Normal: Drud,. alfo längs der fchiefen Ebene FA, wirkt bie 
Keibung uz. Diefe Kräfte P, W, z und zz müffen nun in's 
Sleichgewicht gebracht werben. — Zu dem Ende lege man durch 
den Schwer⸗Punkt S die Linie OY fenfrecht auf die fchiefe Ebene 
und nehme folche zur Dfdinaten- Are, während OBX bie Ab: 
ſciſſen⸗Axe ſeyn fol. Mit Iegterer machen num bie Kräfte 

II. [20] 
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P, W, z un gr 
bezüglich die Winfel | 
- «a—P, M’-Fra, 270° und 180°, 
welche wir von OX nad) ber verlängerten OY hin zählen. Wid 
nun OD und OK bezüglich auf die Richtungen der Kraft P und be 
Laft W fenfrecht gegogen, und OS=s gefeßt, fo ift W. DOSS-ß 
alfo OD = s-cos(«— P), während OK = s-sine ifl. Un 
ift zuleßt noch x der Abſciſſen-Werth des Punktes F, fo erhält 
man aus ($. 36.) die drei Bedingungs⸗ Gleichungen des Gleich 
gewichts, naͤmlich 
I. P-cos(a — 8) — W sine — uz —=(, 
II. Pesin(@— BP) + W:cose—z = 0), 
II.  Pes00s(a — NM — W-s.sina— z.x — 0. 

Dies ift der Anfag der Aufgabe. Die beiden erſtern Sie 
ungen geben die Kraft P und den Druck z (auf die fchiet 
Ebene); die dritte giebt x, d. h. die Stelle F, wo dieſer Drd 
z wirft. ü | 

Um diefe Gleichungen aufsulöfen , nruftipfcie man die (IL) mite 
und fubtrahie fie von der (I.); man erhält dann | 

1) P— sin x u-cosa 
— cos(a— 8) - u in" 
und dazu aus der (IL) 


cosß 
2). Ba Fe Peter a 

während dann bie (TIL) dazu Hefe 

3) = us 
Zeigt fi ch dieſes x fo groß, daß ? über die Grundfläche der Laſt \V bins 
fällt, fo iſt das Gleichgewicht deshalb nicht möglich, weil dann Die Laſt er 
der fchiefen Ebene umkantet. 

Sucht man zuerk einen Winkel 5 aus der Gleichung 


4) tgö = u, | 

fo geht die (1:) über in " | 
_ _sinlard) v 

5) p eos (a — B-+-0) We 


welches für die Rechnung mit Zogarithmen bequem ik 

Anmerk. 1. Man fann nun. wehrere befonbere Nichtungt 
der Kraft P voraugfegen. . 

I. Läuft 5, B. Die Richtung ber Kraft p mit der fchiefe 


’ 
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Ebene parallel, fo ik A, und dir Slechungen if. P 
und W- werben nun 

P = (kiaa-+-wcosa)W, oder P = — ante, 9 .W. 

II. Laͤuft dagegen die Richtung ber Kraft p horizontal, ſo 
iſt 0*00 und die Gleichungen zwiſchen P und W werben, nun 
pp Mahn. —— — 

cos &æ — u-sina’ 

Ammenk. 2. Man kann auch nach dem Winkel @ fragen, 
für weichen bie Kraft P unter ‚übrigens gleichen Umſtaͤnden ein 
un oder, Minimum wird, Man muß zu. dem: Ende 

—= 0 feßen, und für dieſen Werth non .« unterſuchen / ob 
je negativ ober pofitiv wird, aber ‚auch P,— =} fen und 
auch diefen Werth pon «noch. pruͤfen, ob, er wirklich P zum 
Marimum oder Minimum, macht, nach (I. Th. Anelyf. $. 56.). 

1. Gefchieht Died in dem. Falle (I; der. Anmerk. L in wel 
chem bie Kraft mit der fchiefen Ebene. parallel ut, er: 
halt man n 

BP. — (coau— irsina).W = 0, "all os = Mo... 

oder , 


oP„= — w=0; alſo ner, d. a=W-5. 


während 82P, uegativ toirb, Wird af in, dieſem alle, ber 
Neigungs: Winfel « fo groß genommen, daß er den Reibunge: 
Winfel ô zu 90% ergänzt, ‚fo ift die (parallel mit ber. fchiefen 
Ebene wirfende) Kraft P die größte. " Jede andere Lage der 
fchiefen ‚Ebene iſt daher dann ber, Kraft günfliger. : 

I. In dem Falle (I. Anmerk. 1.), wo bie Kraft P hori⸗ 
sontal wirft, roicd dagegen en 

l. ' ur 

op. = cos ET 
Die Bleichung ep, — 2 giebt daher hasmal en 
, cos(a-+9) =0, dh «= 906: . 

Unterfucht man .aber .für diefen Werth von « ben Werth von 
P, endlich) auch den Werth von Paaa, wo h unenBilchtlein < ge: 

[ 20* ] 


— — — — — — — nn 
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dacht wird, fo ſiadet man zunaͤchſt P.— 3, und dies iſt ci 
Beweis, daß bei dieſem Winkel « = 90° — d eine horizoniale 
Kraft das in Rebe ſtehende Gleichgetwicht gar nicht mebr erhal 
ten fann. Berner zeigt fich 
"Pon = 15(M’-Hh),W = — cotgh-W, 

und diefer negative. Werth von P jelgt an, daß für einen nod 
größern. Werth. non «,. baffelde Gleichgewicht eben fo weni 
möglich ift. 

Eine horizontal wirkende Kraft: P erhält alfo'bie Laſt W 
nebſt der Reibung nur dann noch im Gleichgewicht, ſo lange 
90 5iſt; und dieſe Kraft iſt dabei immer größer, x 
größer e felbft' (zwiſchen O und M’— 5) wird. 

mM. Betrachten wir noch den allgemeinen Fall des ($.) ſelbſt 
und ſuchen wir ben’ Werth von «, für welchen P ein Maximus 
oder Minimum- wird / ſo muß man: bei dem Differenzliren nach 
a zwei Faͤlle wohl unterſcheiden, nämlich 

A) wenn Aton-« ganz unabhängig gedacht iſt, d. h. wen 
die Kraft bloß mit dem Horizont einen beſtimmten Winkel macht 
und ihre Richtung mit der Lage der ſchiefen Ebene nicht änben 
(tie in IL, wo #=0 war), oder 
B) wenn 8 noch eine. gegebene, Funktion von @ ift, d.h} 
wenn die Richtung der Kraft P mit der Lage der fchiefen Eben 
zugleich fich aͤndert (mie in E, two A=:i a geweſen 1). 

Im Sale‘ (A. ) erhält man 

u co 8 RB 
= = Ta 
und wihrend die Gleichung DP. = 0 einen Wibderſpruch ent 
haͤlt, fuͤhrt die Gleichung 

dP. =: u oa — 0, 
d. h. zu a * 90 (dp), 
welcher Werth von a aber P =! giebt, daher bie Unmöglid; 
keit des Gleichgewichts anzeigt. | 

Im Falle (2:) dagegen wird 

cos ß — ain (0) · cin (æ — P-F-6)dPu 
OP. = TE ee ER 


w; 


und die Gleihung SP, = 0 beftimmt basmal den Winkel a; 
fr ?=a—., d.h a— 6 3. wird 89%, —=1, und 
die Gleichung BP, = 0 wird daher jegt 

cos œ — ) — sin(a-+D)sin(e-+0) — 0, 


oder - 1c0os (@&—s)-+1cos (ar E20) = 0, 
oder cos(e-+ö)-cos(c-+ö) = 0, 
d. h. a 900. 


Macht alſo die Kraft P mit der ſchiefen Ebene einen kon⸗ 
ſtanten Winkel e, fo iſt fie, wie in dem Falle, mo fie mit der 
ſchiefen Ebene parallel läuft, allemal die größefte, fo oft « ben 
Reibungs »Winfel 5 zu 90° ergänzt. . 

Anmerf. 3. Man fann auch « gegeben fich denfen, und 
nad) den Winfel 8 fragen, für welchen die Kraft P ein Mini- 
mum if. Man muß dann aus dem Werthe von P im ($. 
Pr. 1.) E 

__ —sin(a— P) — u-cos(e — f) 
er Beine) u 
finden, und ſolches —= O ſetzen; und man erhält 

0 Ba—f)= —um —igd, 
alfo . a—B= —d, dr P=aro,. Ä 
Wenn alfo bie Kraft nach oben zu wirft, und fo daß fie mit 
der fchiefen Ebene den Reibungs⸗Winkel 5 bildet, fo ift fie un- 
ter übrigens gleichen Umftänden am Eleinften. 

Anmerf. 4. Wollte man bie Laſt W Jangfam herunter: 
gleiten laffen, und zu dem Ende die Kraft P fuchen, welche mit 
Hülfe der Reibung bie Lat W gerade noch erhielte, fo müßte 
man in dem Anfage (I. — III.) die Glieder, welche die Reibung 
enthalten, mit dem entgegengefegten (-H oder —) Zeichen verſe⸗ 
ben, d. 5. —u flatt u fchreiben, wenn man den Anfaß ber 
jeigen Aufgabe haben wollte. Aber eben deshalb erhält man 
auch die Auflöfung der jegigen Aufgabe, wenn man in ben vor: 
ſtehenden Refultaten überall —u flatt u, oder —o ftatt 5 ſchreibt. 

Die Unterfuchungen über die größten und kleinſten Werthe 
der Kraft P werben für bie jegige Aufgabe freilich etwas anders 
ausfallen; da 5. 3. in dem Kalle der (I. Anmerf. 2.) für die 
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jeßige Aufgabe « = 90-5, d. h. ſtumpf werden müßte, wenn 
ber Bedingung IP, O0 genügt werden follte. In dieſem Falk, 
wo bie Kraft P mit der fchiefen Ebene parallel gebacht wird, 
wächft alfo von a==d an, wo P=0 wird, bis gu «= M 
bin, wo P== W moirb, bie Kraft P fortwährend, ohne irgend 
bazmwifchen ein Marimum oder en Minimum zu erleiden. 

Es ift leicht, die übrigen Fälle auch für bie jetzige Aufgabe 
in Betrachtung zu ziehen. Die Srage det (Anmerf. 3.) beant: 
wortet fich für die jegige Aufgabe dadurch, daß man P=a-i 
- findet. 

Anmerk 5. Wir haben in der Aufgabe des ($.) vorand 
gefelst, daß die Kraft P gerade den Schwer: Punft von W ar 
greift, oder daß die Richtung der Kraft P durch diefen Schwer: 
Punkt hindurchgeht. Setzten wir dieſes nicht mehr vorand 
fo wuͤrden die beiden Gleichungen (I. u. IL), alfo die aus ihne 
gefolgerten Werthe des Normal⸗Druckes z und der Kraft P, 
genau und unverändert biefelben bleiben, und nur die dritte Sie 
hung (III.) würde fi) in etwas ändern, alfo auch der Abfck 
fen: Werth x, welcher den Punkt amgiebt, in welchen der Now 
- mal: Drud z vereinigt gedacht werben fann. Deshalb wola 
wir diefe Betrachtung hier nicht weiter verfolgen, in fo fm 
fie durchaus nichts Neues darbietet, um jo weniger, als wir im 
($.) ſchon bemerkt Haben, daß die durch die Abſciſſe x beftimmte 
Stelle, wo der Normal:Druck wirkt, nicht außerhalb der Grund 
fläche des Körpers W, mit welcher er auf der fchiefen Eben 
aufliegt, fallen darf, mern nicht: ſtatt des gefuchten Gleiche 
wichts ein Umkanten des Körpers W ftatt finden foll. 


§. 118; 
Bom Keile. 

Ein prismatifcher- Körper, deffen Duerfchnitt ein Dreieck ABl 
(Zig. 51.) ift, wird Keil (Cuneus, Coin) genannt. Iſt AC=BC 
fo heißt AB der Rücken; CD fenfrecht auf AB heißt dam 
. die Länge des Keils, und AC und BC werden feine Seite 
genannt. 
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Es find EK, EK zwei-fefte, gegen den. Horkent HEH un: 
ter dem Winfel 4 geneigte fehiefe Ebenen. Auf: beiden liegen 
zwei: gleiche und gleich ſchwere Werallelepipeba, deren Gewicht 
W,W al$. £aft betrachtet wird, und deren Dimenfionen FG=b 
und GK=a find. Zwiſchen beiden Eden F, F-ftefft ein Keil 
ABC, deffen Länge DC vertifal ift, und verlängert, durch den 
Punkt E hinburchgeht. Auf den Rüden AB des Keils in D 
in der vertikalen Richtung DCE wirft: eine Kraft P; es ſey 
ferner der Winfel DCA—=DCB= a, fo daß der Winfel ACB 
des Keils — 2e iſt. Man: foll die Bedingungen des Gleich: 
gewichts angeben, doch fo, daß, wenn die Kraft P um noch fo 
wenig größer wird, die Reibung der Betvegung der Kraft in 
ihrem Sinne fein Hinberniß mehr entgegenftell. 

Man hat hier drei einzelne loſe mit einander verbundene Koͤr⸗ 


per in's Gleichgewicht zu bringen. Weil aber die Gleichgewichts⸗ 


= 


Gleichungen für die beiden parallelepipebalifchen Klöge genau 
diefelben werden müffen, fo. wollen wir nur einen dieſer Kloͤtze 
betrachten. 

An dem Keile ABC wirken in F, F die beiden n anf die Sei- 
ten AC und BC normalen Drucde N, N in den Richtungen 
FL, FL; ferner noc) die beiden Neibungen ux, ux in ben Nich- 
tungen FA, FB, endlich) noch in D oder L oder C bie Kraft 
P in der Richtung DCE. Damit diefe Kräfte einander dag 
Gleichgewicht halten, hat man nach ($. 36.) drei Gleichungen, 
nämlich 

L. P—2N:.sin« — 2uN.cosa = 0, 
und die beiden andern werben identiſch — 0. 

Am Kloge zur Rechten wirft an einer unbefannten Stelle U 
der unbefannte auf EK normale Gegen-Drucd M und bie Rei- 
bung wM in der Richtung KE; ferner an F' in der Richtung 
LF ber Drud N, und noch die Reibung uN in der Richtung 
FC; endlich in der vertifalen Richtung ST dag Gewicht W, 
am Schwer⸗Punkt S des Kloged, den wir ung in der Mitte 
deffelben benfen wollen. Diefe fünf Kräfte M, „'M, N, uN 
und W müffen nun einander das Gleichgewicht halten. Nimmt 
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man daher wieberum EH und ED zu Koordinaten» Aren, fo 
bat man noch, wenn EU =x und EG = c gefet wird, 

1. M-cosf—uM «sin A — N: sin a—uN-cosa— W ==0, 
IL  —M:«sinß— uM-cos A-+-N-casa—uN.sina — 0, 
IV. N:esin(a-+-P)+N-becoserd)—M-ı+ 

W.(c-H+la).cos d—Welbssin —=0*) 
Diefe vier Gleichungen (J.— IV.) bilden nun den Anfag ber 
Aufgabe, und bienen zur Beſtimmung ber vier Unbekannten P, 
N,M ud x. 
Um biefe Gleichungen am bequemſten zu löfen, muß man aus der 
Gleichungen (II. u. IILY, welche fich auch fo fchreiben laſſen: 
II. (coS - .sinß)-M — (sina-t-urcosa)-N = W, 
IL — (sin ß-+ u’-cosß)M-+-(cosa — ussina)-N = 0, 
wert M und N finden. Dann liefert die (1.) die Kraft P dazu, uad de 
(IV.) giebt dann die Entfernung x oder EU des Punktes U, wo der Drud 


M auf die Unterlage concentrirt gedacht werden kann. Die Gleichungs 
(U. und IIL) liefern aber 


N= sinß-+- u‘-cos? 
(1 uu').cos(a +9) — — 
N= co8a — ursina 


(1— uw’)-cos(«+P) — (ut u’)-sin (a8) w 
während die Gleichung (1.) dann fogleich 
P=2% (sin at u-cos a)-(sin 8-+ n-cosß) vw 
(1 eu‘).cos (ap) — (up ‘)sin(atP) 
dazu Liefert. | 
Anmerf. 1. Iſt 40, d. h. liegen bie. Klöge auf har 
sontalen Unterlagen, ſo wird 
_ WO 
— (I-uul).cosa —(utu)-sina 
C08 & — u8in a 
“= (I — uu')- cosa— (nt p)reine w 


und 
2. — u'-(sina-+ u-cos a) R 
(I — uu')cosa— (u u! sing 


*) Um diefe Momenten» Gleihung am bequemften zu bekommen, ha 
man fi N und W nach den Kanten GK und GF zerlegt gedacht, ze 
ftatt N und W diefe vier Seitens Kräfte ſubſtituirt. Es waren dann I 
MomentensArme in Bezug auf den Punkt E als Centrum der Rome 


viel leichter. au beſtimmen. / 
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Anmerk. 2. Wird der Keil zum Spalten gebraucht, ſo 
kann man ſich die beiden Kloͤtze in einen einzigen feſten Koͤrper 
vereint denken. Die Gleichungen (II. III. u. IV.) werden dann 
ganz uͤberfluͤſſig, und es bleibt bloß die Gleichung (I) allein, 
welche | \ 

' P = 2%-(sina-+u-cose)-N, 


pP 
sin œ u-cos « 
liefert, je nachdem P ober N gefucht feyn follte. 

Diefe Auflöfung. ſtimmt mit der fogenannten Kegel bes 
Borelli überein. Merfenne nahm an, daß der Gegen⸗Druck 
N nicht fenkrecht auf der Seite BC, fondern fenfrecht auf bie 
Länge CD bes Keils wirfe; und de la Hire nahm an, daß 
Diefer Gegen» Druck fenfrecht auf der Fläche bes .Spaltes ſtehe. 
Beide leßteren Borausfegungen widerfprechen aber bem im ($. 78.) 
Geſagten; werhalb die Regel bes Merfenne und Regel 
des de la Hire als unrichtig bezeichnet werben müflen. . 


oder 
N= !% 


§. 114. 
Bon der Tretſqheibe. 


Die Scheibe (das Rab) eines Rades an der Welle (Fig. 52.) 
mache mit der Horisontal: Ebene den Winfell „—W. BCD, 
wo CD vertifal gebacht wird. Die Ebene GCD fey bie 
Ebene des Neigungs : Winkeld y der Scheibe mit dem Hori⸗ 
zont. Am Umfange ber Scheibe in dem burch den Winkel 
GCE = a gegebenen Punkte E wirft das Gewicht P eines 
Menfchen oder Thieres vertikal, alfo parallel mit CD. Am 
Umfange ber Welle in N wirkt tangentiel die Laft W, welche 
mit der CG den Winkel A macht. Das Gewicht der gan 
zen Tretfcheibe fy = G und C ber SchwersPunft bderfelben, 
ber Radius der Scheibe ſey = R, der Radius der Welle =1r, 
und der Radius der Zapfen = o. Man fol die Gleichung 
zroifchen der Kraft P und ber Laſt W finden, im Falle bes 
Gleichgewichts, jeboch unter ber Vorausſetzung, daß die Reibung 


a 
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von der Kraft P bereitd überwunden if. — Wir werben die 
Aufgabe: fo behandeln, wie dies ($. 111.) für die Winde ges 
fchehen if. - Man nehme bie Are CB zur dritten Koordinaten: 
Are, und in der Ebene der Scheibe die beiben andern Koordi⸗ 
naten⸗Axen, und zwar CG, und fenfrecht darauf CH. Dem 
Druck bei B auf die Unterlage fege man den normalen Gegen; 
druck z entgegen in der Richtung BC, fo ift das Reibungs⸗ 
Moment um bie Are BC nad) ($. 111. IL) = duoz. Die beiden 
Zapfen B und A drücken die Lager in der Mitte ihrer Länge 1 an 
ben Stellen, deren Radien mit CG bie unbekannten Winkel 1800/ 
und 180°! machen, welchen unbekannten Drucken man die eben 
fo großen Gegendrucke x und x! entgegenfeßt. Die Reibungen an 
biefen Stellen find ux und ux’! und machen mit der Ci die 
Winkel w— 90° und w!— 90%. Alle diefe Kräfte nun muͤſſen 
einander dag Gleichgetwicht halten; daher bat ı man nach ($$. 26. 
und 29.) | 
A) die Summe aller nach den drei Aren gelegten Kräfte 
=0,d65 ' 
I. (P-+-G)-siny+W-cosßd-+x-cosy + ux-siny-+- 
| xl.cosyI-F-uxtsiny! — 0, 
u. Wesin Pf + X-sin Yv— ux-cosy + 
' sin! — url. cos ⸗ =0(, 
III. ——— * 0; 
udn Ä 
B) bie Summe der ſtatiſchen Momente in den drei Koor— 
Dinaten- Ebenen ober um bie brei Koordinaten: Aren, der Null 
gleich, nämlich 
IV. PR-sina-siny— Wer—ug- (s+-x!)—juor = 0, 
und: noch bie beiden andern Gleichungen, welche ſich auf bie 
Ebene GEB und HCB beziehen, und: welche in. Verbindung 
mit (I. und IE.) die vier Unbekannten x, x’, w und w! zu lie 
fern haben, während dann die (IV.) bie Kraft P dazu zu lies 
fern bat. — 
Weil aber die. Rechnungen durch Diefe Art die Aufgabe gu 


& 
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behandeln allzu weitläufig werben, fo thut man gut, u == wi 

vorauszuſetzen. Die Gleichung (III.) giebt ohnedies 
z = (P-+G)-cosy; 

daher werben bie Gleichungen (I. IL. und IV.), wenn url 

durch N bezeichnet wird, fo dag N ben Sefammt+ Drud auf 

die Wände der Zapfen vorſtellt, 

1) (P-+-G)-siny--W:cosß-+N-cosy-+-uN:siny = 0, 

2) W:sinß-+-N»-siny— uN-cosy = 0, 

3) PR.sina-siny— W.«r— uo-N—3ug-(P-+-G)-cosy U - 
wovon bie beiden erſtern den Druck N und ben Winkel v ge 
ben, die dritte aber dann P dazu liefert. Die Ausrechnung if 
nun fo wie ($. 110.) bei dem Haspel zu führen, oder wie 
($. 111.) bei der Winde; und man erhält zuerft 


V(P+-G)?.siny? +W?+-2(P+-G)W: ‚einy-cosf, 


4) N= 





| i+w 
dann aber, wenn wieder 
5 ek, 2, we 
geſetzt werben, F 0 


6) (sina?-sin y’—! uv-sin a-sin yeeosy-+ - 

uꝰvꝰ· cos y — k’v?.siny?)-P?, 

22 EEE 

—1u?V?G«cosy’+k?V?-G-siny’+k’y?W »siny-cos 
+ eW?.+3 usvWG-cosy-+4 Kv’G?.cosy? | 0. 

—k?y2 (W?+G?.siny? +2 WG-siny-cos f) | 

Iſt alles in Ziffern gegeben, fo wird diefe quabratifche Gleichung 
leicht aufgelöft, und der größere der beiden Werthe für P ift 


der hier gefuchte. , 


§. 115. 
Don der Schraube 


I. Wird ein. rechtwinfliches Dreieck ABC ($ig. 53. ), wel: 
ches den Winfel CAB = «a hat, um einen fenfrechten Cylinder 


— 
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dergefialt herumgewikkelt, daß bie Kathete BC fiets parallel bleibt 
mit der Are PQ des Cylinders, fo bildet die-AB auf dem Cy⸗ 
linders Mantel eine SchraubensLinie Der Winfel « heißt 
die Neigung ber Schrauben-Linie. Nimmt man von A 
aus ein Stuͤck AD ab, welches dem Umfange Zrr der Grund: 
fläche des Cylinders gleich iſt, fo iſt die zugehörige Kathete 
DE = 2rnige die Höhe des Schraubenganges (Pas 
de la vie), während der Theil der Schrauben⸗Linie, welcher 
gergbe.burc dag Stuͤck AE ber Hppothenufe gebildet wird, ber 
Schraubengang (Helix, Filet de la vis) heißt. Wird auf 
dem Eylinder in der Richtung der Schrauben: ‚Linie eine Erbös 
hung angebracht, fo heißt der Cylinder eine Schrauben: Spin 
del (Cochlea mas), und feine Hervorragungen das Schrau: 
ben⸗Gewinde. Die Auerfchnitte dieſer Schrauben: Gewinde 
durch Ebenen, welche durch bie Are der Spindel gehen, find 
manchmal Dreiecke (fcharfe Schrauben), manchmal Wierecke 
(flumpfe Schrauben). Die Schrauben: Spindel hat einen äu- 
Bern und einen innern Halbmeffer, welche beide um bie Dicke 
des: Schrauben: Getwindes verfchieben find. Wenn ſchlechtweg 
vom Halbmefier ber Spindel gefprochen wird, fo wird immer 
der mittlere (dag arithmetiſche Mittel zwiſchen dieſen beiden 
verſtanden. 

Eine Schrauben Mutter (Cochlea femina. Ferou) 
. AR ein ausgehöhlter Cylinder mit Schrauben: Gängen, in welche 
die Schrauben: Spindel mit ihren Schrauben» Gängen genau 
paßt. Spindel und Mutter gufammen bilden die Schraube 
(Cochlea. Vis). 


1. Iſt h die Höhe eines Schrauben Ganges, fo iſt für 
jede in dem Schrauben-Getwinde vom Eleinften bis zum größten 
KHalbmeffer der Spindel liegende Schrauben: Linie ihre Neigung 
@ immer anders und anders. Es iſt naͤmlich 

1) = == rim? 
wenn r’ bie Entfernung der Schrauben » Linie von der Are der 
| 
J 


N 


\ 
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Schrauben » Spindel vorſtellt. Gewoͤhnlich nimmt man als Mit⸗ 
telwerth n 

2) J — = En, | 
und verſteht unter r den mittlem Halbmeſſer ber Spindel. 

-, IH, Eine Schrauben-Spinbel (Fig. 54.)-QKCG geht in einer 
unbetveglichen Schrauben- Mutter -DFEG, ihre Are-CK fiche 
vertital. Unten in C hänge eine Laſt, welche mit Inbegriff des 
Gewichtes der Spindel — W.feyn mag. Oben bei Q ſtekkt 
ein horizontaber. Hebel⸗ Arm AD von der Lange R, an. deffen 
Ende eine Kraft P in einer..auf ihm fenfrechten und horizonta⸗ 
len. Richtung wirken mag. Der mittlere Halbmeffer ber Spin: 
del ſey S r. Wie ift die Gleichung zwiſchen Kraft P und Laft 
W im Salle des Gleichgewichtd, jedoch unter der Vorausſetzung, 
daß die Reibung von der Kraft P bereits mit überwunden. ifl. 

Es finden bier offenbar. zwei Reihungen ſtatt; eine auf den 
Slächen, die andere an ben Rändern der Schrauben - Gewinde. 
Die letztere hänge von-bem Druck ab, ben .die horisontal wir⸗ 
kenden Kräfte hervorbringen, und welcher auf dem Cylinder⸗ 
Mantel der Schrauben: Spindel fenkrecht ſteht; dieſe Neibung 
if; da: in. der. Regel, P- gegen. W. mr klein ift, gegen Die andere 
Reibung ganz gering, und um bie Rechnungen recht einfach zu 
machen, fo läßt man fie gewöhnlich ganz außer Acht. Die Rei⸗ 
bung an den Flaͤchen ber Schrauben: Gewinde hängt dagegen 
von dem normalen Druck diefer Flächen gegen: einander ab, alfe 
von P und W, ift daher viel bedeutender. und forgfältig in 
Rechnung zu bringen. Man kann: fi den Druck⸗N, der Schrau⸗ 
ben⸗Gewinde auf einander, auf. einen. einzigen Gang gleichmaͤ⸗ 
Big vertheilt denken, fo daß. auch bie Reibung uN gleichmäßig 
vertheilt gedacht ift. Denft man ſich nun drei Koordinaten⸗Axen, 
naͤmlich QA, auf ihr ſenkrecht und ebenfalls horizontal QOY, und 
noch QC, und ift dag Schrauben- Gewinde ein fiumpfes, fo he⸗ 
ben fich dieſe Neibungen nach den beiden borisontalen Aren zer: 
legt und ſummirt, einander auf; nach. ber vertifalen Are OC 
zerlegt und fummirt, erhält man aber aus biefer Reibung 


. 
8 a, "ya 
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. a h on 
1) uN-sina, wo iga = 2. 


ift, wenn @ ber Neigungs:- Winkel der mittlern Schrauben : Linie, 
wenn ferner h die Höhe des Schrauben: Ganges und r den 
mittleen Halbmeffer der Schrauben Spindel vorfiellt, und wenn 
man ſich Druck und Reibung -in der mittleren Schrauben: 
Linie vereinigt denkt. In der Richtung der: Tangente bes mit 
r beſcheiebenen Kreiſes zerlegt, giebt die Reibung die Kraft 


2). uN · cos c 
und dag‘ Ratife Moment ber Reibung un CO: herum wird 
3) 2* urNeeosc: 
Der Druck N, zerlegt, giebt 
4) N.cose m der Richtung oe 
md - 
> Neina 


nach der Tangente bes mit r- befchriebeten Kreifes; fo daß das 
ſtatiſche Moment dieſer letzten um -OC baum, r N.ai 
wird. Nimmt man nun von den ſechs Gleichungen des Gleich—⸗ 
gewichts, welche zwiſchen dem Gegendruck N, der Reibung uN, 
der Kraft P und Laſt W ftatt-finden, nur die beiden, welche 
die Axe OC: betreffen, nämlich: die Summe aller: Kräfte nad 
OC der Null gleich, d. h. 
IL "W_NooosbchiNesin — 0, 
mb: dann tioch die Summe der ftatiſchen Domete um OC 
berum der Null gleich, d. 6. , 

"IL P-R — Ner(sina-Eucose) = = 0, " 
(tun man N und P Finn ie BE: No 

Die echte Anfuunz if Gleichungen: si “ 


— eos U pesin « 
r sinactu coac 


und X P — Cosa — u sine , 
. ' .. j r h+H2urr 
oder TA x rw— uh W. 


Anmerf 1. Rechnet man die Reibung zu Sunften & der 
Kraft d.h. will man die Bedingungen ded Gleichgewichts an 


6 
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der andern: Grenze haben, fo daß ſogleich die Laſt Weherabgeht 
ſo oft ſolche um noch ſo wenig groͤßer gedacht wird, ſo muß 
in dieſen Refultaten — u flatt m geſetzt werden. 

Anmerk. 2... Eigentlid: muß bag : Moment der Reibung 
am die Are QC durch eine Antegration gefunden werben, . welche 
derjenigen :gang analng iſt, die wmir-im- ($. 111. II.) für dag 
Moment der Reibung der untern Flaͤche bes Zapfeng einer Winde 
haben ‚eintreten, laffen. Bei dieſer integration muß aber, dann 
auch. (nach U.) der Winkel «. als eine Funktion der Koorkinas 
ten der..reibenden Stelle angefchen werden, und: dadurch :wirb 
folche Hier--viel verwikkelter als dort. 

Wollte man auch die Reibung an den Raͤndern ber. Schraus 
bengewinde noch in Rechnung. bringen, fo müßte man fit fich 
an zwei unbekannten Stellen im unterften und im oberften Schraus 
ben⸗Gange vereinigt denken. Die vier übrigen Gleichungen des 
Gleichgewichts. müßten dann die. Winkel. y ‚und ıy!. liefern, Durch 
welche biefe Stellen der Reibung beſtimmt werben, und noch 
die Drucker welche die Mutter an diefen Stellen (ſenkrecht auf 
den Mantel der Cylinder⸗Aushoͤhlung) erleidet. 

Und wird endlich das Gewinde nicht ſtumpf, ſondern ſcharf 
gedacht, ſo zerlegen ſich Druck und Reibung auf den Flaͤchen der 
Gewinde, nach den drei Koordinaten⸗Axen noch etwas anders, 
worauf in diefem Falle ebenfalls Ruͤckſicht genommen werben 
muͤßte. 


VBierte Abtheilung: 
Von der Reibung eines um einen Cylinder geſchlagenen 
Seiles und von der Steifigkeit der Seile. 


6 ” 
2 


. 116... 
Don der Reibung eines um einen Cylinder gefhlagenen Seiles. 


Um einen gang unbetoeglichen Eylinder, ‘wovon der Kreie 
ADBM (Sig. 62.) ein Querſchnitt iſt, liegt von ‘A bie B em 
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Sc. Es fm CAX horkontal und GY vertifal. An A haͤnge 
ein Gewicht W, an B wirfe in der Richtung ber Tangente 
BE eine Kraft P. Der Winfel ACB ſey == 9! aber im Bor 
gem für den Radins 1 ausgedruͤckt, ſo baß der von CX nad 
CY von 0 bis 2 gejaͤhlte Winkel, ‘den bie Kraft P mit CX 
macht, =!n-ry! ſeyn wird. Der Radius CA= CB fa 
—=r Man fol bie Gleichung finden zwiſchen Kraft unb Lak 
im Sale des Gleichgewichts an ber Grenze der Reibung, fo 
daß augenblicklich eine Bewegung im Sinne ber Kraft erfolgt, 
ſobald letztere um noch fo wenig größer genommen. wird. 

Man denke fi) den Bogen von A bis B in unendlich viele 
unendlich «Heine Bogen zertheilt, beven jeber die Länge r-dp hat. 
Es ſey AC 9, und bei M einer biefer unendlich - Fleinen 
Theilbogen r-dy. Alle dieſe unenblich-Eleinen Elemente r-dp 
erleiden nun im Falle des gedachten Gleichgewichts einen unend⸗ 
lich⸗kleinen ſenkrechten Druck, den wir bei M durch N „rip aus 
druͤcken wollen; und an jeder ſolchen Stelle M, von A bie B 
bin, entfieht dadurch eine Reibung = u-N,-dg. Der Gegen 
drud N, dp macht mit der Axe CX den Winkel 5; die Reis 
bung u- N, «dp macht dagegen mit berfelben Are CX den Win 
kel 990° ober richtiger Py—im. 

Mat kann nun bie Unterfuchung wie immer in folchen 
Faͤllen aus zwei verfchiebenen Geſichts⸗ Punkten weiter fortfuͤh⸗ 
ren. Einmal ‚fann man naͤmlich das Syſtem als das anſehen, 
was es iſt, nämlich als ein loſes Syſtem, welches aus unenb- 
lich vielen einzelnen Theilen beſteht, naͤmlich den einzelnen un⸗ 
endlich⸗kleinen Bogen 1˖ dꝙy, deren jeder von ben beiden Span: 
nungen am Anfange und Ende dieſer Bogen, von dem Druck 
N,dꝙy und von der Reibung u-N dp angegriffen wird, und 
dabei im Gleichgewichte fich befinden muß. Dies giebt unend⸗ 
lich viele Syſteme von Gleichgewichts Gleichungen, welche je 
doch alle durch ein einziges repräfentiet find, in fo ferne alk 
aus diefem einzigen dadurch hervorgehen, baß man flatt p nad) 
und nach ale Werthe von O bis 9 fubflituirt. Aus diefen 
| un⸗ 
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unendlich vielen Gleichungen muß man dann durch das geeig⸗ 
nete Verfahren die unbekannten Spannungen eliminiren oder 
finden, -um zuletzt bie Gleichungen stoifchen Kraft und Laſt zu 
erhalten. 

Die zweite Anſicht iſt die, daß man ach (Unmerf. 2. zu 
$. 79.) fagt: IR das ganze Syſtem im Gleichgewicht, fo bleibt 
es auch noch im Gleichgewicht, wenn man das Loſe im Syſtem 
feft geworden fich benft. Man betrachtet dann dag Ganze ober 
einen Theil des Ganzen ale einen feſten Körper und befommt 
aus dieſem Gefichtspunfte Gleichungen bes Gleichgewichts, welche 
aus jenen kurz vorher befprothenen Gleichungen ebenfalls abge⸗ 
leitet werden koͤnnen, welche ſich aber hier unmittelbar ergeben. 
Reichen dieſe letzteren Gleichungen aus, um das Unbekannte fin⸗ 
den zu laſſen, ſo bedarf man nichts weiteres. Reichen ſie aber 
nicht aus, ſo muß man ſich die fehlenden Gleichungen aus dem 
loſen Syſtem noch ferner herholen. 

Um auf dem erſtern Wege zu den Gleichgewichts: Gleichun⸗ 
gen zu gelangen, ſey T, die Spannung des Seiles am Anfange 
M des unendlich > ‚Eleinen Bogens MN =r.dy, fo ift T, 4a’ 
oder T,+OT „IP die Epannung am andern Ende N beffels 
ben. Die Spannung T, an M macht mit ber CX den Win: 
fell g—ın; bie Spannung Tag oder T,HOT,-dp an N 
macht mit der Are CX den Winkel ar — (rip) d. h. 
den Winkel In ( dꝙ9). — Denkt man ſich nun alle vier 
Kraͤfte N, dp, wN,.dp, T, und T,+9T,.dp, teil dag 
Element MN unendlid) - Flein ik, einen und denfelben Punkt ans 
greifend, fo erhält man nach (1. Th. Mech. * 21.) bie beiden Glei⸗ 
chungen des Gleichgewichts *) 


*) Wollte man annehmen, daß die Kräfte verfchiedene Punkte angreis 
fen, fo würde man drei Gleichungen flatt zweier erhalten, welche ſich je 
doch auf zwei von einander verfchiedene zurückführen ließen. - Diefe dritte 
(Momenten: ) Gleichung würde namentlich werden 

rT,treN,- de —r- (T9,+28T,.dp) = 0, 


un 


d. h. „N, = 51, 


I. . [21] 
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T,sinp-+-N ‚dp-cosp-+u-N, -dp-sinp — 
(T,+aT, .dp).sin(p-+-dp) = 0, 
—T EN, dgeeinp—uN, "dp-cosp-+ 
(T, +37 „"dY)-cos (p+- dp) =(. 
Weil jedoch | 
Ä ein(p-- dy) = sing-t+-coeg.dp 
und - c08(p-+dy) = ep— sing: dp 
ift, fo reduziren fich biefe beiben Gleichungen, wenn man noch 
die mit dp? afficirten Glieder nad) ($. 20. Analyf. I. Th.) 
wegläßt, auf 
 LN cosp-+uN .sinp—T,-cosp— BT, ‚sing = 0, 
II. N einp—uN, .cosp—T, ‚sinp-HOT, cos 0. 
Eliminn man aus dieſen Beiden Brihungen ben Ausdrud 
öT,, fo erhält man 


m. N, =T, 
Eliminirt man aber T, aus (I. und IL), fo ergiebt fich 
IV. wN, = OT, 


Diefe beiden Gleichungen (III. und w⸗ geben noch, wenn man 
N, eliminirt, 


aT, 
a 
alfo wenn man integrirt, ' , 


" Dies ift aber genau die im Texte folgende Gleichung (IV.), fo daß ei 
bequemer if, diefe dritte Gleichung des Gleichgewichts zuzuziehen, als am 
die beiden za nehmen, die im Texte genommen worden find. 

Serner mag der Anfänger noch folgendes beachten: Da man zwei ver 
fchiedene Spannungen in Rechnung bringt, au Anfang und zu Ende bei 
unendlich⸗ kleinen Bogens MN, fo könnte man in Ungewißheit gerarben, 
ob man Drucd und Reibung iu Anfang ober zu Ende von MN annehmen 
fol. Weit aber beide zu Anfang und zu Ende von MN nur um lnend» 
lich» Kleine der zweiten Ordnung von einander verfchieden find, fo würde, 
da man nach ($. 20. Analyf. J. Th.) die Unendlich» Kleinen der zweiten 
Drdnung gegen die der erften Ordnung weglaſſen muß, die eine oder die 
andere Annahme zu demfelben Endrefultat führen. 
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VI. beT, =upte mb T, = Arc, 
wo A an ber Stelle von c eine noch unbeftimmte Konftante 
iſt. Weil aber T,, wenn 0 if, in das Gewicht W über: 
gehen muß, fo Hat man aus (VI.) 
" Vo W=A, all T,= Weef?, 
Weil endlich) T, in dag gefuchte P übergehen md, fo oft p=y! 
genommen wid, fo folgt noch aus (VII) 


VIII. P= wie, 
Dies ift alfo die gefuchte Gleichung zwifchen der Kraft P 
“und der Laſt W. 

Will man nun diefelde Aufgabe auf dem andern Wege loͤ⸗ 
fen, nad welchem man fich das ganze Syftem als ein feſtes 
Syſtem denkt, fo giebt der ($. 36.) in Verbindung mit dem 
Satze ($. 35. Analyf. I. TH.) augenblicklich, folgende drei Glei⸗ 
chungen des Gleichgewichts, naͤmlich: 


\ 


1) — P-sing' + S, MN, cos ꝙ · dy 
ef, 2 N, .sing-dp = 0, 

2) —W+Peoosg' ff ., N„sing-dp — 
| u S, 120 N, .cosp-dp = 0, 

3) Wruf.Nydp—P = =(. 


Weil aber N, eine unbekannte Funktion iſt, die aus dieſen 
Gleichungen auch nicht gefunden werden kann, in fo ferne in 
ihnen nur beftimmte Integrale vortommen, alfo der Veraͤnder⸗ 
liche ꝙ felbft ganz verfchtuunden ift, fo fieht man fich gezwun⸗ 
gen, den Anfag der Aufgabe etwas und zwar fo abzuaͤn⸗ 
dern, daß der unbeflimmte (veränderliche) Winkel p felbft noch 
erfcheint. 

Um aber diefen Zweck zu erreichen, darf man nur die eine 
Grenze ‚go! fich unbeftimmt denfen, alfo 9 ftatt ꝙ ſetzen, und 
bie. tangentiell an diefer ‚Grenze ꝙ wirkende Kraft P, flatt P 
(ubftituiren. Man hat dann den Anfag der Aufgabe fo: 
[21*] 


[4 
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1.1) — .Nyrcospdp-+ 
I nf. N gain p-dp =, 
1. 2) _W-+P ꝓeos u) FOR N gain p- de — 
| Bf n0Ng' cosp-dp = 0, 
Um aus diefen Gleichungen das Gefuchte zu finden, diffe 
renzlire man bie (I. 1.) und die (III. 3.), und man erhält 
IV. 4) —P »cos GP, -sinp+N, .co8 gtuN, sing 0, 
V.5) uN, = 8P,. 


Wird nun aus bdiefen beden Slchungen noch N eliminirt, fo 
ein man 


und biefe Gleichung‘ integrirt giebt 
v1. 7) P, — Arc”, 


wo A eine willführliche und noch zu beftimmende Konftante "u 
Die Sleihung (V. 5.) giebt nun noch 
' VII. 8) N,=P,= Ad"; 
und ſubſtituirt man diefe Werthe von N, und P, in die Sid 
chung (II. 2.), fo ergiebt fi) aus ihr noch der Werth der Kon 
fiante A, naͤmlich A= W *); fo daß man hat 

IX. 9) P, = We? 

Set man zuletzt in IX. 9.) gi ftatt p und P ftatt P g ſo 

hat man noch 

X. 10) UP Wir 
als die gefuchte Gleichung zwifchen Kraft und Laſt. 


*) Es bedarf wohl Feiner befondern Erwähnung, daß man aus (VII 
8.) die Konflante A viel bequemer. badurch beftimmt, daß man in (VIIL 8) 
9 = 09 fett, weil dann offenbar P, = W werden muß; die giebt augen 
blicklich A=W. Man hätte dann unterfuchen müffen, ob die Sleichum 
"(IL.) keinen Widerſpruch enthält, und hätte ſolche identiſch gefunden. 


2 


c weiter, fo daß 
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Anmerf. Dieſes Reſultat zeigt und, daß bie Kraft P im 


geometrifchen Verhaͤltniſſe waͤchſt, während dee Bogen 9 im 
arithmetifchen Verhaͤltniß zunimmt — Wikkelt man das Seil 
n mal um den Eplinder ganz herum und noch um ein Stück 
gm 2nri ro | | 
wird, fo giebt die Gleichung (X.10.) ° — 
p — W.ef@erxte) — Wie 

fo daß P nach einiger Umwikkelungen fchon ungemein groß 
werden muß, wenn das Gleichgewicht an der aͤußerſten Grenze 
gerade ſtatt finden ſoll. | 

Sir = 0, em}, r=1 um \ 

n= 60; 33 3 Il; 2; 4; 6; 
4. 3. wird die Kraft P bezüglich das \ 
1; 1,688; 2,85; 8,121; 65,944; 43481; 286789 

face der Laſt W. 


$. 117. 
. Bon ber «Steifigkeit der Seile. 

Die Gewalt mit welcher ein Seil welches um eine Role 
oder Walze gebogen werben fol) dem Biegen widerſteht, nennt 
man feine Steifigkeit. Diefe Steifigkeit vermehrt die Laſt, 
wenn fich folche fo bewegen fol, daß dabei ein Aufwikkeln bes 
Seiles, an welchem bie Laft hängt, alfo ein Biegen beffelben 
ftatt findet. Die erſten Verſuche der Steifigkeit der Seile find 
von Amonton angeftellt und in den Memoires de l’Acade- 


mie de Paris annde 1699 befchrichen. Später hat Coulomb 


diefelben Derfuche mit berfelben Vorrichtung im Großen wieder⸗ 


‘ holt und feine Refultate in den Memoires de math. et phys. 


presentees à l’academie. T. X. Paris 1785. befchrieben. Wir 
geben bier nur ganz furz die Nefultate. Zuerft bie bier vorkom⸗ 
menden Begriffe und Bezeichnungen. 

Wir denken uns ein Seil über eine Role mit unbewegli⸗ 
chem Bolzen geſchlagen, deren Halbmeſſer Ser iſt. Die Dicke 


des Seiles, d. h. den Durchmeſſer eines Querſchnittes deſſelben, 


* 
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nennen wir 5. An beiden Seiten denken wir ung ein Gewicht 
Q hängend, welches bie Spannung bee Geiles heißt. Das 
Gewicht F, welches nun auf der einen Seite zu Q noch Binzus 
gelege werden muß, damit die Steifigkeit bes Seiles auf ter 
andern Seite gerade überwunden werde, beſtimmt die relative 
Größe der Steifigkeit. Diefer Ausdruck F wurde nun, weil er 
nit ö und Q offenbar wachen, dagegen, wenn r wächlt, abs 
nehmen muß, ber Form nad) fo angenommen, nämlich) 


Or F=(A+B0., 


und durch DVerfuche wurden dann bie unbeftimmten Exponen⸗ 
ten m, n, t und die unbeftimmten Koeffiienten A und B vollends 
dazu gefunden. | 

Um z. B. t zu finden, nimmt man brei für daſſelbe Seal 
und biefelbe Rolle, aber für verſchiedene Spannungen gefundene 
Verſuchszahlen F, Q; F', Q!; FU, QU; fubftituirt folche in bie 
Gleichung (O) und hat dann drei Gleichungen, aus denen die 


beiden Woeffhienten —* und B eliminirt werben können, fo 


daß zulegt eine Gleichung —— = bleibe, welche 
t liefert. Eine große Reihe folcher Verfuche hat t== 1 gege 
ben, alfo daß man 


1). F= (A+B.Q) 


hat. 
Um den Erponenten m von r" zu finden, muß man Des 
ſuche anftellen, bei einerlei Spannung Q und einerlei Dicke oͤ 
des Geiles, dagegen mit verfchiedenen größern und Feinern Rob 
ln. Sind F, r; F', r! zwei folche zufammengebörige Verſuchs⸗ 
zahlen, und fubftituirt man biefe in bie Gleichung (1.), fo 
hält man zwei Gleichungen, aus benen (A-+-BO).0* eliminirt 
werden kann, ſo daß eine Gleichung zur Beſtimmung · von m 
‚ bleibt, nämlich | 
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F'— log F 
m — | 
Eine größere Reihe folcher Werfuche giebt als Mittelwerth 
m = 12 on 
Alfo hat man 
2) 5 F= (+20... 


Um den Erponenten'n von oͤr zu finden, ftellt man Verſuche 
an mit Seilen von verfchiebener Dicke, aber mit berfelben Rolle 
und mit derfelben Spannung. Sind dann hier F; d; F', 1; 
zwei zuſammengehoͤrige Verſuchszahlen; ſubſtituirt man ſolche in 
die Gleichung (2.), ſo erhaͤlt man zwei Gleichungen, aus denen 
(A-+BO) eliminirt und n gefunden werden lann / naͤmlich 
— log F- logF 

—— 

Bei einer groͤßern Reihe von Verſuchen und daher entnom⸗ 
menen Werthen von F, d, erhält man aber ſehr abweichende 
Werthe von n. — Eben fo abweichende Werthe ergeben. fich 
zuletzt für A und B. — Ungefähr konnte man n—2 nehmen. 

Diefe legt erwaͤhnten Refultate fcheinen zu beweifen, daß bie 
Sorm von F in (O) feine gut gewählte if, und. daß man fich 
nad) einer ben Umſtaͤnden mehr fich. fchmiegenden Form des 
Ausdrucks für F umfehen müfle, wenn man übereinflimmende 
Werthe der Koeffizienten und Exponenten haben wollte. Nas 
mentlich ift gewiß noch ber Umftand in bie Sorm des Aus⸗ 
drucks für F mit aufzunehmen, daß das Geil auf ber Rolle 
mehr oder minder platt gebrückt wird, und Daß bei dem Auf: 
wikkeln die nächft folgenden Stellen des Seile immer wieder 
erft platt gedrückt werben, fo daß das Geil, imdem «8 ſich an 
der Rolle aufwilfelt, gleichfam in dem Zuftande eines Fuhr⸗ 
werks fich befindet, welches eine Anhöhe hinauf fahren ſoll. 
Big dergleichen genauere Unterfuchungen noch angeftellt wer: 
den, begnuͤgt man ſich 
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3) fF= kQ 
zu nehmen, too. k cine Verſuchszahl if. 
Was nun die Verſuchszahl K betrifft, fo nimmt Eytel⸗ 
wein in_feiner Gtatif „unter ber Vorausſetzung, daß r ber 


„Halbmeſſer der Role in preußifhem Su maße, daß aber 
nöd die Dicke des Seile in preußifchen Linien if,“ 


O- | Feen 


Anmerk. l. um dieſe Groͤße F muß man n alfo in allen vors 
bergegangenen Unterfuchungen über feſte und lofe Rollen, über 
Rollen: und Flafchen» Züge, bie Spanqung Q eines jeden Sei; 
les vermehren, welches ſich bei der beabfichtigten Bewegung auf: 
zumiffeln hat, wenn man im EndsRefultate die Kraft Haben 
will, welche um nod) fo twenig vermehrt werben muß, wenn froß 
ber Steifigkeit der Seile doch augenbliclic die beabfichtigte De 
wegung eintreten fol. Die von ung für bie feſte und loſe Rolle, 
für die Rollen» und Slafchen: Züge‘ gegebenen End⸗Reſultate 
andern ſich danach alle in etwas ab; wir unterlaffen e8 abe, 
diefe nun geänderten Formeln noch herzuſetzen, ba fie nach den 
vorliegenden Muftern felbit von jebem Anfänger leicht gefunden 
werben fünnen, und babei in ihnen doch noch fehr viel Unbe 
ſtimmtes liegt, fo daß der Praktiker fich ihrer nur mit ſehr pros 
blematifchem Erfolge bedienen könnte, wenn feine Anwendungen 
hinſichtlich der Größe der Spannungen, bed Materiale, Der Sors 
mation, dem Alter und der Dicke des Geiles, endlich hinſicht⸗ 
lich der. Größe ber gebrauchten Rollen, nicht zufällig denen nahe 
fommen, bie bei denjenigen Verſuchen gebraucht worden find, 
welche diefe Gleichung (C) gegeben haben. 

—Anmerk. 2. Genauere Unterfuchungen über die Steifig 
feit der Seile müffen daher noch gewünfcht werden. Wir bes 
fchreiben Hier nur noch in ber Kürze die Vorrichtung, welche 
Amonton und nah ihm Coulomb zu ihren DBerfuchen be 
nutzt haben. 

Eine große Wageſchale DD (Fig. 63.) mit einer Belaſtung 


5. 117. V. d. Steifigkeit D. Seile. - 329 


R, hängt an zwei gleich dicken Geilen DBA, DBA, welche beide 
einmal um einen Eplinder CC getoiffelt und in A, A aufge: 
"bangen find. In der Mitte G bes Eylinders ift ein fehr bieg- 
famer Faden herumgelegt und daran eine kleine Wagfchale H 
gehängt. Das Gewicht in biefer Kleinen Schale H (nebft dem 
Gewicht diefer Schale felber), welches .nöthig ift, um den. Cy- 
linder zum. Drehen, alſo zum Herunterfinfen zu, bringen, ift nun 
gleich‘; ber Summe ‚der ‚Steifigfeit ber. beiten Seile; bie Hälfte 
dieſes Gewichtes ift alfo die Steifigkeit F feiöft. Die Hälfte 
des Gewichtes der großen Wagefchale DD nebft der Belaftung 
R darin ift dagegen das, was in Vorftehendem durch Q be 
zeichnet worden iſt. 

Amonton’g Verſuche waren nur im ‚Kleinen, mit Seilen 
von 1—3 Linien dich, und mit einer. Belaftung, die im Marimum 
nur 30 Pfund auf dag Seil betrug, angeſtellt. Coulomb's 
Berfuche find dagegen fo eingerichtet geweſen, daß die Nefultate - 
für die gewöhnlichen: Anwendungen in ˖der Technik mit größeren 
Sicherheit, gebraucht werden fünnen. \ 

Außer den Berfuchen mit neuen troffenen Seifen hat Cou⸗ 
lomb auch noch andere mit naſſen und mit getheerten Seilen 
angeſtellt. Er fand, daß die Feuchtigkeit bei duͤnnen Seilen die 
Biegſamkeit vermehrt, daß aber naſſe und dicke Seile, beſonders 
wenn ſie von wenig Kraft geſpannt werden, unbiegſamer ſind, 
als trokkene Seile bei uͤbrigens gleichen Umſtaͤnden. Dagegen 
war bei duͤnnen getheerten Seilen die Steifigkeit, in Vergleich 
mit troffenen Seilen von eben den Abmeſſungen, nur wenig ver: 
mehrt, und nur bei dicken getheerten Seilen wurde die Gteifig- 
feit um etton & größer, als bei troffenen Seilen. | 





| 
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Die Statik feſter Körper. 


Dreizehnted Kapitel, 
Einiges über die Stebllität der Körper. 


$. 118. 
Begriff bes Kabilen Gleichgewichts. 


Je ein angegriffener uͤbrigens freier Koͤrper im Gleichgewicht, 
fo muß die geringfte Kraft, welche noch hinzutritt, das Gleich 
gewicht flören. Haͤngt dagegen ein angegriffener Körper mit 
einem abfolut feften (d. h. unbeweglichen) loſe zufammen, fo kann 


der Zufammenhang ein folcher feyn, daß ebenfalls jede noch fo 


fleine neu binzutretende Kraft das Gleichgewicht augenblicklich 
ftört und für immer vernichtet, und dann fagt man „bag 
Gleichgewicht fey nicht ſtabil;“ es kann aber auch der 


Zufammenhang des angegriffenen und im Gleichgewicht ſich be; 


findenden Körpers mit dem unbeweglichen fo feyn, daB entwe 
der eine bebeutendere Kraft hinzutreten müßte, um das Gleicy 
gewicht zu flören, ober daß das durch die Fleinfte Kraft geftörte 
Gleichgewicht fich von felbft, vermöge ber übrigen auf den Koͤr⸗ 
per noch wirkenden Kräfte wieber herzuftellen ſtrebt / und dam 
heißt das Gleichgewicht ein ſtabiles. 

Liegt z. DB. ein Körper mit einer einzigen feiner. Eden z. B. A 


auf einer unbeweglichen und feften horizontalen Ebene dergeftalt auf, daß 
diefer Unterfügungs- Punkt A gerade vertifal unter dem Schwer Bunt S 
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des Körpers liegt, To. iſt nothwendig Gloichgewicht; aber dieſes Gleichgewicht 
id niche ſtabil, weil die geringſte Kraft, die noch hinzutritt, ſolches augen⸗ 
blicklich ſtören und auf immer vernichten wird. Ein ſolches Gleichgewicht 
ift daher bei einem phyſiſchen Körper gar nicht fichtbar ju machen. 

Wird derfelbe Körper mit zweien feiner Ecken auf Die fee horizon⸗ 
tale Unterlage geſtelt, ſo iſt das Gleichgewicht, wenn überhaupt ein fols 
ches vorhanden, immer noch nicht Rabil. 

Wird aber derfelbe Körper mit dreien oder mit mehreren feiner Eden 
anf die feſte horisontale Unterlage geftellt, fo daß diefe Ecken auf dem Hori⸗ 
zont, indes man folche Dusch gerade Linien verbindet, eine Grundfläche 
bilden, und fällt die Projektion S, des Schwer⸗ Punktes S des Körpers 
innerhalb diefer Grunfläche, fo it das Gleichgewicht ein ſtabiles, und defto 
ftabiler für denſelben Körper, je weiter S, von jeder Seite der Grundfläche 
abfteht. 

Haängt man den Körper mit einem Baden an die Dede eines Zim⸗ 
mers, fo iſt er, wenn er überhaupt im Gleichgewicht ſich befinden ſollte, 
ebenfalls im flabilen Gleichgewicht. Denn obgleich eine geringe Kraft fein 
Gleichgewicht fören wird, fo twerden Doch feine Schwere, die Reibung, ber 
Widerſtand der Luft, ꝛc. fich vereinigen, um dad Gleichgewicht bald mög« 
licht wieder herzuſtellen. 


| 119 | 
Begriff der Stabilität eines fhweren Körpers, der auf einer feſten 
horizontalen Ebene ende Bu 
In der Baukunſt werden Mauern (mit ober ohne Hinten, 
mit oder ohne Strebepfeiler ꝛc. 2), ferner. Gewölbe und bgl. 
als fefte Körper gedacht, welche mit ihrer horisontalen Grund⸗ 
fläche auf dem horizontalen und feften, unbeweglichen Fußboden 
loſe auffigen. Tifche, Stühle, eine Menge verfchiedbenr Ma 
fchinen figen auf dieſelbe Weife auf horizontaler fefter, unbe, 
weglicher Unterlage lofe auf. Obgleich auf biefe Körper ihre 
Schere wirkt, fo find fie doch im ftabilen Gleichgewicht. Iſt 
nun K irgend ein ſolcher Körper; iſt AB eine der Kanten ſei⸗ 
ner Grundfläche (mit welcher er auf dem Horizont auffigt), 
ift S, bie Projektion feines Schwer⸗Punktes S auf diefe Grund» 
fläche; ift ferner p die fenfrechte Entfernung CS, ber Projektion 
S, von der Kante AB, und ift endlich G fein Gewicht, fo.ift 
p-& dag flatifche Moment des Gewichtes G in Bezug auf 
den Punkt C als Centrum ber Momente gebacht, ober bag 
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ſtatiſche Moment des Gewichtes G in Bezug auf AB ale 
Momenten: Are. 

Je größer nun dieſes flatifche Moment p-G ift, defto mehr 
Hindernig findet nach der Theorie des Hebels ($$. 82. 83.) jede 
Kraft, weiche das Befireben hat, den Koͤrper K um biefe Kante 
AB umzufanten, weil fie dies nur dann bewirkt, wenn ihr fa 
tifched Moment um diefe Kante, dem ftatifchen Momente p-G 
gleich iſt, d. h. wenn das-fatifche Moment ihrer Projeftion auf 
die Ebene SS,C in Bezug auf daſſelbe Eentrum c, groͤßer als 
p-G iſt. 

Weil daher die Sicherheit vor dem Umkanten um die Grund: 
fante AB defto größer ift, je größer das Probuft p-& gefuns 
den wird, fo nennt man, diefes Produkt p-G die Größe ber 


Stabilität bes Körpers-K in Bezug auf. diefe Kante 


AB, auch fchlechtweg die Stabilität in Bezug auf AB. 


⸗⸗ 
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Folgerungen. 


1) Ein und derſelbe Körper K hat ſonach in Bezug auf 
verfchiedene feiner Grundfanten auch eine verfchiebene Stabilität. 
Bon der Stabilität fchlechtiweg, ohne beftimmte Angabe der 
Stundfante, in Bezug auf welche fie ‚gefunden werden fol, kann 
baher nur bei ſolchen Körpern die Rede feyn, deren Grund» 
Kanten alle von der Projektion S, des Schwer⸗Punktes S gleich 
weit abliegen. 

2) Die Stabilität eines und deffelben Körpers iſt in De: 
zug auf diejenige feiner Grund⸗Kanten bie größefte, welche von 
der Projektion S, des Schwer: Punktes S-am meiteften abliegt. 
Die Stabilität iſt dagegen für diejenige Kante bie Eleinfle, welche 
dem Punkte S, am nächften liegt. 

3) Bon zwei Körpern, bie gleiches Gewicht haben, und be 
ren Stabilität in Bezug auf eine, in jeder ber beiden Grund: 
flächen gegebene Kante mit einander verglichen werben follen, 
bat derjenige die größere Stabilität, bei welchem bie fraglich 
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Grundkante von der Projeltion des Schwer⸗ Punltes am wei⸗ 
teſten abſteht. 

Haben daher zwei Mauern dieſelbe Länge, dieſelbe Höhe, auch diefelbe 
Menge des Materials, fo hat unter. allen übrigen gleichen Umfänden dies 
jenige nad) jeder Geite hin die-größere Grabilicäe, welche unten bis zu 
einer gemwiffen Höhe bin dicker, ‘oben aber um fo viel dünner gemacht wird 
(d. h. welche eine Plinte hat), während die andere von unten bis oben bin 
gleich dick ift. 

Eben fo wird nach einer Seite bin eine größere Stabilitkt erreicht, 
wenn man nach diefer Seite zu Strebepfeiler anbaut, dagegen die Dicke 
der Mauer um fo viel vermindert. 

Endlich wird die Stabilität der Mauer nach jeder der beiden Seiten 
bin vergrößert, wenn man die Grundfanten dadurch von der- Projektion S, 
des Schwer⸗ Punktes weiter enıfernt, das man der Mayer felb in nicht 
zu großen Entfernungen Pfeiler giebt, deren Grundflächen auf beiden Geis 
ten der Mauer über die Grundflächen der letztern beraustreten. 

4) Da «8 einerlei ift, ob man das Gewicht & eines Körs 
pers in feinem Schwer: Punft S angebracht fich denkt, oder ob 
die Gewichte G', G'!, Gl, ıc, ıc. feiner einzelnen Theile in ihren 
Schwer⸗Punkten Sl, Su, Su, ꝛc. ꝛc. angebracht gedacht werden; 
und da das ſtatiſche Moment irgend einer Kraft G in Bezug 
auf eine feſte Dreh⸗Axe AB, gleich ift der Summe ber flatis 
fhen Momente ihrer einzelnen gleich geltenden Kräfte um die: 
felbe Dreh⸗-⸗Axe, — fo wird bie Stabilität eines Körpers in 
Bezug auf eine feiner Grundfanten auch noch dadurch gefun: 
ben, daß man die Stabilität’ aller einzelnen feiner Theile in Bes 
zug auf biefelbe Grundfante findet, und letztere alle zu einans 
der addirt. 

Dies Verfahren ift in vielen gälen, z. v. bei Beſtimmung der Sta⸗ 
bilität der Mauern mit Strebepfeilern, Plinten und bergl. befonders zu 
empfehlen. 

5) Sollen die Stabilitätes zweier homogenen Körper (4. 2. 
zweier aus bemfelben Material zu fertigenden Mauern) bloß mit 
einander verglichen werben, fo fann man ſtatt der Gewichte ihre 
Raums Fnhalte fegen. Und haben übrigens bie beiden Körper 
prismatifche Form von einerlei Länge, fo kann man häufig bloß 
die Stabilität zweier Theile derfelben, welche die Länge = 1 


/ 
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haben (oder wie man fich ausdrückt, bie Stabilitat zweier Quer⸗ 
ſchnitte) mit einander vergleichen. 


§. 121. 

Beftimmung der Stabilität eines Gewslbes als Beiſpiel. 

Es fey (Fig. -55.) DdDd der Querfchnitt eined Gewoͤlbes 
mit feinen Widerlagern DIHGE. In felbigem ſeyen DAAD 
und daad zwei mit den Halbmeſſern R und r aus dem Mittel 
punfte C befchriebene Kreisbogen. Won diefem Gewölbe be 
trachten wir ein.durch zwei foldhe, um die Rängen- Einheit von 
einander eritfernte Duerfchnitte gebildetesg Stuͤck. Die Linie SC 
fen vertifal; der durch den Winfel ACS c gegebene Theil 
Aaak fite in den Fugen Aa, Aa (deren Verlängerung durch 
ben Mittel⸗Punkt C der Kreisbogen hindurchgeht) nur loſe auf; 
die übrigen Theile des Gewoͤlbes werden ale mit ihren Wider: 
lagern feft zufammenhängend gedacht, und fo daß die letzteren 
auf einer gemeinfchaftlichen horizontalen und unbeweglichen Uns 
terlage GHd,G aufliegen. Auf dem ganzen Gewölbe liegt noch 
eine Laft, welche Tich fo vertheilt, daB auf dag Stüd AaaA dag 
Gewicht P davon kommt, welches gemeinfchaftlich mit dem Ge 
wicht W bes Stücks Aaaf in deſſen Schwer-Punfe wirft. 
Man fol bie Breite GH—x ber’ Widerlager finden, fo -baf 
die Stabilität der Seiten. Theile, dem Seiten-Druck des eingefeilten 
Stücks gerade noch das Gleichgewicht Halt. Würde dann die 
fer Ießtere Druck um noch fo wenig größer, fo wuͤrde ſogleich 
ein Umkanten der MWiderlager mit den an ihnen feften Gewoͤlb⸗ 
ftücfen um die Kante bei G ftatt finden. 

Man bezeichne. durch W! und WU die Gewichte des Bor 
genſtuͤcks AaDd und des Widerlagers dDEGH; es feyen alle 
Längen in Fußen ausgedrückt und ein Kubiffuß des Materials 
wiege I’ Pfunde; es ſey ferner Winfel DCS = /, fo dag Win 
fl DCA = B—« if, alles im Bogen: Maaß fuͤr den Radius 
1, ſo iſt 

W C(Rꝰ - 12)·T 
und WVV RAI). . . 
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led. ferner der Duerfchnitt des Wiberlagerd als ein Rechteck 
angeſehen, deſſen Breite x und Hobe EG h if, fo hat 
man noch) . 
wu h.. F. 
Dieſe Gewichte P, W, Wi und WA find nan die hier als 
wirkend gedachten Kräfte. Suchen wir jebt noch ihre Angriffes 
Punkte, d. 6. die Schwer: Punkte biefer® drei Theile des Gewoͤl⸗ 
bes. Zu dem Ende benfe man fich, daß der in (Big. 85.) ſicht⸗ 
bare Querſchnitt derjenige fey, welcher durch alle diefe gefuchten 
Schwer» Punkte hinburchgeht. Der. Schwer- Punkt des Ring—⸗ 
ſtuͤckes AadD ſey F, und CF = 2"; die Entfernungen ber 
Schwer Punkte ber Sektoren ACD und acd ſeyen aber bezuͤg⸗ 
lich z und 2, fo iſt nach der Theorie vom Schwer: Punkt ($%. 
55. und 58.) 
;R- —— ir —— — 5 
und zU gegeben durch die Gleichung 
ACTD:z = ald.z!-+ AaDd.zX, 

während CF den Winkel ACD oder A—d halbirt. — Dabei 
ift noch 

-ACD = = IR”. Be), aCd = !r?.(d— ec) 


= 


und AadD = (R’—r?).(d—o); 
fo daß CF oder 
zu „R—r sin! (d— a) 


= IR) 
wird. 

Den Schwer-Punft K des Widerlagers kann man ſich in 
der Mitte des Rechtecks denken, ſo daß 

GK. =} und KK=!h 

ſeyn muß. 

Der Theil AaaA wirft genau wie ein Keil, bringt alſo nor⸗ 
mal auf die Zuge Aa nach ($. 113.) einen Drud N hervor, 
ſo daß 
KW+D 


Sina 


N 22 
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iſt, wie man Finde, wenn ber Keil für ſich in's Gleichgewicht 
gebracht wird ($. 79.); und dieſer Druck wird, um bequemmt 
Momenten: Arme zu befommen, fogleich zerlegt 
in den horizontalen, = N-cosa@ = IW-+-P).cofga, 
und in den vertifalen, = N-sina = KW-+-P). 

Die Stelle, an welcher diefer Druck N wirkt, bleibt unbe 
flimmt, weil bie beiden-andern Gleichgewichtd- Gleichungen dei 
Keils AaaA identiſch OO werben. Der Druck vertheilt fih 
alfo auf die ganze Fugen⸗-Flaͤche; man fann ihn in Der Mitte 
derfelben vereinigte denken; wir aber nehmen an, daß er ina 
-wirfe, theils weil bei .der verhältnigmäßig geringen Dicke bed 
Gewoͤlbes der Unterfchieb nicht groß ift, theils auch, weil de 
Druck fih in a wirklich einfindet, twenn dag Widerlager bei G 
umzufanten beginnt. 

Um nun die Momenten: Arme ber Kräfte zu finden r siehe 
man die Bertifalen aa,, FF,, dd,, DDı, CC, und die Horn 
jontale CBJLU, und man hat 


DU = R.ecosß, ‚CU = Resinß, 
dL = r-cosf, Ä CL = r:sinß, 
aB = r-cose, CB = resino, 


FJ = zeeos(Pr0); CI = zısinKP-pe). 
Und weil noch 
.CG=x+CL = xs+reinß, 
fo wie GC = b—DU= h—R.cosß 
iſt, fo findet fih 
Ga, = s-+r(sinß— sine), 
GF = x+rein? — z'hsiny (Pe) 
und ‚aa, = h—Recosß-F-r-cosa. 
Das von dem Drust N berrührende flatifche Moment in Beʒug 
auf das Centrum G iſt aber | 
"Nec0saXaa, —N-sinaxX Ga, ; 
die gegenwirfende Stabilität des feſten Seitentheils APEGdq, d 
iſt dagegen 
WIXGF,-FWIXGK.. 
Im Gleichgewicht muͤſſen nun nad) (8. 82. 83.) dieſe beide 
Me 
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Momente einander gleich ſeyn; alfo hat man, wenn flatt W, 
wi, wi N, z' ꝛc. ihre Werthe gefegt werben, wenn man fers 
ner mit 2 multipligirt, durch Z' Bivibirt und dabei 

| 7 =m 

ſetzt, 
X r⁊) · -Kin].cotg much —R-cos P-rr-cosa)— 

[R?’— r’),a-+-m].«x-Frsind — r-sine) 

Gr. (er einß- — — —R& 

h·x. 

Dies iſt daher die Gleichung, aus welcher die Breite x der 

Widerlager gefunden werben muß, fo daß, wenn ſelbige um noch 

fo wenig breiter genommen werben, unter ben vorausge⸗ 

fe Gen Umſtaͤnden fein Umkanten der Widerlager zu fuͤrch⸗ 





un ol. 


Vetrachtet man dieſe Gleichung aufmettſamer, ſo audet man: 
1) Se kleiner a gedacht if, deſto größer ergiebt ſi ch x. 
2) Für «= 4 wird fie 
Ix’4-({R°’-r?). Hm} x-[(R’—r).s-+m]- -[b—{R-Ir)eosp]- scotgß = 0: 
:3) Gür op == I finder fid daher x = 0. 

Anmerf. Es ift Mar, daß man in den Anwendungen auf 
den Gewoͤlbbau, ‚jeden einzelnen Gewoͤlbſtein, vom unterften (dem 
Kämpfer) an bie zu dem oberfien Asa. (dem. Schlußffein); 
für fich in's Gleichgewicht ftellen fann und, genau genommen, 
auch .muß, um zuletzt aus. dieſem Geſichts⸗Punkte die bloßen 


Widerlager Ddd,GE durch ſchickliche Beftimmung ber Breite x 


derfelben, vor dem Umkanten um G bewahren zu koͤnnen. 

Wir verweilen hierbei nicht: länger, fonbern verweiſen ben 
Praktiker, welcher diefe Urt ber ‚Anwendung ber Statik näher 
kennen lernen will, auf „Eytelwein's Statif heſter Körpe, 


II. Band 2. Auflage. ! 


nl. | [22 ] 





Die Statik feiter Körper, 


— — — 


Vierzehntes Kapitel. 

Ben den Wagen. -- 
ae on ? 
Eu Wage ( Libre, Balance) ift jedes Mittel⸗ burche —* 
ches die Gewichte gegebener Körper beſtimmt werden. Man 
hat Federwagen, wo die Kraft einer Feder dem Gewicht das 
Gleichgewicht Hält; Seilwagen oder Fadenwagen, wo bloße 
Seile in ihrer Verbindung den Zweck erreichen; und Hebel⸗ 
wagen, welche nichts weiter, als gewoͤhnliche Hebel find, zwedh⸗ 
maͤßig eingerichtet. 

Zu dieſen [etteen. gehört namentlich die gleiharmige: ober 
gemeine Wage,' welche ben Wefen nach ein gleicharmiger Win; 
kelhebel ift, und bie Schnellmwage (Statera romana,' Peaon), 
welche ein ungleicharmiger Hebel if. Kann: man bei:’ber letz⸗ 
tern..den Anhänges Punkt des Gewichtes  verfchieben, fo iſt fie 
die römische im eigentlichften Sinn; kann aber der Unter⸗ 
ſtuͤtzungs⸗Punkt verfchoben werden, fo wird fie bie ſchwedi⸗ 
(che genannt. Zu den Hebeltwagen gehört auch noch die Brüf: 
fenmwage,.auf weicher ganze Laſtwagen auffahren imd gewo⸗ 
gen werden koͤnnen. 
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Bei der gemeinen Wage unterfcheidet man den Wagebal: 
fen (Jugum, Fleau), an defien Enden die Wagefchalen 


‘ 


* - . 6 


SHI2H 7:7 2 Bo Way: 0° BBO. 


(Lahcas, Bassins} Hängen; die Zunge GLängnla; Examen; Ai- 
guille), meihe. (enkrechtuang: dem: Wagebalken sbefefttge iſt/ und 
bie In’ den Mitte des Wagebulkens befindlichen: Zapfen,: welche 
ins den · Pfannen. der Schtmei( Agina, Chasse) ruhen. Gleich⸗ 
Gowſſhte in beide Mageſchalengelegt miffen bewirker, daß bie 
Zunge ‚ae den Armen der :Schere in einenlei Vertikal⸗Ebene 
ſaͤllt, d.. bi. daß her Wagebalken -horkeontal’ Iegt.. ; Ein. Meiner 
in.;bie eine, Wageſchale gelegter Uebenſchuß: an Gewicht muß einun 
Aufl dag geben. d.h. gerantaflen, daß der Balken eine ſchiefe 
Lage anniumt. ‘Dann Silke bie Zunger mil den vertikalen 
Scher: Anmen einen Winfäls:burch” welchen: ber Ausſchlag ge: 
ukeffeır :wird,: melcher daher: ſelbſt der Ausſchlag genannt. wird. 
Eine Wage ift empfindlicher als eine andere, wenn: fie. bei 
gleicher Belaſtung⸗ und giulchem aiebergewiehe einen. größern Aus: 
fchlag giebt. s.2. er 

Derjenige Punkt, wo ber Zapfen des Weheballen⸗ mit fe 
ner untern, wenig abgerundeten Schärfe in: ben Pfannen” der 
Schere ruht, Heißt: ber Derbıunst. der Wage. 


Liegt der Schwer⸗ Punkt bes Gamen gerade im Dreh Munkt, und lie⸗ 
gen die Aufbänge- Punkte der Wagſchalen mit den Dreh» Punkte in einer 
und derfelben Geraden, fo bleibt die Wage, bei jeder Lage des Wagebal⸗ 
tens im Gleichgewicht, wenn fie in irgend einer Lage deffelben im Gleich⸗ 
gereicht ift. Liegt der Schwer⸗Punkt des Ganzen irber dem Dreh Punkt, 
fo wird die Wage, wenn fie fih!auch im Gleichgewicht befinden folte, bei 
der geringfien Bewegung umfchlagen. In beiden Zällen wird daher die 
Mage ihrem Zwecke fchlecht entfprechen, weil es die erfte Bedingung der - 
Konftruftion einer gemeinen Wage ift, daß, wie viel oder wie wenig fie im⸗ 
mer belaftet feyn mag, folche doch immer im ſtabilen Gleichgewicht ſich bes 
finde, fo daß fie, gefört, in die alte Lage zurück zu kehren trachte. 


§. 124. 


Es ſeyen A unb B ($ig. 56.) die Aufbänge:- Punkte der 
Wagefchalen; die Gerade AB fey in G halbirt, fo daß G ber 
Mittel: Punkt des auf beiden Seiten in jeber Beziehung vol: 
fig ſymmetriſchen Wagebalfend if. Der Dreh⸗Punkt C und 
der Schwer: Punft g bed Balkens liegen mit G in einer auf 
AB fenfrechten Geraden: Das Gewicht bed Wagebalkens ſey 

[ 22* ] 
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— W, 608 einer jeben ber Wagefchakn == S, wab in jeder 
ber Wageſchaalen liege noch) ein. Gewicht. P; außerdem aber be 
finbe fidy in der. bei: B noch eine Ueberwuckt Q. Wan foll bie 
Größe des Ausſchlags GEF = DEE = 9 finden, wenn dk 
Grabe. DEF bie vertifale Richtung der Scheren⸗Arme vorftelt. 

Die Wage befindet fi um ben abſolut feſten Punkt C im 
Gleichgewicht. Alſo muß die Summe ber. ftatifchen : Momente 
aller Kraͤfte in Bezug auf das Centrum C, det Null. gleich, ſeyn. 
Run wirkt in. g vertikal das Gewicht· WW bed: Balkens; in A 
ebenfalls vertifal das Gewicht P-FS, in B dagegen. vertikal 
das Bewicht P-+-S-+Q. Iſt nun CG=b, Co==c (fo def 
Gg = e--b mirb), und zieht. man ı HCK Bert, mb GL, 
el vertifal, ſo hat man 

. Ch. h-sin p und a =. —* 
Wird ferner ä — 4AB = a 
il fo iſt wen 
„LH = LK BAESTAEINENG J 
u die Momenteir; Glächgeivichtd:Bleichung wisd 
. (P +5aaprb sing) W-aosing — 
nl (P+-S-+Q)-(a-c0sg—b-singp) = 0. 
Dies iſt daher die verlangte. Gleichung zwiſchen Q und ꝙ. 
Loͤſt man fie nach p auf, fo erhält man 
‚ ar “ 
1.9 = FB OFEW 

Diefe Gleichung laͤßt ſehen. 

1) Unter uͤbrigens gleichen Umſtaͤnden giebt die Wage einen 
groͤßern Ausſchlag, je größer a, d. h. je länger der Balken if. 

2) Je näher der Dreh: Punkt C am Mittel: Punkte G de 
Balkens liegt (b. h. je kleiner b ift), deſto größer wird unter übri 
‚gend gleichen Umſtaͤnden ber. Ausſchlag, d. h. deſto empfindlicher 
iſt die Wage. 

3) Wenn die Gewichte P und S gegen dad Gewicht W 
des Balkens Klein ſind, fo hängt die Empfindlichkeit der Wage 
auch von ec ab, und fie ift deſto empfindlicher, je näher der Yurft 
g an den Mittels Bunft G des Balkens rücke. 
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- +4) Im Allgemeinen if daher bie Wage befto empfinblicher 

bei einerlei Ueberwucht Q, je kleiner b, e W, P und S find. 
— Und da auch 

a p. APIS v 
er v TOPF2S+-O FW] 

seichrieben werden kann, fo fieht man auch, „daß der Aus: 
ſchlag p zugleich mit dem uebergewicht Q wäh ober 
abnimmt. 

Anmerk. Man kann an die Zunge ein angeſchraubtes Ge⸗ 
wicht anbringen, welches hoͤher hinauf und weiter herunter ge⸗ 
ſchraubt werden kann. Dadutch kann man den Schwer: Punkt 
g des Balkens nach Belieben höher bringen, ſo daß fogar c—=0, 
ja ſelbſt c negativ werden"fann.- Dadurch kann die. Wage im« 
mer empfindlicher gemacht werben, mag befonber® dann. wün- 
ſchenswerth wird, wenn bei fehr großer Belaſtung der Wage 
bie Empfinblichteit gu fr abgenommen baben follte. 

$. 125, 

Hahen bei einer richtigen gemeinen Wage bie Wagefchalen 
gleiche Belaftung, fo iſt die Wage in Ruhe, wenn bie Zunge 
einipielt, d. 5. wenn AB horizontal liegt. Je rafcher ber Bal⸗ 
fen, wenn er aus dieſer Lage gebracht wirb, eine ruͤckwaͤrtsge⸗ 
bende Bewegung macht, um nach und nach in die horizontale 
Lage wieder zurück zu kehren, deſto zafcher wird die Wage 
genannt. 

Denken wir und daher einmal gleiche Gemichte P in den 
Schalten, und den Balken. in die Lage AB (Fig. 56.) gebracht, 
fo daß er mit dem Horisont HK den Winkel 9 = DCE bil: 
bet, fo wird ber Balken fogleich in bie horizontale Lage zurück 
fehren, wenn nicht in B eine Kraft hinzutritt, welche ihn in 
biefer fchiefen Lage erhält. Diefe Kraft ift das Uebergewicht 
Q, welches mit ꝙ durch die Gleichung (I. $. 124.) zuſammen⸗ 
hängt; man kann aber auch flatt O eine Kraft R fenfrecht auf 
BC anbringen, welche daſſelbe leiftet, und man faun nun bie 
Gleichung fuchen, welche. zwiſchen ꝙ und R flatt findet: Das 
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Berfahren des (K 1243, wiederholi, see ber ſogleich, weil 
CB VA if, 
I. P-+S)(@ 008 p+b-sinp)-HW- c· gin ꝙ - 

®+9) eng +b? —= (0, 


woraus p s ww. 
I. J nn ing = — R. 
hervorgeht. J 


Die Gleichung (I. $. 123.), wenn ſe nad d dem Ss 
Q. aufgelöft wirbiigit w. 
„U —— Kl u 2 . 
woraus, wenn man (IE. und II.) mit. tinander- vergleicht, 

IV. © cos p —b-sing) = = ReVa?-+b? 
hervorgeht, wie man auch a priori einfehen feinnte, da Die ſtatiſchen 
Momente von Q und- R um das Centrum C einander gleich 
feyn müffen, wenn R das leiſten ſou was ſonſt das Ugberge 
wicht O leiſtet. 

Die Gleichung (II.) laͤßt ertennen: je empfindlicher die Wage 
iſt (b. h. je kleiner b-und c und je größer a find), deſto klei⸗ 
ner ift auch, unter übrigend gleichen Umftänden, bie Kraft R, 
d. h. defto weniger rafch iſt die Wage. 

Anmerk. 1. Bil man einen Begenftand K wiegen, wenn 
auc die gemeine Wage, deren man.fich dazu bedienen muß, 
nicht ganz genau ift, fo bringe man.K in die eine Schale und 
das nöthige Gewicht P in die andere, damit: die Wage ihre bo 
risontale Rage hat, d. h. die Zunge .einfpielt. Dann nimmt man 
K heraus und legt dafür foviel Gewicht O hinein, bis daſſelbe 
Einfpielen der Zunge erfolgt. Dann iſt nothwendig 

K=(.: 

Dies Verfahren nennt man bie Tarirung. 

Anmerk. 2 Gind die Arme einer gemeinen Wage um 
‚gleich, fo findet man für denfelben Körper -K zwei verſchiedene 
Gewichte P und R, je nachdem man ben Koͤrper K in bie eine 
oder in die andere Wagefchale bringt. Iſt nun x Die: Länge 


\ 
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des einen Arms und 2 die Länge des be, fo dat man bei 
dem erſten Wiegen 
Px = Ka; 
bi dem weiten Wiegen daͤgegen iſt 
Rz L.xX. 
lit man biefe beiden &leichungen mit einander, fo- er 
haͤlt mn 
Ä PR = xe, alſo K=VP.R; 
fa daß man auf: biefem Wege doch wieber dag Gewicht K des 
Körpers finden fann, auch wenn die Wage nicht genau if. — 
Das Verfahren der (Anmk. J.) if jeboch jedenfalls das ficherfie, 
um das Gewicht eines Körpers moͤglichſt genau zu finden. 


$. 126. 


Die getwöhnliche oder römifche Schnellwage m im Weſent⸗ 
lichen gerade ſo eingerichtet, wie die gemeine Wage, nur daß 
fie bedeutend ungleiche Arme, und nur an bem fürzeren Arm 
eine Wagfchaale hat; an dem andern viel längern Arm befindet 
fid) ein konſtantes Gegengewicht (Comtre-poids), * 

“mit einem Hafen, der nach unten eine ſcharfe Kante hat, im 
größerer ober geringerer Entfernung vom Dreh: Punfte beliebig 
"angehängt werben Fann. 

- Liegt der Schwer⸗Punkt des ganzen Balkens nebſt Schale 
(aber ohne Gegengewicht) auf der Seite des kuͤrzern Arms; 
bringt man dann am laͤngern Arm das Gegengewicht fo an, 
Daß die Zung: einfpielt, und bezeichnet man biefe Stelle am Arm, 
wo dag Gegengewicht hängt mit O (Mu), fo werden, wenn 
man in bie Wagefchale nach und nach die Gewichte W, 2W, 
3W,“.. nW legt, und das Gegengewicht jedesmal um fo viel 
vom Dreh: Punft oder vom Nul-Punft entfernt, als nöthig iſt, 
um die Zunge immer wieder einfpielen zu machen , "diefe Entfer 
nungen vom Null⸗Punkt, wenn bie erfiere b ift, nach und nach 
bezüglich b; 2b, 3b, nb fepn. 

Denn es fey g der Abfland des Dreh: Panfted von der 
durch den Schwer⸗Punkt gehenden vertifalen Richtung der Kraft 
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N, welche bad Gewicht bes Balkens nebft Schale vorſtellt; a 
bie Länge des kuͤrzern Arnd, ober vielmehr ber fenfrechte Abs 
fiand des Dreh: Punktes von ber Nichtung der am Ende des 
fürgern Arms hängenden Gewichte W, 2W, 3W, -...nW; 
ferner ſey x der Abſtand des Dreh⸗Punktes von der- vertikalen 
Richtung des als Kraft wirkenden Gegengewichts P, fo bat 
man bie Gleichung, wenn in ber Wagefchale bie Laſt Q liegt, 

1) Q+gN = xP. | 
Segt man nun in biefer Gleichung 0-08 und x, flatt x, fo 
erhält man 

2) .9N= B, 
wo x, bie Entfernung bes Dreh⸗Punktes von ben Null» Punkte 
des Balkens if; und wenn man biefe Gleichung von der voris 
gen ſubtrahirt, fo bleibe 

8) Q = (s—1,)-P, 
wo x—x, ber Abfkand bed Gegengewicht P vom Null⸗Punkte 
if. Diefer Abſtand findet ſich daher 


a . 
4) x—ı. = 7% 


und wird deshalb bag nfache, fo dft Q bag nfache wird. — 

Aus der Gleichung (3.) folgt. auch noch ' 
5) aW = b-P, 

woraus fich noch b finden läßt, wenn W gegeben. 

Liegt aber der Schwer⸗Punkt vom Balken nebſt Schale 
nicht im fürgern Arm, fo muß man erft ein Gewicht A in bie 
Schale Iegen, groß genug, daß ber Schwer: Punft ded Ganzen 
wieder in den kürgern Arm gu liegen kommt. Dann bleibt alles 
genau fo wie vorher. Der erfte Strich) auf dem längern Arm 
ift aber dann der, welcher (nicht mehr Null:Punft genannt wer: 

den Tann, fondern welcher) dem Gewichte A entfpricht; Die uͤbri⸗ 
gen von ihm um b, 2b, 3b, «++ nb entfernten Striche bezeich⸗ 
nen dann das Dafeyn von 
A-W, AFr2W, A--3W, + A-pnW 
Pfunden, Eentnern, Lothen ꝛc. ꝛc., je nachbem man bie Einheit 
genommen bat. 
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Anmert. Hat man eine Schnellwage für ein beſtinuntes 
Gegengewicht P_ eingetheilt, bat folche «einen Nut: Punkt, und 
bringt ar nun an bdiefen Null: Punkt ein größeres Gegenge⸗ 
wicht P/, fo muß man: in die Schale ein Gewicht R legen, 
- Damit die Zunge wieder einfplelt, Dieſes Seid R muß fo 
fen, bag man . 

1) RN = == ı„P 
bat. Bringt man nun an ben Theitfirich, der vom vormaligen 
Null⸗Punkte um nb entfernt iſt, und der alſo bei dem alten 
Gegengewicht P das Dafeyn des Gewichtd mW’ anzeigt, jet 
auch biefed größere Gegengewicht P! an, fo hat man nicht bloß 

2) anW = nb-P, ober aW == b+P, 
fonbern auch noch, wenn mir das jet durch P’ angezeigte Ge⸗ 
wicht durch R--n-W! bezeichnen, 

3). Tan W)ggN = (z,-+nb)-P, 
ober, wenn man bie (1.) von ber. (3.) ſubtrahirt, 

4), anW' =nb-P, 5 a-W! = hP. 
Dividirt man zulegt bie (4.) darch die (2.), ſo ergiebt ſich noch 

, ste We: w p:p. | 
Will man Sabe daß das neue Gewicht P!, um jeben Theilftrich 
weiter gehängt, ein Mehr gewicht W! anzeige, welches das 
mfache von bem Mehrgewichte W ift, das dag alte, um einen 
Theilfirich weiter gehängte Gegengewicht P anzeigt, fo darf man 
nur P/ == mP nehmen. Iſt dies gefchehen, fo zeigt das auf 
ben nten Theilſtrich (vom Null⸗Punkte an) haͤngende alte Ges 
gengewwicht P, das Daſeyn eined Getwichted nW an, während 
bas an biefelbe Stelle gehängte neue mfache Gegengewicht P! 
das Daſeyn eines Gewichtes anzeigt, welches 

= R-Fm-(a-W) 

ift, während R felbft. aus ber Gleichung (1.) für P/ = mP ge 
funden werden fann, in ber Praxis aber dadurch gefunden wird, 
dag man P! an dem ehemaligen Null⸗Punkt hängt, und nun 
in die Schanle ein Gewicht legt, welches die Zunge einſpie⸗ 
len macht. 
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Auf dieſe Weiſe kam. .man- eine eingesheilte Wage benugen, 
am größere Laſten Darauf .zu wiegen, als bies mit dem alten 
Gegengewicht: mbglich: geweſen waͤre. Ä 

: Anmerki 2. Weil ſich aber größere Sehengewichte (we 
rer bin und- ber fchieben. Taffen, fo pflegt man lieber, wenn groͤ⸗ 
fiere Laſten gewogen werben follen, als das urfprängliche Ge⸗ 
gengewicht zu wiegen verflattet, fich der Vorhaͤnge⸗Gewichte 
zu bebienen, welche au dem aͤußerſten zei des. langern Arme 
der Wage aufgehängt werden. 

Si z. B. die Wage, außer der kaſt aw, welche ſie am 
nten Theilſtrich augiebt, noch eine Laſt Q dazu, alſo bie Laſt 
Q-+-nW angeben, fo.darf man nur, wenn in ber Entfernung 
1 vom Dreh: Punkte ein Vorhaͤnge⸗Gewicht V angebracht wird, 

aQ =='lV. ' 
nehmen, fo daß, wenn Vzuerft angehängt. wird, dieſe Gleichung 
Q dazu lieferty ober, wenn bie Laſt Q zuerft gegeben ſeyn ſollte, 
aus biefer Gleichung das Verhänge: Gewicht V dazu gefunden 
werben kann. In der Praris wird man bad Verhältuig von 
V ſund O durch einen Verfuch ausmitteln. 


% 127. 
Ben der Brüdenwage des Quintenz. 

Wir wollen noch kurz die Brückenwage bed Duintenz be 
trachten, auf welcher beladene Wagen auffahren und gewogen 
werden fönnen. Sie beſteht im MWelentlichen aus dem Wage 
balfen HKL ($ig. 64.), weicher ſich um D drehen fann, ganı 
fo wie bei der römifchen Schnellwage. In H hängt eine Ba 
gefchale, in welche die Gewichte gelegt werden. An den be 
fimmten Punkten K und L hängen, wenn der Wagebalfen in 
der horizontalen Lage gedacht wird, an vertifalen Stangen KM 
und LN, telche fi) in K, M, L und N ohne merflihe Ne 
bung drehen, borisontale fefte Unterlagen MR und NS, fo daß 
die letztere ſich um den abfolut feften Punkt S, die erftere aber 

um einen Punft R drehen kann, deſſen Projektion auf NS durch 
- RR, vorgeftellt feyn mag. Auf der obern Unterlage MR tft nm 


$ MR ir en, Vonrdeñ⸗ Wagen,nuhi. —W 347 


die Pritſche VVbefeſtige;uuuf· Welche dir zu wiegende Waare 
(der Laftwagen) aufgelegt (aufgefahren) wird: Die?Thedtie die⸗ 
fer Wage anzugeben,: unter der Vobausſetzung, daßß Wie Bei ben 
übrigen Wagen, die Reibung nlcht: Gerückfichtige werde. 
EEs ſey Tder Schwer⸗Puaullt Ben ⸗Waare O, und T,' feine 
Projektion anf" die Horizontale MR: Man fee HD = a, 
DK=b, KL=c, MT, =y,RT,=x, NR =d 
SR, = e;''f6 "erleidet, im Bale der Wagebalfın Km feiner 
horizontalen Rage: befindet, ‚der Pant Rr,. einen unbekannten Drud 
2; der Punkt: N einen unbdekannten Druck w, ‘der Punkt T, den 
Druck Q und der Punkt M der unbekannten Druck u. ' -Das 
bei ift aber nach der Theorie ded Hebels 





— _i N: — _I_, 
—— 0; 2* 2 
und u u 
e 
“green Fir * 8 


Ferner iſt noch 
Pa ueb we(b-k0), 
oder, wenn man flatt_u und w ihre Werthe in 6 ſubſtituirt: 
bx (b+-c).e, y )- 
l) Fa= * 5 
_ bes+y)+bdx-+cey. 
(x<-+-y)-(d+e) 8 
Damit nun in dieſer Gleichung zwiſchen Kraft P und Laſt Q, 
bie. unbekannten Entfernungen x und y, welche bei jebem neuen 
Wagen, der aufgefahren wird, anders feyn werden, gar nicht 
mehr vorkommen, gehört ed zum Wefen der Einrichtung 
dDiefer Brüdenwage, daß 








(Ole. b-d = ce 
gemacht werde. Die Gleichung (1.) wird dann 
be-+-bd a 
2) Pa=7,,.0 = 0b. oo 


Iſt alſo z. a=mb, fo if auch Q=mP. \ 
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- Anmerk 1. In dieſer Rechnung iſt jeboch; genau genom⸗ 
men, Q. das Gewicht der Waare nebft Pritſche. Ferner iſt in 
den uͤbrigen Sleichungen auf das Gewicht der einzelnen Theile 
der Wage ebenfalls Feine Ruͤckſicht genommen worden. Dieſe 
Gewichte ſind aber bebeutend genug, um, wenn bie Theorie 
gruͤndlicher merben fol,‘ arbörig in Rechnung gebracht werben 
zu müflen. 

Anmerf. 2. Wegen ver Fadenwage fehe man ben (6. 
132.). — Die Theorie ber Federwagen gründet fich endlich auf 
Unterfachungen, zu welchen das ſechszehnte Kapitel: bieſes zwei⸗ 
ten Theiles die Einleitung sieht, Ä 





en 37 u, En €: ZZ J 
. Die. Statik. felter Koͤrper. 
BE EEE Er EEE EEE 


BE Be SE EEE EEE 
Fünfzehntes Kapitel... ,- - 
Ze RE NG Riten Otte a 


TE ger Abſchnitt. 
Bon den Geil; Polygonen. 
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Den Berbindung mehrerer Seile ob Zäben. ‚unter einander, 
mittel. Smoten, wird Seil⸗Maſchingx genannt, fo oft Kräfte 
(Kraft und Laſt) an felbiger angebracht werden ſallen. ‚Unter 
Knoten (‚Norud) verficht wan aber. jeden Punkt, in welchem 
mehrere Seile zufammenlaufen, und der Kuoten heißt feſt (Are), 
wenn die Seile in. biefem Bereinigungs: Punkte nicht verfchoben 
werden können; beweglich (ooulme), wenn ein oder mehrer 
Seile mittelft eines verſchiebbaren Ringes mit den übrigen. Sei 
len verbunden find... .. 

In den folgenden Unterfuchungen denken wir ung 
zu naͤch ſt immer Seile, welche vollkommen biegfam, 
unausdehnbar und ohne Schwere find. 

Hat man ein Seil von beliebiger Länge, und find ou mehr 
reren Punkten defielben, fo wie an defien Enden, Kräfte anges 
bracht (mittelft Seile. oder ohne biefelben), fo bilder im, Gleich» 
gewicht das ganze Seil eine gebrochene Linie, welche zuweilen 
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in einee und derfelben Ebene liegen fann, aber in ber Megel 
nicht in einer und derſelben Ebene liegen wird. Eine folche 
Vorrichtung nennt man insbefondere ein Seil:Polygon. 


$. 129. ° 


A an einer Seil-Mafchine irgend mo das Ende, eines Sei: 
les abfolut feſt gemacht (d. h. an. einen unbeweglichen, Punkt 
feſt gendpft)Aſo wird nbiewie biefed abjblufı &feispunft 
in der Richtung des Seil⸗Endes gezogen (gedrückt) und ein eben 
fo großer aber unbefannter Gegendruck ift, daher dann bie 
Kraft, welche ald Spannung dieſes Seil-Endes in die Rech: 
nung ‚gebracht werden? Inn; nach: oft TEN Bei einer Seil⸗Ma—⸗ 
fchine im Gleichgemicht; mirkt alſor an sb Seil⸗Ende, es mag 
folches abſolut feſt gemacht ſeyn oder nicht, eine Kraft in der 
Richtung dieſes Seil⸗Endes, nux daß dieſe Kraft bald bekannt, 
bald unbekannt ſeyn kann. ur IX" nur matt 

x, 130, | 

Detrachten wir nun den einfachiten Fall zuerft, wo ein Seil 
AB Big. 57: iM sinan‘ einzigen feſten oder befsugtichen Kno 
ten hat ind dabei in’ den Erben A ur B : abfolut: feſt gemacht 
fir: öder Fohfl Si: Rtäften:P.,'O gehalten! wird · 

WEs mag ˖aber; der‘ Knocin be Mi tm: oder bewwehlich: feyn 
# U.boit zuhdrdetſt·klar 2: 

2) Dil Seil⸗Maſchine kann Hehe: ren Vleihoe wiche ſeyn, 
wenn Michel dierKithtungen Or Frei Rrafte P; Q,-R, welche an 
ihr wirken, In ea’ und derfelben: Eberie "Högenz'nath’ (6. 8.). 

» Im Gleichgeroiht iſt allemal nad) d. Th: Dei s 13.) 

ip. tn 0Q R‘.:: 
tr. ROM: = mCMR : vu 7:smAMB’ 
und diefe Gleichungen beflimmen- zwei Stuͤcke, 3.3. die Winkel, 
wenn Die ‘Kräfte P, Q,- R’gegeben ſind, oder die Spannungen 
P und Q' an: den Aufhaͤnge⸗Punkten A und B, im Kalle die 
Selle in-A und B abfokut- rt gemacht, und bie Winkel gege 
ben ſeyn fh. | Ä 


/ 
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3) Iſt W. AMB — 180, fo iſt das Gleichgewicht nicht 
mehr möglich, wie Elein:auch die Kraft R feyn mag; — unb 
je näher der: Winkel AMB an 180°.hin. rückt, doſto größer. (umb 
jebe gegebene Größe Aberſteigend) werden die: Spannungen P 
und Q, wenn auch R noch of klein ſeyn ſolite. | 

4) Sollte der Kueten..M. heiosglich fen, fo fünnte nach 
überdies nicht Gleichgewicht ftatt finden, wenn nicht auch noch 
die Kraft R fenfrecht ſtuͤnde auf der Kurve, welche der Knoten 
befchreiben kann; nad) (1. Th. Med). $. 23.). Diefe Kurve if 
aber nach (I. Th. Geom. $ 8. IX.)-dAite Eipfe, von melcher 
A: uhd Bdle Brei: Punkte” ſind, und da in ber Ellipſe bie 
Normaler in Malleinal den Winkel AMEB halbirtſirſo: iſt alſo 
im Falle eines beweglichen Knotens (Ringes) ‚dei M, nur dann 
das Gleichgewicht möglich, wenn die Richtung CM ‘der Kraft 
R den Winfel AMB halbirt.. _.. 

5) Sind alfo z. B. A und B abſolut feſte Yunfte, und if 
die Pänge bed Geile AMEB == T’gegeben;; iſt ferner Rein’ Se; 
wicht, fo wird ſolches an dem beiweglichen Knoten‘: oder Ringe 
M fo lange herunter rutſchen, bis die Wertifale MC den Wins 
fel AMB halbirt. Die Lage’ des Punktes M, ſo wie die kaͤn⸗ 
gen der Shelle AM und BME find danach geoimbtrifch oder. tri⸗ 
gonometriſch ſehr Teiche ‚gu, Binden, ud gar. unabhaͤngis von. 
ber Größe des Gewichtes R. J 

Geometriſch. Man ziehe BE vertifal, (lage yon A au mit ber 
Länge 1 des Geiles einen Kreisbogen, fo daß AE = wird, halbire die BE 
in F, und ziehe: FM horizontal; wo iſolche der AE «in M) begegiet, ba 
liegt der Knoten M. 


Rechnend. Iſt APX horijzontql, fo kann man AD und BD als bi 
rechtwinklichen Koordinaten des End Punktes B und als gegeben anfehen. 


Es ſey AD=a, BD=b. Da nun AE=I if, fo iſt DE = = rs, 
alſo EE=FB=!VP 2b Nun ik ober - 
| 2 EN:EF m=.EA:ED,. . u 
flshh on 
EN = Bl = URZE—»). j 
vv’. j 


und nun noch en 


\ 





— — 


- 
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AN=i-BN = uor—erb), 
ya ’ . 
urd die Längen der Geitäke AM und BE ausgewerthet ind, 
Will man. nach bie rechtwinklichen Koordinaten AH und, IM des Punks 
tes M berechnen, fo nimmt man die Proportionen 








00° AHSÄN = AD:AR . 
m | MA:AN * DE:AB; 
wöraus.beruongeht,  - - Bun 
Ä Ai = VER +») 
rn 2,0 y u Ya a SaERE . 
und 1 BE = KVFZE+b). Fu 


Aber. chen ſo leicht berechnen Ach.nyn ale Di, Noueriuich ik: 
SA AD aD ET RANG: änBHG, 
ai VE, - In a 


" 7 3, ... 
alſe aꝛanu — ain AND = 2) n — 


Hieraus up and dm Bleichengen ber Me. 2) findet fi 
"Han ſogleich 


* 





u “ Pe Ri 0; | 
b. ß. man 1 finhet, daß bie beiden, Spannungen der. Seilſtuͤcke 
J 
AM unbd’BM einander gleich und das —— ff s 
un nander gleich im as v loche des ange 


haͤngten Gewichtes R find *). _ 
Aus diefen Refultaten sieht man leicht noch die Folgerungen: 
4) Doß bie, Spannungen P und Q, wenn 1 und a dieſel⸗ 
ben bleiben, ebenfalls immer dieſelben bleiben, wo auch B ſeyn 
mag, alſo auch noch wenn B in D felbft rücken ſollte; 
ß) daß diefe Spannungen. P und Q deſto größer werben, 
je 


x) Man nimmt oft diep arbeit. als ſich von ſelbſt verfiebend an, 
weil, wenn der Knoten beweglich if, beide Seilſtücke mur ein einziges Seil⸗ 
ſtück bilden. 

Verfährt man aber nach diefer letztern Anficht, fo sieht man auch 
hieraus leicht die Folgerung, daß die Richtung MC den Wintel AMB hal- 
biren müfle, wenn Gleichgewicht feyn ſoll. 
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je näher a dem 1 ift, und alle Größe überfleigen, wenn a—=1 
werden follte. Man kann daher dag Seil mit feiner Kraft, fo 
groß fie auch genommen werben möge, horizontal gerade aus. 
fpannen, fobald nur dag geringfte Gewicht daran angebracht ift. 
| Anmerk. 1. Bruftriemen, Tragriemen und Zugfeil eines 

giehenden Pferdes bilden eine ſolche Seilmafchine mit feftem Kno⸗ 
ten. Die Spannung am Zugfeil fol der zu ziehenden Laft (nebft 
der bereit8 als überwunden gedachten Neibung) das Gleichge: 
wicht halten. Es muß alfo der Wagen oder Schlitten für ſich 
und dann die gedachte Seil-Mafchine für ſich in's Gleichgewicht 
geftellt werden (nach $. 79.), und dann befommt man die Pref 
fungen, mit welchen das Pferd durch den Bruftriemen ſowohl, 
als auch durch ben Tragriemen gedruͤckt wurd. 
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Wir wollen jegt ein Geil AB betrachten, welches zwei Kno⸗ 
ten M und M, hat, an welchen begüglich die Kräfte Rund R, 
wirfen (Fig. 58... An A und B mirfen bie Kräfte P und Q, 
entweder wirklich, oder in fo ferne das Geil in A und B ber 
feftigt ift (nach $. 129.) al8 Spannungen. Man fol die Be: 
- Dingungen des Gleichgeroichts angeben. Ä 

Zwiſchen M und M, wirft eine Spannung S, wie immer, 
(nad) $$. 78. 85.) doppelt, nämlid) einmal von M nah M,, 
und dann wieder von M, nah M hin. Um M herum muͤſſen 
‘Daher bie drei Kräfte P, R und S in der Richtung MM, ein: 
ander das Gleichgewicht halten; um M, herum halten fich dann 
noch die Kräfte Q, R, und S in der Richtung M,M einander 
das Gleichgewicht (nad) $. 79.). Deshalb müffen AM, CM 
und MM, in einer und derfelben Ebene liegen, und wiederum 
MM, DM, und BM, in einer und bderfelben Ebene ſich finden; 
während dabei diefe leßtere Ebene mit der erftern zuſammenfal⸗ 
fen, aber auch von ihr verfchieden feyn kann, je nachdem bie. 
Richtungen MC und M,D ber Kräfte R und R, in einer und 
derfelben Ebene liegen ober nicht. 

IL [23 ] 
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Kr das erfiere Stier bat man nun ( ei $. 130. 

Nr. 2) 

| P 8 R 


1) — — On 5 
sin CMM, sin CMA sinAMM, 
und im Falle der Knoten bei M beweglich feyn follte, noch 


2) W. CMA = W. CMM, *). 
Für das letztere Gleichgewicht ift dagegen 
Q 8 BRi. 


3) DV — zuBMMW’ 
und tm Falle der Knoten bei M, beweglich feyn ſollte, auch noch 
4) W. BM. D W. MM.D. 

Aus dieſen vier Gleichungen (1. und 3.), wenn beide Kuno 
ten feft find, oder aus den fünf Gleichungen (1,3. und 2. ode 
4.), wenn einer ber Knoten beweglich ift, oder aus den ſechs 
Sleichungen (1. 3. 2. und 4.), wenn beide Knoten beweglich 
find, kann nun die Spannung S und was gefucht iſt, vollendet 
berechnet werden. 

Sind beide Knoten beweglich, fo findet fich' aus der Ned 
nung: 

P=0=5S; 
ein Refultat, welches fo einleuchtend A daß man folches gera⸗ 
dezu vorausſetzen kann. 


$. 132. 


Theorie der Fadenwage. 


Denken wir beide Enden A und B befeftigt, beide Knoten 
M und M, feſt, und beide Kräfte R und R, als Gewicht, 
welche vertikal (alfo unter fich parallel und in einer und berfk 
ben Ebene) wirken. Bezeichnen mir die Winkel AMM, web 
MM,B bezuͤglich durch) « und 4; verlängern wir AM und BM, 


*) Iſt die Mafchine im Gleichgewicht, fo hat jeder Knoten fen; 
völlig befiimmte Lage, er mag fonft zu den feften oder zu ben beweglicks 
Knoten gehören. Daher kann man ſich M, abfolut feft denken, wenn mt 
M bersachiet, und M mieder abfolut feft fich denken, wenn M, betrady 
tet wird. 
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bis ſie den Geraden M,D uns MC it D und C —* und 


feßen wir 
W. MCM, = 7 und. ®. MDM, = 8, 


fo ift noch, weil MC und M,D mit einander paralkel laufen, 
er —I=1IH, W. CMD=I9 W. DMC=}7. 

Die Gleichungen (1. und 3.), bie. dasmal alein Rats finden, 
werden jegt folgende: 


1) P:R = sin(P—y)isino, 

2) . Ss:R= sind:sine, 

3)Q:R ain (o — N:einß, 

4)9 S:R, = siny:sinf. | 
Eliminirt man nun aus (2. und 4.) die Spannung S, ſo er⸗ 
haͤlt man 

5) RR = = ein Besin ÖL sin a-einy, 
oder 

6) R:R MC: M,D *). 


Sind daher die Längen M,D und MC bekannt, und noch 
das Gewicht R, fo laͤßt ſich R, ſogleich dazu berechnen. — Dies 
ift die Theorie der Gadenmage | | 


. 133. 


Bir benfen uns nun ein Seil AB (Fig. 59.) mit n no⸗ | 
ten M,, M,,'M,, + M., fo findet im Gleichgewicht swifchen 
je zwei nächft auf einander folgenden Knoten eine Spannung 
ftatt, welche wir bezüglich durch Sı2, Sas, Ss *** Sn-ın aus- 
druͤcken wollen. Jede diefer Spannungen, 3. B. Ss. wirft dop⸗ 
pelt und in genau entgegengefegter Richtung, nämlich an dem 
Knoten M, nad) M, bin, und an dem Knoten M, nach M, zu: 
ruͤck. — Nach ($. 79.) muß aber jeder Knoten für fidy in's 
Gleichgewicht geſtellt werden. 





*) Es iſt nämlich im A CHM, 
| . MC:MM, = sinp:siny; 
und im A MM,D noch 
MM.:M,D = sind:sino; 
folglich iſt auch MO: M. D = sinßsinö:sina-siny. 
123*] 
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Denfen wir uns nun brei Beliebige auf einander fenfrechte 
Axen OX, OY und OZ. An den Knoten M,, M,, M,, --- M, 
wirfen bezüglich die Kräfte P,, P,, P., + P,, welche mit bie 
fen Axen die Winfel a,, Aus Yıs @ar Par Ya5 Bs, az 
On, Au Yu machen. An den Enden A und -B-mirken die Kräfte 
“ (oder die Spannungen) Q und O!, welche mit ben Axen bezüg 
lich die Winkel a, b, c und at, b/, c! machen. Die Winfd, 
welche irgend eine der Spammungen, 5. B. Sz,, welche an M, 
wirft, mit ben Axen macht, feyen u,, v,, w;,, fo daß 180° — u, 
180° — v,, 180° — w, bie Winkel find, welche diefelbe pa 
nung S,;. wenn fie an M, wirkt, mit denfelben Aren macht. 

Fuͤr das Gleichgewicht des erften Knotens M, hat man. nun 
(nach J. TH. Med. 9. 20.) die drei Sleichungen des Gleich⸗ 
gewichts: 


1) 


Q-cosa-+-P,-c080, +5, „ıcosu, —0, 
Q·cos b P,· cos . +S,„eosv, = 0, 
Q-tosc-+P,-c0osy, PSicos w, — 0. 
Kür das Gleichgewicht bes zweiten Knotens M, bat: man da 
gegen bie drei Gleichungen 

| —— P,-c080,-+S,,-cosu, — 0, 

2) 





— 5, ,.c08v, + P,-c0sß,-+S,s°c0sv; = 0, 

— 5, 2.008 w,-+ P,°c087, -F S, 3c08 w, —= 0. 
Für das Gleichgewicht des dritten Knotens M, iſt auf Diefelbe 
Weile 

— 5, 5.008u; +P;-0080, + S.cosu = 0, 

3) | — 5,3008, -+P;,-cos f;-+ 5; cos v. = 0, 

| — 5, ,°C08 w,-+ P,°c084, P Ss ,c0&w; = 0. 
Fährt man fo fort für das Gleichgewicht eines jeden der n Aue 
ten bie drei Gteichgetwichts- Gleichungen binzufchreiben, fo het 
man zuletzt 3n Gleichungen, aus denen die 3a — 1), vo 
den Spannungen Sı., Sys, Ssa, 2 2c herrührenden Seite 
Kräfte eliminirt werben Fünnen, fo daß zuletzt drei Gleichm 
gen übrig bleiben, toelche dieſe Spannungen gar nicht ich 
enthalten. Diefe Iegteren Gleichungen find nun bie nächfa 
Bedingungen des Gleichgewicht, e8 mögen die Knoten alle fe, 
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ober alfe betweghich; oder zum Thei feſt zum Theil beweg⸗ 
lich ſeyn. 

Die Elimination zeſchieht aber am bequemſten wenn man 
die erſten, dann die zweiten, zuletzt die dritten Gleichungen in 
dieſen m Syſtemen von drei Gleichungen alle zu einander ab: 
bir. Man erhält dann 

I. : Q-00sa-r I(P-cosa)-FQl-.cosal = 0, 

II. Q-cosb-+ · cos 9) -+ Q'-cosb! =. 0, 

III. Q-cosc-+ Z(P-c0sy) -+Q'-cosc! = 0, 
wo bie Bedeutung der Zeichen Z{P-cos @) x. 2c. indie Augen 
faͤllt *). 

Dies find alfo die drei Bedingungs⸗Gleichungen des Gleich: 
gewichts des Seil: Polygond. mit a Knoten, und biefe bleiben 
diefelben, ed mögen die Knoten alle feft, ober zum Theil feft 
zum Theil beweglich, oder endlich alle beweglich ſeyn. 

Für jeden beweglichen Knoten z. B. M, tritt aber noch eine 
neue Bedingung für dag Gleichgewicht ein, nämlich die, daB bie 
beiden Spannungen der Seil⸗Stuͤcke M,M, und M,M, einander 
gleich find, oder vielmehr die Bedingung, daß die Richtung der 
Kraft P, den Winfel M,M,M,, mit welchem fie in einer und 
derfelben Ebene liegt, genau balbirt, von welcher dann die er; 
fiere Ausſage eine nothwendige Folge if. 

- Sind die Bebingungs Gleichungen (I. — II.) des Gleich 
gewichts erfüllt, fo- geben die drei Gleichungen (1.), wenn Q 
und P, ihrer Größe und Richtung nach gegeben find, fogleich 
S,.. ihrer Größe und Richtung nach. Die Gleichungen (2.) ge: 
ben dann S,, ihrer Größe und Richtung nach. Desgleichen 
geben nachher die Sleichungen (3.) die nächte Spannung S,, 
ihrer Größe und Richtung nach; u. fi w. f.; fo daß man auf 
Diefe Weife, wenn auch noch die. Entfernungen M,M,, MM, 


*) Diefe drei Gleichungen hätte man auch fogleich vermöge der Bes 
trachtung erhalten Finnen, daß menu das Seil⸗Polygon im Gleichgewicht 
if, dann das Gleichgewicht nicht gefiört wird, wenn folches in einen feften 
Körper verwandelt würde. Am feſten Körper finden aber ſechs Gleichge⸗ 
wiches⸗ Gleichungen flott, unter denen die obigen drei voranſſehen. 
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M;M,, ꝛc. ꝛc. der Knoten von einander gegeben find, Die ganze 
Figur des Polygons conftruirt erblickt, boraußgefegt, daß alle 
Knoten feſt find. i 

Wäre aber 5.2. M, ein bemeglicher Knoten wiſchen zweien 
feſten M, und M., fo muͤßte bie Länge M,M,M, gegeben 
ſeyn, und noch bie Bedingung, daß Ses — Ss, iſt, oder daß 
die Richtung der Kraft P, den Winkel M,M,M, halbirt, um 
die Konftruftion. ber Figur ber -Meafchine ausführen zu koͤnnen. 

Aehnliches gilt, werm mehrere beivegliche Knoten auf einans 
der. folgen. i 

Addirt man endlich von den Gleichungen 1.2, 3. 2c. 2c. wie 
derum die erften, bie zweiten und’ die dritten zu einander, aber 
nicht alle n, fondern nur u bderfelben, fo erhäft man 

IV. Q-cosa+P, · eos 2,4 +P „008 0,45. 2+1°C08uu = 0, 

V. Q-cosb+P,-co8 d,+-+P 008 PS urı°608 Vu = U, 

VL Q-cosc+HP +cosy te +Pre08Yu4S2,u+1°C08 wu = 0, 
und biefe Gleichungen geben bie Spannung Sur ihrer Größe 

und Nichtumg nad) direkt aus ben von M, big M, hin wir 

Senden Kräften und der Kraft QO am Anfangs: pure A dei 
Seils *). 
Die Sleichungen (IV. — VI.) find, wie man Rebt, dieſel⸗ 
ben, welche man fuͤr das Gleichgewicht irgend eines Atoms, alſo 
auch des Knotens M,, erhält, welcher von allen Kräften Q, 
P,, P,, + P& und Sur, die parallel mit fi) bis zu ihm 
bin fortgeräckt gedacht werben, zugleich angegriffen würde. Die 
seht aber auch fehon daraus hervor, daß wenn dag Seil⸗Stuͤck 
als ein feſter Körper behandelt wird, Feine Verſammlungs—⸗ 
Kraft exiſtiren darf, wenn Gfeichgewicht feyn fol. 

‚Subtrahirte man bie Gleichungen (IV. — VI.) bezüglich von 
den Gleichungen (I. — IIL), fo erhielte .man ganz analoge Glei⸗ 
chungen zur Beſtimmung der Spannung —R naͤmlich die⸗ 


*) Auch dieſe Gleichungen (IV.— VL) ergeben ſich augenblicklich, 
wenn man das Seil⸗Stück (im Gleichgewicht) von A bis M, bin feſt ge 
worden fich denkt, mo dann diefe drei Gleichungen unter den ſechs Bedin⸗ 
gungs⸗ Gleichungen des - Gleichgewichts voranftehen. 
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felben, welche man auch bekommen würde, wenn man von dem 
End⸗Punkte B des Polygons eben fo ausgehen weilte wie man 
vom Atfangs : Punkte A ausgegangen if. . 

Sind Die, Kräfte Q und: Q' nicht gegeben, fondten hänge 
das? Seil an beiden En Punkten A und B abfohıt feft, fo muß 
man biefe Spannungen .Q und Q! ihrer. Größe und ihrer Rich⸗ 
tung nach ſelbſt erſt finden. Dazu bat man nun bie Gleichun⸗ 
gen (I. — HE) und, wenn nase bie Koordinaten⸗Axen durch A 


legt, ‚noch die drei Koordinaten⸗Werthe des andern Aufhaͤnge⸗ 


Punktes B, und noch die beiden Gleichungen 
cosa?-Feosb’-+cosc"—=1 und coeaſ-Pcos h-coſscꝰ 13 
eifo gerade ſo viel Gleichungen als Unbelannte *), 


+ 
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ie 


om dem beſondern Falle, wo die m Kräfte P,, P,, P,. ... P, 


lauter (vertikal, alfo unter fich parallel wirkende) Gewichte ſind, 
llegt das ganze Polygon -in einer duch A -und B beflimmten 
Bertital: Ebene. Legt man: die Axen OX und OY horizontal 
und vertikal. (nach unten) in. Diefer Ebene und OZ fenkrecht auf 
felbige (alſo wieder horizontal); fo find ale die Winkel y,, Yu 
one y. rechte Winkel; eben fo c und c’; ihre Kofinuffe find da- 
ber alle gleich Null. Die. Steichung (3.) wird nun identifch 
0 = 0 und kann ganz wegbleiben; und man erhält, weil auch 
noch die Winkel x, &;, »»- a rechte Winkel und A, , Fr 
der Null gleich find, ſtatt der. Gleichungen (I. u. IL) jegt bloß 


7 x) Weil diefe Rechnungen ſehr vermiffelt werden, fo würde man in 
der Praxis lieber abwarten, bis die gegebenen Kräfte P,, P,, P,, »-- P, 
wirklich im Gleichgewicht find, und die Figuk des Polygons nun vorliegt, 
alſo nicht weiter berechnet zu werden braucht. Hernach würde man die 
Kraft P, an M,, in zwei Seiten: Kräfte zerlegen, nach den’ vorliegenden 
Richtungen M,A und M,M, und man fände dadurch ſowohl die Spannung 
2 des Seils M,A, als auch die Spannung S,.. Dieſe Spannung Sa 
in der Richtung -M,M, gedacht, und die nächfie Kraft P, an M,, geben dann, 
wenn man Sie nach dem Sag vom Kräften Parallelogramm vereinigt, eine, 
ber Spannung Sa; gleiche mittlere Kraft; u. f. m. f.; fo daß ſich alle 
, Spammımgen aller Theile des Seils nach und nach beftimmen. 


. 
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L Qeoſn Qrcosal = 0, 
IL: Qreosb + Z(P) FOleoseb! = 0. °°  —- 
wo I(P) die Summe aller Gewichte vorficht. Dies find bie 


- beiden Bebingung®: Gleichungen. des Gleichgewichts, welche Das; 


mal ftatt finden, wenn alle Knoten feft, oder beiveglich, ober 
zum Theil feſt zum Theil beweglich find. 

Für jeben einzelnen beweglichen Knoten ‘M, tritt aber bie 
neue Bedingung hinzu, daß ber an ihm durch bie Gtüfe M,M, 
und M,M, gebilbete Winfel, von ber durch ihn hindurchgehen⸗ 
den Bettifal: Linie (der. jetzigen Richtung ber Kraft P,) hal⸗ 
birt wirb.. 

Und ift dag Seil an A und -B.abfolut feft aufgehängt, fo 
find die Spannungen Q und Q! ihrer Größe und Nichtung 
nach aus den Gleichungen (I. u. I.) und aus den Koorkine 
ten: Werthen der Aufbänges Punkte A-umd B, oder, wenn bie 
Koordinaten: Aren durch A gelegt find, aus ben beiden Koor: 
binaten- Werthen von B. zu finden. ‚Weil aber felb für biefen 
einfachern Fall dieſe Rechnungen noch fehr verwilkelt werben 
(in fo ferne die Koordinaten: Werthe aller einzelnen Knoten in 
Rechnung gebracht. werben müffen), fo mird man felbft in die 
ſem befonbern Ball wieder fo verfaßren,. wie in der Note zum 
($. 133.) fo eben befchrieben worden iſt. Geſchieht Dieb, fo 
fann man basmal noch folgende Betrachtungen hinzufügen. Hat 
man nämlich abgemwartet, bis die Seil-Mafchine im Gleichges 
wicht ift, fo bleibt das Gleichgewicht ungeflört, wenn man ans 
nimmt, daß das Polygon in- einen feften Körper übergeht. Denkt 
man fi nun an diefem feften Polygon ſtatt der. einzelnen Ge 
toichte P,, Pz, P,, ++» Pa lieber die Summe aller, nämlich (P) 
in dem Central⸗Punkt der parallelen Kräfte ($. 39.) angebradit, 
fo müffen die drei Kräfte Q, Q! und ICP) einander dag Gleich 
getwicht halten; folglich müffen ihre Richtungen in einem und 
demfelben Punkte und zwar in dem Punfte D sufammentreffen, 
wo fich die verlängerte erſte Seite. AM, und lebte Seite BM. 


des Seil:Polygons fchneiden, welchen Punkt D man in fo 


ferne als gegeben anfehen Fann, ald das Polygon im Gleichge 


* 


- 
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wicht. vorliegend gedacht wird. - Da man num bie. Richtungen 
der drei Kräfte. Q, Q und LP) Hat, und bie. eine. Kraft: CP) 
dazu,“ſo finden ſich die beiben andern vermöge des Satzes um: 


Reifen Peraliboragum ihrer Prüfe nach u ·nbucu bene 


en 


6. 135. 


1  Berehiigen 4 fi drei Seile AM, BM, CM. in. einen king 
gen: Knoten M; ſind dieſe Seile in:A, B, C aufgehängt «abſolut 
feſt) und hängt an M .eine.Kraft-P, fo. finden fic, die drei Span⸗ 
mingen, ‚bee Seil⸗Stuͤcke AM, BM und CM, wenn man die 
Kraft P nach den drei gegebenen. Richtungen. ANG:BM, CM. in. 
ihre drei Seiten: Kräfte: (mittelſt bes. Sates vom Roiften Pan 
rallelepipedum) zerlegt. hen 

II. Vereinigen fich vier Seile AM, BM, CM und DM, 
welche in A, B, C, D aufgehängt find, in einen einzigen Kno⸗ 
ten M, an welchem ein Gewicht P hängt, fo erhält man zwi⸗ 
(chen den vier Spannungen Q,, Q,, Q, und Q, an A, B, C, 
D, und dem Gewicht O, doch nür die drei Bedingungs⸗Glei⸗ 
ungen des Gleichgewichts des CI. Th. Med. & 20.). Will 
man Daher alle vier Spannungen ‚genau beſtimmen, fo muß 
man die fehlende vierte Gleichung aus einer phyfifalifchen Eigen; 


fchaft der Seile, etwa aus der Are und Weiſe, wie fich jedes - 
- Seil verlängert, wenn es geſpannt wird, erholen. In Be⸗ 


zug auf diefe fehlende ſpezielle Bedingungs⸗Gleichung des Gleich⸗ 


gewichts gilt alles, was wir vereits über. dieſe Snttengem von. 


Gleicungen in ‚den ($$. 85. - 89.) geſagt hahen. 

III. Und find n Seile in einem Knoten M ‚vereinigt, übeis, 
gens bafeſtigt, ſo erhält man‘ zwiſchen dem en. dem Knaten hans 
genden Gewicht P -und den. m, Spannungen: der Seil⸗Enden 
doch Fer; nur drei Gleichungen bed Gleichgewichts, fo daß 
n—3 Gleichungen aus den punfkelifchen: Gigenfhaften: den in: 
jebern alle: gerade gebrauchten. Seile noch. hergeholt werben muͤſ⸗ 
fen, wenn man die n Spannungen, wie fie in jedem Eir uſalie 
wirklich ſind, genau beſtimmen will. 

Waͤte es naͤmlich, wie man ſolches gewoͤhnlich wi hausngen 
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mn und. gleich dicken Seilen annihme, phyſilaliſch (d. h. durch 
Voerſuche) ausgemacht, daß jede Kraft, welche ein Seil ſpannt, 
es nuf die Laͤngin⸗Einheit des Seils: um ein Stuͤck verlaͤngert, 
welches mit..der Spannung proportional E, fo daß alſo bie 
Verlaͤngerungen der einzelnen Seile ſich zu einander verhalten, 
tie die Produkte aus den Spannungen in bie Längen der Seile 
mekipligiet: (mem ındr:die Seile alle homogen. unb gleich dick 
find), ſo: koͤnnte man aus ben, im febem Einzelfalle gemeffenen 
Längen und Berlängerungei bir, Seil⸗Enden AM,.BM, CM, 
rc. 2c. ſogleich die Verhaͤltnifſel der einzeinen Spannungen ale 
befannt: anfehen und ‚Died :wärde ‚bie n:r- 3. fehlenden Gleichun⸗ 
gen hinreichend erfeßen, fo daß nun bie: Spannmagen alle ge⸗ 
nau a beſtimmt werden konnten. 


⸗ 


Ines er ı 2 
ie Zweiter, Abſchnitt. u 


Bon den Geil: Kurven überhaupt. Bon der Kettenlinie, umd 
oo von ‚ber. Kettendxäden-Einie in's Befondere. 


Ä Men 136. 

.- Dat denke: fich: wie im (G 138) ein Seil AB; welches an 
bei beiden Enden A: und-B- (Sig. %1.) durch Kräfte oder Span: 
nungen ‘gehalten wird, bie wir durch Q md Q! begeichnen wol 
Ien, und deren -Nichtungen mit den drei Aren die Winfel a, b,c 
und al, di, machen; man denke fich nun wieder Kräfte wir: 
kend, wie dort bien Kräfte P,,ıPz, P,, «-- Pa, ‚aber - bagmal 
unenblich viels, ‚nämlich auf. jeden Atom bed Seils vom 
Anfang an big zu Ende (die natuͤrlich dann auch: unendlich⸗klein 
ſeyn müffen, bumit ihre Geſammtwirkung eine .endliche ung in 
die Sinne fallende und daher--unterfuchbare ſey). Man fol die 
Bedingungen bed Gleichgewichts angeben, oder die Kurve be: 


ſtimmen, melde b das im Sleichzewicht ſih befindende Seil an 


nehmen. wird. we 328 
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A) In fo ferne dag ‚Seit volftommen biegſam angenom⸗ 
men wird, fo hat man basmal: ein: loſes Syſtem (nicht vor: 


Theilen, tie im $. 133., fondern) von unendlich vielen Theilen. 


Jeder Thal maß für fi ich in in's Gleichgeroicht gebracht werben; 
(nad) 9. 79.).. , 

B) Men führt alfo wieder drei auf einander fenfrechte Axen 
OX, OY, O2 ein; theilt das ganze Seil. durd) Querſchnitte 
in unendlich viele Theile, jeden von unendlich⸗kleiner Länge, und 
betrachtet die durch die Schmer- Punkte aller diefer Duerfchnitte, 
im Falle des Gleichgewichts des Seils, gebildete Kurve als die, 


gefuchte. Sind nun.x, y, z die Koordinaten. Werthe des Ans 


fange: Punftes M, und x+ dx, y-+dy; 2-4+dz bie Koorbitta- 
ten: Werthe des End: Punktes N eines folchen Seile Elementeg, 
u find ,s und s-Hds bie Längen des Seild von A an bie 
bezüglich zu M und zu N hin, fo iſt' ds die Länge dieſes Seil: 
‚Elemented, und. dabei nach (I. Th. Geom. $. 16.) u 
1) de vi-+dy, rar, 3.dx, 
Bezeichnet man ferner. dur . 

2) .. - &ds ie 
die Mafle diefed Seil» Elementes MN*), und durch — 
3) X eds, Yeesds, . Zverds . 
die in eime einzige Kraft: vereinigten unb dann nach den drei 
Aren zerlegten Kräfte P, welche auf ben Schwer - Panft der un: 
endlich» Kleinen Maffe z-ds- wirken, fo fann man, obgleich der‘ 
‚Angriffe: Punft der SchwersPunft. der. Raſſe eds ſeyn fall; 


Doch, wegen der unendlich» Fleinen Unterſchiede, feine Koordi⸗ 


naten⸗Werthe mit x, y, z zuſammenfallen laffen. Dabei mag 
man X als eine Funftion.von x, y, 2 fid) denken, die. jedoch 


*) Weil die Maffe allemal das Produkt aus Dichtigkeit und Volu⸗ 
men ift, fo ift e ald das Produkt aus der Dichtigkeit und dem Querſchnitt 
des Seils an der Stelle x, y, z -auzufehen, in,-fo ferne der Querſchnitt 
mit ds multipligiet als der Inhalt (das Volumen) dieſes unendlich 
Heinen Seil⸗Stücks angefehen werden muß. Alſo if guch e Die. Maffe 
eines Seil-Stücks von diefem Querſchnitte und von OH" Länge L.  "- 


I 
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auch-s, ꝛc. x. in fich aufgenommen haben kann; dergleichen 
Zunftionen find. bann auch Y. unb 2. 

Iſt nun N die Spannung bes erftern Ended:M des Seil 
Elemente MN, fo find Die Kofinuffe der Winkel, welche bie 
Richtung diefer Spannung, d. 5. die Tangente an MI mit ba 
drei Aren macht, nach (dl. Th. Geom. $. 16.) besüglich 


de y dz. 
28 5." 


und daher bie nach den drei Yen zerlegte Spannung Tb 
zuͤglich | | 
en 

- Die Spannung am andern Ende N be GeilsElemente 
und die daraus nach ben drei Aren bervorgehenden "Schar 
Kräfte find dagegen durch diefelben Ausdruͤcke vorgeftellt, wem 
man nur in ihnen x-+-dx flatt x, alfo aud) y-+-dy flatt y 
und z-+-dz flatt z fubſtituirt, und zu gleicher Zeit bie Vorpt 
chen, .in die entgegengefeßten verwandelt, in fo ferne dieſe zweite 
Spannung ber erfiern entgegen wirft. Diefe von der legtem 
Spannung berrührenden Seiten: Kräfte. find daher . 


‚dx ( dy ( 5) n dz ( =) 
| 6) rn T-— ), T. AdT.), T-—+d T-z 





ds. ds ds 

wo alt=), a(T a) und a(T-32)) bie unenblich-Heinen Jr 
wachſe ( Differenzialien I. Th. Analyſ $. 21.) der eingeflammer: 
sen Ausdruͤcke vorftellen. 

Die neun Sräfte in den Rummern (3. 5. und 6.) muͤſſen 
daher nun einander bag Gleichgewicht Halten; und nimmt ma 
anı daß die Kräfte in (3.) denfelben Punkt angreifen, in we 
chem fich die beiden Spannungen in (5. und 6.) ſchneiden (ma 
in fo. ferne. erlaubt ift, als der Unterfchieb der Koordinaten Dt 
wahren Angriffs⸗Punktes und dieſes Punktes nur unenbliche 


it), fo befommt man bie Eleichgewichts. Gleichungen nach (I. 
Th. Mech. $,-20:) und zwar 


\ 
) 
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L alt:E)+-Xe:de —0, | | 
ds a 
II. alt F)+Yedı 6 
IM.  arz )+2e- d = 0. 


Da nun x, y, z einem jeden Punkte der Kurse angehören, 
fo ifl, wenn man biefe drei Gleichungen für jedes beliebige x gel- 
ten läßt, auch jedes einzelne Seil. Element, baher dag ganze 
Seil im Gleichgewicht, wenn man nur unter Q ben Anfangs: 
Werth von T, und unter cosa, cosb, cosc bie Ayfangs- Wer 


the von 5, 7, "= verſteht, und wenn ferner die End⸗ 
werthe von T, *. * und 9 Is — Bezüglich in. O!, cosal, cosb! 


und cosc! übergehen, fo saß, wenn in A,s—=0 gedacht ift, 
Dann für s—=L 


T= = — cosalı * = cos! und = cos! 
wird, unter L die ganze Länge des Seils verſtanden. 

Dieſe Gleichungen (J. — III.) beſtimmen nun die Spannung 
T und noch die beiden Funktionen y, und z,, wie ſolche zu je⸗ 
der beliebigen Abſciſſe x gehören. Sie find Differenzial- Glet; - 
chungen; ihre ‚Integration führt unbeſtimmte Konftanten ein, 
welche jedoch durch die gegebenen Anfangs» und End: : Werthe 


; =, T. =, oder doch durch die Anfangs: und End: 
Werthe von x, y, z feldft, ihre naͤhere Veſtinmuns erhalten 
werden. 

C.. Diefe Gleichungen (I. — 1IL) gelten, wem man fich 
bas Seil als unausdehnbar denkt, aber. auch- wenn es ausdehn⸗ 
bar gedacht wird (wie wir dies Teßtere ‚hier immer annehmen 
möüffen), weil man es im Zuftande- des Gleichgewichts - gedacht 
hat, welches in jedem Falle zulegt eintreten muß. Allein eben 
dieſes letztern Umſtandes wegen, muß man in ben Gleichungen 


von T 
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. — IL) bei der Beftimmung von & ben Querfchnitt des Seils 
im ausgebehnten Zuftande und auch ftatt L die Länge 
des Seils im ausgedehnten Zuftande fubftituiren, fobald 
man die Ausdehnung des Seils gehörig in Rechnung drin 
gen will. 

Da nun bei der Ausdehnung des Seils die Maſſe deſſeibe 
ſich nicht ändert, fo faun man annehmen, daß die Maſſe dei 
ganzen: Seile, ader auch bie Male ards bed Elemented MN fid 
nicht ändert. Sind alfo s! bie Länge des Seils, e ber. Due: 
fchnitt deſſelben am Ende von s’, endlich ds! die Länge des Ele; 
mented, vor ber Ausdehnung geivefen, welche nach der Ausdeh⸗ 
nung in s, e und ds übergegangen: find, fo hat man zundchft 

v. eds — eeds!. 
Die Ausdehnung felber nimmt man für die Längen: Einheit bei 
einerlei Duerfchnitt mit ber ‚Spannung proportional an. De 
ber ift 

V. ds—ds! —= o-T.ds!, 
wo o ein fehr Kleiner Koeffisient ift, der von ber Dicke und von 
der Materie des Seile abhängt. Iſt das Geil gleich Dick und 
homogen, fo ift e und auch w fonftant; im Allgemeinen find 
aber &! und w al& gegebene Sunftionen der Länge s! der Aus 
dehnung anzufehen. 

Aug (IV. und V.) folgt auch noch 

VL (l+o0-T)—. 0, 
welche flatt ber (IV.) geſetzt werden Tann. 

Die fünf Gleichungen (J. IL III. V. u. VL) beſtimmen num bie 
fünf Unbefannten e, T, y, z und s! inx, folglic) auch in s aus: 
gedrückt. Hat man aber bie Gleichung zwilchen s’ und s, und 
find die Konftanten fo beftimmt, daß ſowohl s! ald auch s in 
A anfangen, fo muß, wenn man s! —1 fegt, flätt s zugleich 
L gefegt werben, wenn 1 und L bie Längen bed Seils vor und 
nach. der Ausdehnung bezeichnen. Auf diefe Weiſe findet man 
dann auch L, wenn 1 gegeben ift. . 

. "Nimmt man aber L und s als gegeben an, fo bebarf es 
der Gleichungen (IV. — VL) gar nicht, fondern «8 reichen dann 
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die drei Gleichungen (I. — III.) vollkommen din; um alle ge 
fuchten Funktionen zu geben. 

| D. Ehe wir die Gleichungen (I. — IIL) zu integriren ver⸗ 

ſuchen, wollen wir zuvor das in (B.) und (C.) beſchriebene 

Verfahren an einem ſehr einfachen Beiſpiel durchführen. 


Es fen nämlidy das Geil AB (Fig. 60.) in A aufgehangen, übrigens 
aber bloß feiner. Schwere überlaffen, in B dagegen werde noch ein Gewicht 
Q’ angehängt, fo wird in A eine Spannung Q flatt finden. Läßt mau 
num die Are OX mit der AB zufommenfallen, und die Abfeiffen x fo wie 
s von A aus zählen, fo wird s=x=AN, de=dx; #—=x’, ds’ = dx 
die Gleichungen (TI. u. IIL) werden identifh 0 = 0, und die Gleichung 
(1.) wird 
1) dT+Xedx = 0, oder AT, + = 0, 


während Xe-dx die Kraft vorfiellt, welche auf das Element «ds sder «-dx 
des Seild in der Richtung AB mirkt, ſo daß dasmal, wenn g die Schwere 


bedeutet, | 
2) X= g 
if, weshalb die (1.) übergeht in Die nachftehende Gleichung, 
3) oT „ge == (, 


Integrirt man nun dieſe Gleichung, unter ber Borausfegung, daß = eine 
Sunftion von x ift, und beflimmt man die eingehende Konftante der Be⸗ 
dingung gemäß, daß fürx=0, T=LQ ſeyn muß, fo erhält man 


4) T-0+3/,., ed =0, dr T= auf... e.dx. 


Sest man hierin x=L, ſo wid T=0'; alſo geht die Gleichung (4.) 
über in 


6) | Y=0-£ r „grda 
wodurch die unbekannte Spannung Q gefunden if. Da nun ef. edx 
L_0 


das Gewicht des ganzen Seils if, fo jeigt die Gleichung (5.). daf die Span⸗ 
nang O gleich if dem Gewicht des Fanzen Seils noch um das angehängte 
Gewicht Q’ vermehrt, was man in diefem einfachen Sall ohne Rechnung 
hätte wiffen können. 

Eliminirt man aus (4. u. 5.) dieſe unbefannte Spannung Q, fo er- 
hält man 


6) T-lasf. „end, 


fo daß man fieht, wie die Spannung T an ider durch x gegebenen Stelle 
M gleich if dem Gewicht 6. , dx des Seilſtückz MB son dieſer Stelle 


M an bis sum untern Ende B "hin, nebft noch dem unten angehängten 


I / 
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Gewicht 9’; ein Nefultat, welches man dasmal ebenfalls ohne alle Ne 
nung hätte wiſſen können. n 

Diefe Gleichung (6.) darf man aber fo lange nicht als ein Integral 
der Gleichung (3.) anfehen, fo lange noch e felbft erft aus der Gleichung 
(VL) gefunden werben muß. Will man daher T wirklich finden, fo muf 
man aus (VL u. 3.) zuerft = eliminiren. 

Um aber e und L und T zu finden, mie fie im Gleichgemicht des Seil 
(alſe nach der Verlängerung) fenn merden, tollen wir beifpielsmeife ans 
nehmen, daß das Seil vor der Verlängerung homogen und gleich Dick fm, 
fo daß alfo e“ Tonftant und gegeben if. Es ift dann o ein konſtanter für 
dieſes Seil zu findender jedenfalls fehr Fleiner ErfahrungssKoeffisient, mm 
da el die Maffe des Seild, alſo egl das Gewicht des Seile if, fo ha 
man, wenn letteres als befannt angefehen und durch p bezeichnet wird, 

7) eel=p der ! = Fi und eg = +. 
Wird nun aus (VI. und 3.) e eliminirt, fo erhält man, wenn man fett 


e'g feinen Werth + ſetzt, 


—P — 
MT, ++ o, 
oder 
8) 8T,+oT-8T, +} = 0. 


Und integrirt man jedes Glied diefer Gleichung, fo ergiebt fich weiter 
THoT+lı=C, 


wo C eine noch zu beftimmende Konftante if. Weil aber für x=L, 
T=0' werden muß, fo hat man zur Beſtimmung von C die Gleichum 


++ BL = 0, 
fo daß das Integral der (8.) jetzt wird, | 
9. T- Q’+40(7-Q%)—- FL 2) = 0. 
zöft man diefe Gleichung nah T algebraifch auf, fp erhält man 
10) T= (14H + Fan ]). 
Die Gleichung (VI) giebt nun « dazu, nämlich 
€ 1 
11) = 
Ä a Vargy+2 Fu] 
Um nun L feibg noch MM finden, muß man aus (C.) die Gleichung 
(V.) zwiſchen ° und s, d. h. zwifchen x’ und x finden, nämlich: 
/ 1 


I 2 
A,= 1,1 ; 





Bett 
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Ratt.T feinen Wetth ans -(10.). ſubſtituiten, dann integriren und 1 ‚mm 
x’, 27 ‚pie L fatt x fegen. ‚Died giebt 
1 


‚dx, 
—* —XX +2 FCM. 
vderr .4.. 
2) — —D — —— —— 
woraus 





Se oh: + 3 Tl) — X a 


ober. ei .r 

13) ur == En 
hervorgeht. — Eliminiid man zuletzt ws (0. 12. und 13.) zuerſt x und 
Dann L, fo ergiebt fich ” 


14) = 14 


Die Gleichungen (12. 13. und. 14, ) An nun die Aufgabe vollſtän⸗ 
Dig; denn wenn man den Berih von L aus.(13.) in die (12.) fubftituirt, 
und dann den Werth von x’ in (14.) fest, fo hat man T in x und in 
lauter bekannten Werthen autgedrückt 3 


— 





⸗ 
> 2 
a 








*) Wir haben hier abſichtlich Die ganzen R chaungen ſo durchgeführt, 
wie ſie im Allgemeinen durchgeführt. werden müffen, In. dem gegenwärtis 
gen befondern Zalle konnte man fich, aber mit dem Nefultat der (Ver. 6.) 
begnügen, ⸗ gar nicht- fuchen, L dagegen Durch falgenbe Betrachtungen fin⸗ 
den. Man konnte namlich aus (C. Vl) nehmen 
a) (l+oT).dx‘ = de, : 2 

und in diefe Gleichung das T feen, welches fich direft aus dem Kelultat 
der (6.) berechnet. Map: dieſer (Nr. 6,) iſt aber T Das angehängte, Ges 
wicht Q’ nebſt noch dem Gewicht des Seils BM; if alfo p das Hewicht 


des ganzen Seils, ſo iſt dos Gewicht von BM offenbar = pP ——— 1= = ; und 
man bat y 
4) Ta gyrpE == ” 


Subſtituirt man nun diefen Werth von r jzur Mechten, in die Gleis 
hung (a), und integrirt man dann, indem man die Konflante der Bes 
dingung gemäß beſtimmt, daß für = 0 ud x = 0. erben muß, ſe er⸗ 
hält man 

y) z—-ı = Ns tup[x _ 7) 


IL. [24] 
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E. Geht man nach dieſem Beiſpiel zu dem allgemeinen Fall 
wieder zuruͤck, ſo kann man wiederum ſuchen die Gleichungen (I. 
bis II.) fo zu integriren, wie wir im (I. % Mech. $. 38.) 
die drei Gleichungen ber Betvegung gu integriren gefucht haben. 
Zu dem Ende fann man ſich auch hier x noch als eine unbe 
fannte Tunftion eines beliebigen: neuen Veranderlichen t denken, 
fo daß dann auch y, 2, s, sl, fo wie auch T,“ als Funktionen 
von t angeſehen werden ff nyen, Die drei Gleichungen (I. — IL) 
werben nun, wenn die bloßen (runden) d allemal Differenzial; 
Koeffisienten nach t bedeuten, bie nachſtehende Form annehmen: 


—f 





1) et Ar) = vn di 
2) oT. SI) y Yard = 0, 
30. He) ai: ee 
oder auch Ä 
"x dx 
4) SBT+TD ( — 0, 
5) TST-HT- (2? re = =0 
6) 2.97 +70 +20 = =. 
Rum multiplizirt man die erſtere mit 3 ie ‚andere mit , 
‚die pritte aber mit = und addirt alle bei Relultute man er⸗ 
hält dann nn | 
) . MrekirYay Zi, 
. | Or? N O7? 
weil tat! 


und dag Differenial Davon, naͤmlich 


73 


Wird nun noch x und zugleich x gr deſett; io “erhält mas 


daran 
99)  L—1= uu“Q’+4p);: 
und Das ift die obige Gleichung (13.). 


N 


/dx —8 63 
ur ds +2 a Os 


iſt, weba die —— (runden) 8 ante Differensial : Koeffi- 
gienten nad) (dem neu eingeführten Beränderlichen) t vorftellen. 

In allen den ‚Sällen daher, wo 

&X-dx+-Y-dy-+ 2-82) 
integrabel ift, hat man aus der (7.) fogleich 
8) T= — feX-dx-+Y-dy-+Z-d2).dt *). 

Iſt das Seil homogen und ‚von gleicher Dicke. und nimmt 
man auf den Fleinen Unterfchieb zwiſchen &! und e nicht, Rück 
ficht, fo daß man fich s als Fonftant denkt, fo wird .noch, wenn 


9) SXR-&x+-Yöy+-Zödr).dt = — Pa 
gefegt wird, F 
10) T= — 3 


fo dag T wenigftend in allen ben Faͤllen gefunden iſt, in denen 
X-dx+-Y-dy-+2dz integrabel if, wenn man nur Diefe Span⸗ 


nung T an einer einzigen Stelle kennt, damit die Konftante ihre‘ 


Beſtimmung finden fönne. Die Figur des Seilg braucht in den hier 
vorausgeſetzten Zällen durchaus nicht befannt zu ſeyn. If aber 
T=e9,,, gefunden, fo werben zwei oder Drei Gleichungen 
(1. — 3.) ober (4. — 6.), oder irgend zwei Gleichungen, welche 
aus diefen abgeleitet find, y und z als Sunftionen von x dazu 
geben, ſobald fiatt T fein Werth geſetzt wird. 

Ganz auf analoge Weife, wie im ($. 40. I. Th. Mech.) lei⸗ 
tet man aus den drei Gleichungen (1. — 3.) oder (4. — 6.) 
noch ab 


1) xy — Hy: = — &dy— Y-ös)—z &03? **); 





*) Der Anfänger wird nicht Üüberfehen, daß man die Gleichung (7.) 
durch dx wegdividiren kann, und daß dann die (7.) übergeht in 
89T, te X+Y-9,+28,) = 0, 
und T= —fıX-+Ydy,+ 2.82,).dx 
liefert, welche Gleichung jedoch mit der obigen (8.) zuſammenfüllt. 
”") Es wird nämlich die (1. oder 4.) mit dy, die (2. oder 5.) mit 
[24*] 


— u. 
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12) 29x19 — 4 IX); 


13) ay-dr—dndty = (Yin ZBy) * 

Iſt nun o der Kruͤmmungs⸗ Halbmeſſer der —* des Seils 
im Gleichgewicht, und zwar an der durch x,y,2 gegebenen 
Stelle M, fo ift nach (L Geom. $. 16. VI. 8), 


14) e= 





rn Is® , 
(@xö’y * ds) ——— ——— — ãe— 
folglich wird, wenn man bie Werthe and (11. — 13.) und zu 
gleich den We von T aus (10.) ſubſtituirt, 
“ "pP, 7,* «ds " 

——— da HY-d2—Z-87)?, 
oder 
16) g= 


fo daß mittelſt if —8 be Sehamunge Safe der 
Kurve an einer durch x, y, z gegebenen Stelle. befannt ift, wenn 
man die Gleichungen der Kurve auch nicht hat, ſobald man nur 
die Richtung der Tangente an dieſer Stelle kennt, in fo ferne 


*. ST, = bie Kofimufle ber Winkel find, welche Sie © Tan⸗ 


sa drei Aren macht *), | 

F. So tie wir in dem Seil:Polygon . 133.) die einzelnen 
Gleichungen, welche für das Gleichgetwicht der einzelnen angegrif⸗ 
fenen Knoten gefunden worden find, addirt haben, um die zwiſchen 





dx multiplizirt, und hernach werden die beiden Reſultate von einander ſub⸗ 
trahirt. Gang analog bilden fich dann die beiden nächften Gleichungen. 

*) ‚Alle diefe Refultate (8. — 16. der E.) find aber nicht brauchbar, 
wenn nicht X-öx-+-Y-dy-+Z-dz integrabel if. In allen andern Fällen 
muß man daher immer zu den Gleichungen (IL. — II. der C.) oder (,—8 
der E.) wurügttehten. 
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liegenden Spannungen zu eliminiren, fo kann man auch hier 
verfahren, wo unendlichsviele, nämlich alle Atome des Seile 
angegriffen find; nur daB die: Summe aller‘ diefer Gleichungen 
bier gefunden wird, wenn man zwiſchen den Grenz⸗Werthen 0 
und L von s, nad) s infegrirt (wo dann x, y, z, T als Funk—⸗ 
tionen von s angefehen werden müffen). Die Gteichungen (CE. 
1 — 3.) geben fogleich 


3— J 

[r2 =] - Irz Fr S —8 * 0, 
2] [ | — 

[r = \-[732]+ S. „Ned = 0, 
8 9z u._ 

3) E &|- [rz|+ Jede — 0, 


wobei allemal ſeyn wird 
dx xl 
4) Ir. ‚= Ql.cosa'; [rz]= —Q.cosa, 
d d 
[1.2 |= Qlcosb!; [r32]= —O.cosb, 


‚oz ‚92 

6) E 5|= Ql.cosc!; E == —Q.cost, 
fo daß die Gleichungen (1. — 3.) diefe werden: 

7) Q'.cosa! 4+Q-cos + Si, Kerds =, 

8)' Q!.cos b1+-Qrcosb+ f,. Yes =(, 

9) Q'.cosc! -+Q-cos c+ S: 9 Zeds = 0 *), 

Dies find aber genau die Gleichungen des: Gleichgewichts, 

die man erhalten würde, wenn alle wirkenden Kräfte parallel mit 
fich einen und denfelben Atom angriffen. Dies folgt auch dar- 


aus, weil nicht Gleichgewicht feyn kann, wenn eine Verſamm⸗ 
Iungs» Kraft eriftirt, fobald das Seil im Gleichgewicht als ein 





*) Man erhält diefe Gleichungen (7. — 9.) wieder unmittelbar, wenn 
man das Prineip anwendet, nach melchem das Gleichgewicht des Seils nicht 
geſtört wird, wenn man felbiges feft geworben fich denkt. inter den fechs 
Gleichungen des Gleichgewichts, welche ber ($. 29.) dann Fiefert, find die . 
(7. — 29.) die drei erfiern. 


v⸗ 
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nn; 





12) 92.8°%-dr9% — 4 dx — X+d2). 


13) dy-d%z— d-ö'y — (Y- 227), * 
Iſt nun ꝙ der Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer der Zune des Geil 
im Gleichgewicht, und zwar an ber durch x, y, z gegebenen 
Stelle M, fo ift nach (l 26 Geom. $. 16. vu. 8.) 
14)e= \ 





' Os® 

VE FT BRNO 
folglich, wird, wenn man bie Werthe aus (11. — 13.) und je 
glelch den Werth von T aus (10.) ſubſtituirt, 

15) nk PP EEE 
en 

oder 
16) e= = 


fo daß mittelſt if Bidung m — — da 
Kurve an einer durch x, y, z gegebenen Stelle bekannt ift, wen 
man die Gleichungen ber Kurve auch) nicht hat, ſobald man nt 
die Richtung der Tangente an dieſer Stelle Tennt, in fo fern 
3 I, 27 die Kofinuffe ber Winkel Find, walce Die Sn 
gente mit den drei Aren macht *). 

F. So wie wir in dem Seil⸗Polygon 133.) die einzeina 
Gleichungen, welche für das Gleichgewicht der einzelnen angegrh 
fenen Knoten gefunden worden find, addirt haben, um Die zwiſcha 


dx multiplisirt, und hernach werben bie beiden Nefultate von einander far 
trahirt. Gang anatog bilden fich dann die beiden nächfien Gleichungen. 

*) Alle biefe Refultate (8. — 16. der E.) find aber nicht brauche, 
wenn nicht X-Ix-+-Y-dy-+2Zdz integrabel if. In allen andern Säle 
muß man daher immer zu den ©leichungen (L — IE. der C.) oder (1.—3 
der E.) zurückkehren. 
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liegenden Spanmungen zu eliminiren, fo fann man auch hier 
verfahren, wo unendlich⸗viele, nämlich alle Atome des Geilg 
angegriffen find; nur daB die: Summe aller dieſer Gleichungen 
bier gefunden wird, wenn man zwifchen den Grenz⸗Werthen 0 
und L von s, nad) s infegrirt (wo dann x, y, z, T ale Tunk 
tionen von s angefehen werden müffen). Die Gleichungen (E 
2. — 3.) geben fogleich 


1) — — — „ee = == 0, 
> BRl-ERlef em 
>» -lr/ za =o 
wobei allemal feyn wird 
4) [7] = Ql.cosal; [rz]|= — ˖ cos q, 
[1.2 | = Ql.cosb'; [732] = —0O«cosb, 


6) | [r2 >| = = Qlccosc'; [m .— 7% cost, 
fo-daß die Gleichungen (1. — 3.) diefe werden: 
7) Q!-cosa'-+Q-cosa+ fi‘. Xards = 0, 
| 8) Q’.cos 1 Qroosb-+f,. Yeds —=0, 
9) Q'.cosc! -Q-cosc-+ JS. , Zerds —=0*), 

Dies find aber genau bie Gleichungen des Gleichgewichts, 
die man erhalten würde, wenn alle wirkenden Kräfte parallel mit 
fich einen und denfelben Atom angriffen. Dies folgt auch dar- 
aus, weil nicht Gleichgewicht. feyn Fann, wenn eine Verſamm⸗ 
lungs⸗Kraft eriftirt, fobald dag Geil im Gleichgewicht als ein 





*) Man erhält diefe Gleichungen (7.— 9.) wieder unmittelbar, wenn 
man das Prineip anwendet, nach melchem das Gleichgewicht des Seils nicht 
gefört wird, wenn man felbiges feft geworden fich denkt. Unter den fechs 
Gleichungen des Gleichgewichts, welche der ($. 29.) dann Fiefert, find die . 
(7. — 9.) die drei erſtern. 


‘ 
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fefter, von denſelben Kräften angegriffener Körper gebacht und 
dann nach ($. 26.) behandelt wird. Es müflen alfo die dre 
Gleichungen des ($. 29.) ftatt finden, welche das Nicht: Borhas 
denſeyn einer Verſammlungs⸗Kraft bedingen. 

Man kann fich aber fehr bald durch Nechnung überzeugen, 
daß auch die drei andern Gleichgewichts⸗Gleichungen des ($. 9. 
C.) ftatt finden, wie folche für das Gleichgewicht ebenfalls 
noch eriftiiren ‚müßten, wenn das Geil ein fefler Körper wär, 
nur daß fie bier nicht als neue zur Bedingung des Gleichge 
wichts nothwendige Gleichungen erſt noch hinzutreten, fonben 
bereit8 aus den Gleichungen (I. — IIL) oder (L — 3.) hervor: 
geben. 

Wir Haben nämlich die Gleichungen (C. J. — UL) unte 
der Vorausſetzung erhalten, daß bie wirkenden Kräfte T, T-+dT 
und Xe-ds, Ye-ds und Ze-ds einen und denfelben Atom angıd 
fen. Daher befamen wir nur drei Gleichungen bed Gleiche 
wichts. Man hätte aber bie Aufgabe eben fo gut aus dm 
£örperlichen Gefichts- Punkt d. h. bie Angriffe- Punkte als zu 
nem feften Körper gehörig anfehen fünnen, fo dag man fehl 
Gleichgewichts⸗ Gleichungen bekommen haͤtte, nur daß Die Koos 
dinaten der verſchiedenen Angriffs⸗Punkte alle bezüglich einen 
ber gleich und bezüglich x, y, 2 gewefen wären. Dann hätt 
man außer ben Sleichungen (I. — II.) auch noch Die Ird 
Momenten: Öleichungen erhalten, nur daß, weil in biefem Sal 
bereit8 drei &leichungen das Gleichgewicht bedingen, die brd 
übrigen -offenbar nur folche feyn fönnen, welche fi) aus da 
drei erftern auch auf algebraifchem Wege ableiten laffen. Dick 
drei Momenten: Gleichungen find aun: 


d ‚d 
x.d(T.2) ya SE) +@Y—yLede — O, 
z.d( T-SE) — nd T-E) +HaX—2Z)eds =06, 


? (1) —d(T SP) 4-62 — 2Y)eds = 0*), | 


— — J 





*) Man würde diefelben Gleichungen auch nach (L.Ih. Mech. $. 
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VII. ———— — X —EE— = 6, 
an T5:) (7) +0r ze =(, 


IX. RENT —22(7. 2) 402-0 = 0. 


Nun find gber die zwei erfiern Ölieber in der Gleichung 
(VII) nichts weiter als 


dy Or‘ 
| or rz)l 
Sind daher die Anfangs: Werthe von x, y, z (für s—0) durch 
.Eı I fı die End: ⸗Werthe derſelben dagegen (für s=L) durch 
x, 9°, 5! bezeichnet, und nimmt man von dem Ausdruck links 
in (VII) dag Sintegral nach s swifchen den Grenzen O und L, 
fo erhält man. 
10) Q’-(2’.cosb’—y’- HR ¶ · cos b-Y-casa)+ M —S——— 


und natuͤrlich dann auch auf ganz analoge Weiſe 
11) . ·cA-·coS eVCO· (· cos -x · ——— (2X-XxZ)sda - 0, 


12) Q’.(y’cose’—/.cos 5)+Q-(Yy-cosc—j-cos b)+ Sa (yZ-Y)eds = 0; 


und dies find genau die drei Momenten: Gleichungen des ($. 29. 
C), welche auch ſtatt finden müßten, wenn das ganze Seil im 
Gleichgewicht ein feſter Koͤrper waͤre. 

Die Gleichungen (7. — 12.) werden im Allgemeinen zur Bes 
ſtimmung von ſechs konſtanten Werthen (z. B. von x, Yr dr Hı 


II.) aus den Gleichungen (I. — III.) und ſtatt der Gleichungen (L — HL) 
erhalten; in fo ferne dort bemwiefen if, daß man flatt der drei Projektions- 
‘&feichungen des Gleichgewichts die drei Momenten» Gleichungen nehmen 
Tann. — Auch Tann jene Umformung der Gleichgewichts. Gleichungen hier 
wiederholt werden, fo daß man die Rechnungen direft befommt, wie fie 
bier folgen: 
Man multipligirt nämlich die (I. oder 1.) mit y, die (II. oder. 2.) mit 
x und fubtrahirt die Refultate von einander; dann hat man bie erfe der 
obigen Gleichungen. Auf ganz analog einfache Weife erhält man aber auch 
die beiden andern. 
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y', 5'; ober von Q-cosa, Q-cosb, Q-cosc, Ql-cosa', Q!-casb, 
Qiscosc!, je nachdem bie legtern ober, bie erftern in der Auf 
gabe als gegeben angefehen werben) dienen. Sind x, y / z un 
Ql-cosal, Q.cosb , Q·eoac gegeben; dann dienen dieſelben 
Gleichungen (7. — 12.) sur Veſtimmung von FH y', 3, Q-cosa, 
Q-cosb, Q-cosc. 

Sind aber bie Koordinaten⸗Werthe von A und B befannt, 
entweder bireft gegeben‘, oder aus den Gleichungen (7. — 12.) 
berechnet, fo kann man wieder die vier Konftanten beftimmen, 
welche bei der Integration der beiden Gleichungen eingehen, aus 
denen, wenn T gefunden ift, y, und z, gefunden werben. Die 
Länge L des Geiles findet man anlegt noch auögebrücht durch 
die Sr 

13) = f. Yırdy2+-d2°.ds, 
aus welcher, wenn L befannt if, die in p,,, „ enthaltene Konftantı, 
bie in y, und z, eingegangen iſt, beftimmt werden kann, im 
Falle die Aufgabe zu denen gehört, für welche bie Rechnung 
(E.) gilt. 

on $. 137. | 

A. Betrachten wir nun noch biefelbe Aufgabe, jeboch für 
den befondern Tall, Daß alle Kräfte in einer und derfelben Ebene 
wirken, in welcher zugleich auch der Anfangs-Punft A und be 
End: Punft B des Seiles liegen. In diefem Falle kann fein 
Theil der Seil-Kurve außerhalb diefer Ebene fallen und man 
nimmt daher num in berfelben Ebene zwei Koordinaten - Ar 
OX und OY auf einander fenfrecht; die dritte Are OZ wir 
num überfläffig, und wenn man die Bezeichnung genau fo ber 
behält, wie im ($. 136.) fo erhält man dasmal ſtatt der ber 
tigen Gleichungen (I. — IIL) jest bloß | 


I. o(1.22)+-Xeds == (, 
ös 


1. oT) +-Yede 0 


S137:B.. : 8 derSeil⸗Kurven. 1 0: 27% 


1 & mmol x 0. - 
1) —5 V Re Os = 0, ; . 
2) EL öT+T- er ——D, 
waͤhrend/ dasmal a " W 
3) ee VOö 


iſt. Die Gleichungen V. des $. 136.) bleiben bier unver: 
ändert diefelben, und dienen auf's Neue dazu, fowohl & in. el, 
als .auch s in s’! zu finden, damit zulegt L in 1 gefunden wer; 
den fönne. | 

B. Multiplizirt man wieder die (1. und 2.) bezüglich mit 
= und er und addirt Die Reſultate / ſo erhaͤlt man ſogleich 
wieder, — 

ör?  Oy? — dx öy By 

rn und — J )6 

4) TAX.-.- .dx+-Y- .öy) = 0, 

woraus, wenn wiederum bie geringe Yenderung im Querſchnitt 
unbeachtet gelaſſen, alſo wiederum & als konſtant, und zugleich 


) SR&+Yäy),d=g,, 
gedacht wird, 
6) ‚T=eg,, 


hervorgeht, too p,, wiederum eine Konftante aufnimmt, welche 
fpäter noch eine nähere Beftimmung erfahren muß. 
Eliminirt man aus den Gleichungen (1. und 2.) er Dif 


ferenzial- Koeffizienten IT, indem man bie erſtere mit 2 ‚die 
andere mit * multiplizirt und die Reſultate ſubtrahirt, daß 
man erhaͤlt 
T| 2.2098) — &.0(8) +27 09: = 0, 


und ſubſtituirt man aan T feinen fo eben in (4.) gefundenen 
Werth, fo erhält man 





/ 
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— ae) Bol) ———— 
und dies iſt die Differenzial- Gleichung der zweiten Ordnung 
aus welcher y in x mit zwei undeflimmten Konftanten gefun 
den werben muß. Dies ift alfo die Gleichung ber Kurve, welche 
das Seil jet im Falle des Gleichgewichts bilder. 

Der Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer o der Kurve findet; fi) dann fo: 


8 - Un ie m — 


—A 
X u: 


C. Zaner findet man auf ganz analogem Wege wie in 
(6. 136, F.) 


9) Ql.cosa! HOrcosahf,., Xeds = 0, 
10) Ges. Ye-ds = 0, 


fo wie noch 
11) Q’.(r.cosb/- —RX — * °cosa)+ en (x«Y-yX)-ds=0. 
Und ganz zuletzt iſt dasmal 

12) L=f.. Yirdyds. 

Diefe letztern Gleichungen dienen bier wieder zur Beftimmung 
Eonftanter Grenzwerthe, oder folcher Konftanten, welche durch 
die Integration eingehen, namentlich auch derjenigen, welche in 
p eingegangen ift, im Falle bie Rechnung (B.) ſtatt gefun⸗ 
den hat. 


$. 138. 
Von der Ketten⸗Linie. 


Es wirke auf ein in zweien gegebenen Punkten A und B 
(Big. 61.) aufgehängtes Geil bloß die Schwere der einzelnen 


*) Alle diefe Refultate (B. 6. — 8.) können nicht benugt werben, 
wenn nicht SX-dx + Y-dy)-dt integrabel it. Und felbf dann, mem 
X-dx-+-Y-dy integrabel iſt, kann es doch immer noch wünſchenswerthet 
ſeyn, die Gleichungen (L u. II.) oder (1. u. 2.) direkt zu behandeln, eb 
die Gleichung (7.) iu benugen, 


6. 238. re BD. d. Seil Kun, - - Tin 2» 


Theile bed Seils. — Man foll die Kurse, ſaden / weiche da⸗ 
Seil, im Gleichgewicht, bildet. u v. 
Dasmal iſt, wenn bie Are AX horizontal, bie andere Zoor⸗ 
dinaten⸗Axe AY dagegen vertikal nach unten gebacht wird, 
.2) 1=0,..Y=g- . 
alfo, wenn man genau nach ($. 137.) verfährt,. Ku: 
2) 9,,= SR &ax+Ydy)d= —Sgdy mc—ey 
wo c die noch zu beftimmende Konſtante iſt. 
Die Gleichung (Nr. 7. $. 137.) wird daher dasmal 


39 F 263) 05 2) = 0, 


* und * wirklich differenziirt, 
4) (c—gy)- —— ) - gdx-ds? = 0; 
und dies ift die Differenzial- Gleichung der gefuchten Kurve. 

Um diefe Gleichung zu integriren, in welcher x und y als 
Sunftionen irgend eines Veraͤnderlichen t gedacht ſind, denke 
man ſich nun x als Shnftion von y, und feße daher nad) (I. 
Th. Analyf. $$. 17. 18.) dx,-Oy ftatt dx, und 8°x,.dy?4-Ix,-d°y 
ftatt 325, fo wie dxꝰ 48y, d. h. Dy’-(dx,? 4-1) flatt 88°; 
und die Gleichung (4.) wird nun, wenn man fie durch dye 
wegdividirt, 

5) (ce gy)-8', -8dr, (x,’+1) = 0. 
Da in diefer Gleichung x nicht felbft vorkommt, fo kann man 
6) dr, = u 


fegen, und bie Gleichung (5.), wenn noch rr —h gefegt und 


dieſe Konftante h flatt der c beibehalten wirb, in die folgende 


Ouy — 1 
7) u-(u?-+-1) — 


oder, wenn man 


umformen, in welcher Die Veraͤnberlichen u und y getrennt find, 


fo daß nun u oder dx, als Funktion von y durch Sutegration 
seranben werden kann. Weil hämlic) 
1 1 u 
u@+l) u url 
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iſt, fo:-erhältmtan aus (7.), wenn man lints und rechts die 


. Integrale nach y nimmt; 


® 





| 8). u logu—}log(ux1) = = nl ) 


wo a die zweite, fpäter noch zu beſtimmende Konflante iſt. Dieſe 
Gleichung ) giebt dann 


9) Pa =, 
BL u nr 
ober, wenn man diefe Gleichung nach u auflöft, 
10) 7 Ya-yP a 


Bon diefer Gleichung (10.) findet man nun fogleich dag neue 
Integral, naͤmlich 


a 

11) = IS | 
wobei. noch bie dritte unbeftimmte Konftante eingeht. Dieſes 
Integral findet fich nun nach (I. Th. Analyſ. $. 32. III.), fo 
daß man hat 

12) "x = albebh— — y+-VYh—y)’—a?), 
wo a, b, h die drei durch die Integrationen eingegangenen und 
noch zu beflimmenden Konftanten find. 

Loͤſt man dieſe Gleichung nah h—y algebraifch. auf, fo 
erhält man zunachſt 


—1— G—p-+b- /h—y)?—a; 


| ern | 
a) = bh Pa) 
und dann ' | | 
yet 


2b 

Dies ift alfo die Gleichung ber Kurve, welche das ſchwere Beil 

bildet, und welche man gewöhnlich pie RettensEinie ı nennt. 
Sindet man hieraus ‚N 


1 
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Die Ketten⸗Linie hat mehrere ſehr merkwürdige Eigenſchaften, welche 
alle hier aufzuzählen wir nicht beabſichtigen. Wir wollen nur hervorheben: 


IV. Ti — pea, 
wenn man auf biefem Wege Die Konflante a ſtatt e ſetzen will. Die Glei⸗ 
hung (IL) wird nun, wenn man ſtatt T feinen Werth Pat (aus TIL) 


fubkituirt, integrirt. und dabei die Konſtante fo beſtimmt, daß für 35 20 
auch s= 0 wird, d. h. wenn man den Bogen von dem tiefften Punkte 
der Kurve anfangen läßt, 


1% a = 8. 
Subſtituirt man nun biefen Werth von ⸗ in bie bleichus 
8 de = Br. HM: +2) |, 


damit s eliminirt werde, fo erhält man gie Gleichung zwiſchen x und y / 
0 
ma 
welche fogleich intögrirt werben kann, und 


vn. — +) 


oder 


vo 2] = 

liefert, wenn man wieder das integral fo nimmt, daß fürx=0 auch 
öy=0 wird, d. h. wenn man bie Drbinatens Are durch den niedrigften 
Punkt (aber vertital) gehen läßt. 

Multiplisirt man aber die Gleichung (VII) mit 


Elle 
fo erhält man noch 


IX. 24 /1+@)) 25* 


Werden nun die obeid nben (VII. u. IX.) abwechſelnd addirt und fubs 
trabirt, fo erhält man 2: (d. b. 2y,) und Wir) ) d. h. * oder 


Ds, bloß in x ausgedrückt, und daher dann auch ſogleich y und s in x; 
und zwar gerade fo, wie wir auch oben y’ und s unter der Vorausſetzung 
gefunden haben, daß man die Ordinaten⸗Axe durch den tiefften Punkt der 
Kurve sehen läßt. 

H. [25] 


VI. 


Ss ‘ 


| 
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bie Gleichung (17.) andy noch h dazn / auf reis: algebraiſchen 
Wege ı fo daß dann die Aufgabe vollftänbig gelöft iſt. 

' Die Bitktungen. @. und 10. des es 137) vn dasmal 
weil jetzt u 
Ze Iris zün = 0r. rn Sa ‚Verde = gel 7 PL 


if, wo ae das Geroicht" 8 Hängen Seils vorſtellt u u 


31) ' Or. eosalE Orca = = v 
und‘ Ne N 
”) "Qreoebt-QreisbkpL = ; . 


we (eos und eosh die Werthe son 55 und bon = für x, 


folglich. belannt find, waͤhrend capa!, und egeb!. die Werthe vos 
e und von a7 find für ı= el, ſo daß auch dieſe Koſinuſſe 


bekannt harten werden koͤnnen. ‚-Diefe-beiben Gleichun⸗ 
gen geben alſo dasmal bie Spannungen Q und Q! im Anfange 
Punkte A und im. End- Bunte ,R der, Seil⸗Kurve. Dieſelbe 
Werthe für Q und Q! müffen aber auch ſchon aus der (28.) 
hervorgehen, wenn mai“ bafelbſt bezaglich h und hy ſtatt 
ſetzt, ſo daß man auch 
3, Q=ph wo 31) = =p pn 

1 e 
— ——Art. 27 u z_ . . , ... Du 

*) Uebrigens müſſen wir hier noch bemerken, daß man, wie faf ins 
mer, beffer gethan hätte wenn men, ſtatt bie Gleichung (Nr. 7. de 
$. 137.) anzuwenden, diefe ſpeeielle Aufgabe der Ketten⸗Linie Direkt in 
Gleichung gebracht hätte. Man bätte dann die Gleichungen (I. u. IL dei 
$. 137.) ‚erhalten, nänlich, wenn man die Ordinaten von unten nach ober 
zchit, fe baß dðy in —% ur 2 


Ten rh— 


D 
m ME, ıH 


wo p=ge das’ Gericht des Seils bedemtet, welches die Länge 1 Bet. 
Die Sliänns (+) laſt ſich nun. fogleich integriren, und giebt 


MM. ee 8 
alſo file den niebrigfien Punkt, wo Se > 4, un T=X, wirt, 
Il. ta ... . . 3 Fer 


A 
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Die Ketten⸗Linie hat mehrere ſehr merkwürdige Eigenſchaften, welche 
alle bier aufzuzählen wir nicht beabſichtigen. Wir wollen nur hervorheben: 


IV. == pe, 
wenn man auf biefem Bere die Sonfante a ſtatt e ſetzen will. Die Glei⸗ 
chung (IL) wird nun, wenn man ſtatt T feinen Werth pa 3 (aus TIL.) 


ſubſtituirt, integrirt und dabei die Konſtante fo bekimmt, daß für dy = 0 
auch == 0 wird, d. h. wenn man den Bogen von dem tiefften Punkte 
der Kurse anfangen läßt, 

J. = 


Subſtitnirt man nun biefen Werth von ⸗ in bie Oleichuns 


I = te ] 


damit s eliminirt werde, fo erhält man als Gleichung gwifchen x und y 


T A 1) | | 
welche fogleich intögrirt werden kann, und 


VII. .ı= «sa +) |) 


oder 
X 


vm. — E —— = et 
liefert, wenn man wieder das Integral fo nimmt, daß fürx=0 auch 
3y =0 wird, d. h. wenn man die DOrbinatens Are durch den niedrigften 


Punkt (aber vertital) gehen läßt. 
Multipligirt man aber die Gleichung (VII) mit 


rel 


fo erhält man noch 


IX. 24 /1+@)] =.“ 


Werden nun bie Gleichungen (VIEL u. IX.) abmwechfelnd addirt und fub- 
trabirt, fo erhält man 2 (d. h. dy,) und Mr) } d. h. * oder 


Ds, bloß in x ausgedrückt, und daher dann auch fogleich y und s in x; 
und zwar gerade fo, mie wir auch oben y’ und se unter ber Worausfegung 
gefunden haben, daß man die Ordinaten= Are durch den tiefften Punkt der 
Kurve gehen läßt. 

H. [25] 


VL 


t 
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1) Wenn fie fih um eine Are OX’ dreht, ſo beſchreibt fie einen 
Körper, der die größeſte Oberfläche bat, unter allen Körvern, welche auf 
diefelbe Weife durch Kurven befchrieben werden, die durch disfelben End 
punkte A und B hindurchgehen, und biefelbe Länge haben, Übrigens der 
Kettens Linie nächft anliegen- . - 

2) Ihr Schwer⸗Punkt liegt tiefer. al der Schwer- Punkt jeber au 
dern Kurve, welche durch diefelben End-Punfte A ‚und B hindurchgeht, und 
dabei auch diefelbe Länge L bat, übrigens der Ketten⸗Linie nächſt anliegt”). 
Oder mit andern-Worten,. wenn man ſich die Aufgabe ſtellt: unter allen 
Kurven, welche durch dieſelben End⸗ Punkte A und B hindurchgehen und 
diefelbe Länge haben, diejenige zu finden, ivelche.bei ihrer. Umdrehung um 
die Are OX’ einen Dreblörper bildet, der die größte Oberfläche bat; — 
oder diefe andere Aufgabe: unter allen den, durch diefelben End Punfte 
hindurchgehenden. Kursen. ven derſelben Länge L, diejenige zu finden, deren 
Schwer⸗Punkt am tiefſten Mat, — fo findet man jedesmal die Ketten 
Linie. 

Statt jedoch die Rechnungen hien„durchzuführen, verweilen wie den Le 
fer auf: „Die Lehre vom Größten und Kleinften,” Berlin 1825; ode 
auf das „Syſtem der Mathematik.“ (5. und 7. Theil.) 


6 139. 
Bon der Kettenbrüden-Lirie. 

Denken wir ung abermals ein Seil an beiden Enden in be 
Punkten, A und B (Fig. 61.) aufgehangen, ſchwerlos, dagegen 
vom Anfang bis zu Ende ſtetig mit Gewichten belaftet, welche 
auf jebes horizontale Element dx eine konſtante Groͤße haben *) 
im Gleichgewicht. Dieſe Kurve des Seils zu finden. 

Dasmal find die Kräfte Xe-ds und Vez-ds des ($. 137.) 
welche auf das Seil⸗Element eds wirken, bezüglich O (Null) 
und P-dx, wo P die Belaflung auf die horisontale Laͤngen-Ein⸗ 
beit vorſtellt. Die Gleichungen CI: und II. dee $. 137.) wer 
ben daher jet, twenn man die Ordinaten im Sinne der Schwert 
zaͤhlt, | 


*). Iſt die- (2) erwieſen, ſo folgt die a) ſagleich aus der Guildi⸗ 
nifchen Regel. 

**) Diefer Fall tritt beiden Kerrönbräücen ein, wenn man das Ge: 
wicht. der Ketten felbR außer Acht läßt und nur die Belaſtung der Brük: 
in Rechnung bringt, welche in gleichen horigontalen Entfernungen als gleich 
d. h. welche mit der horisontalen Entfernung proportional gedacht wir. 


| D 
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L. o(r-2E) —0 md 1 Arz)+rs = 0. 
Den Weg ber Integration des ($.-137: B.) fann man bier 
nicht betreten, weil dasmal die Funktion X«dx--Y-dy nicht in: 
tegrabel if. Dagegen macht ſich bier die integration ber ein⸗ 
zelnen Sleichungen (I. u. II.) ohne weiteres; Die erftere giebt 
dx | 2 
II. > 
two c eine eingehende Konflante ift, und wiederum die Span: 





=. 


nung Z, .am niebeigfien Punkte vorſtelt, weil ‚an bjefem &* == 1 


wird. 
Die andere Gleichung HM), integrirt, giebt dagegen 


IV. 1.3 P. = >, 


wo 7 eine neue Konftante if. Eliminirt man nun aug (IV.) 


und (IL) die. Spannung T, fo ergiebt fich 


tr _ 


V. dy = c 


= — aıx-+rb, 


wenn 5 —a md % = b gefet, und a und b alg bie ſtatt 


e und.y neu eintretenden Konſtanten angeſehen werden. Dieſe 
Gleichung (V.) integrirt, giebt | 

VI. j y= —lar+rbı+Hf, 
wo f bie dritte Konftante if. Dies ift Die gefuchte Gleichung 
der Kurve, und man fieht.(nach I. Th. Geom. $. 8.), daß folche 
eine Parabel ift. 

Um die Konftanten zu deftimmen, nehme man an, bag AX 
und AY (Fig. 61.) die KoorbinatensAren feyen, fo daß für 
x=0 auh y=0 werden muß. Dies giebt, wenn man folche 
Werthe in (VI) fubftituirt, £= 0, fo daß bie Gleichung ber 
Kurve bloß wird: 

VII. y= —Jlar-+Hbrx. 
Sol nun für x=r au y=y werden, d. h. 5 2. ſud gi 

[25* ] 


— 
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und y’ die Koordinaten⸗Werthe vom End⸗ Punkte B und gege 
ben, fo bat mar noch aus (VII) 

VIII. y = — zart +berl, 
welche Sleichung zur Beflimmung von a oder von b gebrande 
werben Fann. 

Suchen wir num zunaͤchſt die Abſciſſe k und die Ordinate 
h des tiefften Punktes. Die Gleichung (V.) giebt, wenn man 
dy, S O und k flatt x feßt, 


RL. k= 2; 
und die Gleichung (VII) giebt ba h dazu, nämlich 
X. Ä h= >. 


Bei dem Sau der Kettenbrücken ift in der Regel h gegeben. 

Dann dient die Gleichung (X.) zur Beftimmung ber dritten Kon 
3 
fante. Findet man nämlich aus (X) a=}?-, und fabfitui 
man biefen Werth von a in die. (VIIk) fo fnbet fi 9 dann and 
leßterer 
ee =, 

fo daß nun alle Konflanten beftimmt find. 

Nimmt man B mit A in einerlei Hortzent⸗ alſo y* 0, 
ſo wird 


4h 8h 
b — 7 a — m 
und die Gleichung (VII.) der Kurve würde num 
4h 4h_ 
y=- wet“ x! 


wo gl die horisontale Entfernung AB, und h der Abftand des 
niedrigfien Punktes ber Kurve von AB ifl. Führe man new 
Aren ein, welche durch den tiefften Punkt der Kurve gehen, fo 
aber, daß die pofitiven DrbinatensWerthe von unten nach oben 
gezählt werden, fo hat man, wenn x’ und y’ bie neuen Koor⸗ 
dinaten find, 
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xs—-k+rl = — 


und die Gleichung der Kurve (VII.) wird nun 
XII. —WMW da-x", oder x? — Ay 


fo daß man mun erkennt, daß ber tiefſte Punkt zu gleicher Zeit 
der Scheitel der Parabel if, und Die durch: ihn hindurchgehende 


Vertikale ihr Haupt» Durchmeffer , fo wie = ihr Parameter. 


Geht man von biefer Gleichung (XIL) aus, fo findet man 
den Bogen s! = f VI-+ By! .dx', wenn man ihn mit 0, 
d. h. vom tiefften Punkte anfangen laßt, 


XIII. s’ = ix. VI ar + log (ax! +V K+a?x??). 


Werden nun bie ganze Länge ACB ber Kurve durch L, bie 
Theile AC und CB aber, wenn C der niedrigfte Punkt ift, be 
gäglich durch 1, und 1, bezeichnet, fo giebt bie @leichung (XIIL.) 
nothwendig für x! —= —k den Bogen s’ — —I,, dagegen für 
x’ —= gI—k den Bogen s’=1, dazu, während , +1, =L if. 
Man findet alfo aus (XIII.) 


1, = KV BR + log (+ VIER), 


L= KV log (al); 


folglich, wenn man die obere Gleichung von der untern ſub⸗ 

| trahirt l | 

zIV. Le Kr VIFRG HK VI 

1 a—k)4-Virare—k)? 
_ +2,08 —— par. 
Iſt alfo die Ordinate h des tiefften Punktes der Kurve nicht, 
fondern dafür die Länge L berfelben gegeben, fo dienen die Glei⸗ 
chungen (XIV. und VIII.) in Verbindung mit der (IX.) zur 


* 
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Beſtimmung der Konftanten a und b, durch welche die Aufgabe 
wiederum vollſtaͤndig geloͤſt iſt. 

In dem beſondern Falle, wo A unb.B in einer und der 
felben Horizontale liegen, ‘fo daß y iſt, iſt J — zJr, 
und die Gleichung (&IV.) wird nun 


x d 3,ri2 
L=ir Va daox V1aꝰ · x 
— jap 4-ViHlargR 


oder. auch, wenn man: Zähler und Nenner des Ausdrucks hinter 
dem Zeichen log mit dem Zähler multiplisirt, 


„Le IHR? + I log(dap+ VIH ja), 


aus welcher bie Konſtante a gefunden werden muß, waͤhrend 
dasmal aus (VIIL), 
b= dag! 


dazu ſich | fnbe Sindet man aus biefer Ießtern Gleichung 


und ſubſtcuitte man biefn Werth flatt a in bie vorftepenbe Glei⸗ 
hung, fo erhaͤlt man noch 


Leypvirb+t IE log(b4-VIF +b?), 


Sind daher L und x, d. h. bie Länge der Kurve und bie (bo 
risontale) Entfernung ihrer Enden von einander in Ziffern ge 
geben, fo wird bie Rechnung am bequemften, wenn man aus 
der Iegten Gleichung zuerſt b findet, und dann aus ber vorle 
ten Gleichung a dazu beſtimmt. 

Wenn übrigens im Allgemeinen, wie in dem zuletzt betrady» 
teten Falle, bie Kurve nicht von ber Größe ber Belaſtung P 
abhängt, — fobald nur bie übrigen Bedingungen erfüllt find, 
— fo ift died doch nicht mit ber Spannung T der Fall, welche 
allerdings mit P’ felbft waͤchſt oder abnimmt. Die Sleichum 
(III.) giebe nämlich 


XV. T=coöü, = dt: = = 1-+-(b— ax)’; 


—E 
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und man ſieht daher, daß die Spannung an jeder Stelle mit 
der Belaſtung P proportional iſt, ferner daß ſie im tiefſten 
Punkte der Kurve, wo man b— ax =) hat, am .geringften 
wird, und am Aufhänge-Punft A,wx—0 ift, am größe: 
fien; endlich daß die Spannungen auf jeder Seite bes tiefften 
Punktes in gleichen Entfernungen vom letzteren auch einander 
gleich ſind. 

Fuͤhrt man die neue Ordinaten⸗ Age durch den tiefften Punkt, 


und iſt dann x! die. neue Abſciſſe, waͤhrend x die alte iſt, von 


einem und demſelben Punkte der Kurve, fo daß man ae | 
j x Days 


bat, fo geht dadurch die Gleichung (XV.), wenn man dieſen 
Werth ſtatt x ſubſtituirt, in die 


| XVI. T = — +.2%x? — P-y(4+x”) 
über, aus welcher Gleichung die Größe ber Spannung an 


den einzelnen Stellen der Kurve noch bequemer im die Augen 
faͤllt. — | 





$. 140. 


Berfolg der früheren affgemeineren Aufgabe. 


Kehren wir nun zur allgemeinen Aufgabe des ($. 136.) zu⸗ 


ruͤck, und loͤſen wir dieſelbe noch einmal, jedoch unter der Vor⸗ 


ausſetzung, daß dag Seil über eine gegebene krumme Flaͤche 
1) L = 0 
geipannt werde. 

In diefem Falle muß man im Gleichgeticht eines jeden 
Seil» Elementd eds, den unbekannten Druck N-ds in der ent 
gegengefetsten Richtung (der Normale) noch zu den übrigen Kräf: 
ten binzunehmen, und dann dag Element als einen freien ange 
ariffenen Atom in's Gleichgewicht fielen (I. TH. Mech: $. 23.). 
— Gind daher A, u, » die Winkel, welche die Normale an L, 
und zwar bie Nichtung des Gegen- Druckes mit den drei Koors 
dinaten⸗Axen macht, fo hat man bie Gleichungen: 


. 
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I. O(T-5E)+-Xe-ds-4N-oo02-de = 0, 
I. S(T-2Z)HYede+Neoos ds = 0, 


II. ö(T-5)-+Ze-ds-4N-cosv.ds — 0. 


Dieſe vier Gleichungen (1.) und (I. — III.) dienen nun pr 
Beſtimmung von N, T, y und z als Sunftionen von x, wohn 
bie bloßen 8 in (IL. — II.) Differenzial» Koefficienten vorſtellen, 
entweder nach dieſem Veraͤnderlichen x, ober nach irgend einem 
neuen Veränderlichen t, von welchem x, folglid) auch y, z, N 
und T felber wieder als Funktionen angefehen werden. 
Betrachten wir im weitern Verfolg diefer Aufgabe: nur dm 
ganz befondern Fall, baß ber Faden an beiden Enden bloß ge 
fpannt werde, und baß gar Feine Kräfte auf ihn wirfen, auf 
nicht die Schwere; fo hat man dasmal 
-Y=2=6; 
und die drei Gleichungen (I. — IIL) werden nun 


2) oT. )+-N.cosi-ds = 0, 

3) oT.) +-Necosu-ds = 0, 
Or 

4) ot.) +N:cosv-ds = 0, 


während man, wenn 
VL2+5L? +8. = W 
geſetzt wird (nach I. 2 Geom. $. 14.), 
öL,. OL, 


cs ur; cum und cosv —= 


OL, 





bat. 

Will man nun (nach $. 136.) Integrale diefer CS Ieichung 
(2. — 4.) finden, oder vielmehr bie für die Gleichungen (I. bi 
III.) daſelbſt gefundenen Integrale bier benugen, fo darf ma 
nur flatt der dortigen 
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X, Ye mb Ze 
bier bezüglich 
NeeosA,  Neeosu und N-cosv 


ſetzen. Weil aber die Tangente der Kurve und bie Normale ber 


Fläche L auf einander ſenkrecht ſtehen, weil alfo (nach $. 16. 
&eom. I. Th.) 


5) dx-cosA-H-Öy-cosut-dz-cosv — 0 
ift, fo erhält man hier zunächft (aus $. 136. E. 7.) 
6) öT =0, alfo T= c, 


wo c eine noch zu beſtimmende Konftante if. — Wirken alfo 
gar Feine Kräfte,auf das Seil (oder Faden), fo ift die Span- 
nung an allen Stellen biefelde; alfo kann das Seil nicht im 
Gleichgewicht feyn, wenn nicht die Spannungen des Seils (ober 
Fadens) an beiden Enden einander gleich find, und dann ift bie 
Spannung am ganzen Seil diefelbe, wie an ben beiden Enden. 


Hängt daher das Seil über die Fläche, und hängen an beiden Enden 
Gewichte, melche das Gleichgewicht erhalten, fo müſſen diefe Gewichte eins 
ander gleich und glei c ſeyn. — Iſt das Seil an einem Ende abfolue 
feſt gemacht, hängt aber am andern Ende ein Gewicht, fo if im Gleich« 
gewicht die Spannung e an jeder Stelle diefem letztern Gerichte gleich. 
Sind aber beide Enden des Seils abfolut fe gemacht, fo hängt c von der 
Ausdehnung ab, welche das fo befefliste Geil mittel diefer Befeſtigung ers 
fahren hat; immer jedoch unter der Vorausſetzung, daß auf das Seil gar 
Feine Kräfte wirken, auch nicht einmal fein eigenes Gewicht, alfo 3. ©. 
menn das Gewicht des Seils gegen die an den Enden wirkenden Spannuns 
gen als unbedeutend außer Acht gelaffen wird. 


Nachden man weiß, daß TO, alfo T=c ifl, fo wer 
ben bie Sleichungen (2. — 4.) jetzt folgende: 


7) (SE) +-N.cos-de = 0, 
8) * eD(ST) +-Nrcoeuds = (0, | 
9) (Se -+-Necosv-ös — 0. 


Multiplisirt man dieſe Brei Gleichungen besäglich mit cosA, 
cosu, cosv und abdirt man die Refultate, fo erhält man 
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_ = | 0002.8(2) eos uö(22 —R =) =, 


welche Gleichung das Berhältniß des Druckes N-ds (mie ea 
vermäge der Spannung:e- normal auf die Flaͤche L flatt fin 
Det) zu diefer Spannumg, e felbft ausdruͤckt *). 

Sind «U, x! und x die Winfel, welche die auf der Eben 
des KrümmungseKreifes. fenkrechte, übrigens durch ‚Den Punft 
(x, y, 2). hindurchgehende Gerade mit den Koordinaten : Ara 
OX, OY, OZ madıt (d. h. die Winkel, welche die Kruͤmmungs⸗ 
Ebene mit den drei Koorbinaten-Ebenen YOZ, XOZ und XOY 
macht), und ift o ber Krümmungs: Halbmeffer, fo ift 


Ox (2) . (=) 
n ls [7 BEA o — — xx 
10) eos«! es —R& 8 * -eos x-d 5* O **). 


Multiplizirt man daher die Gleichungen (7. — 9.) bezuͤglich mit 
cosx!, cosx! und cosx, und addirt man die Reſultate, ſo a— 
hält man mittelft der (10.) | 
11) cosA:cosx!!-cosu-cosx!+-cosv.cosx — O0, 

b. h. die Normale der Fläche L und die Gerade, welche auf 
der Krümmungs: Ebene der Kurve fenfreche ſteht, ſtehen allemal 
auf einander ſenkrecht. Diefe Eigenfchaft bat alfo dasmal bie 
Kurve: des Seils mit derjenigen Kurve gemein, welche anf eine 
Flaͤche L zwiſchen zweien gegebenen Punkten die kuͤrzeſte iſt, wie 
man ſich überzeugt, wenn man diefe Fürzefe Linie auf der Flaͤche 


*) Der Druck N.ds, wie er anf das unendlich⸗kleine Element ſtatt 
findet, ift danach, gegen die Spannung c, immer nur unendlich-Flein. Der 
Buchſtabe N bedeutet aber die Summe aller diefer Drucke, wie er auf ab 
len in ber LängensEinheit des Seils feyn würde, wenn jedes Element 
gleich Hark und gerade fo ſtark gedrückt würde, als an dem Punkte (x, y,z). 

2*) Es iſt nämlich (nach $. 16. J. Th. Geom. VI. NNr. 10. u. 7.) 

608 x’ mine e og ee sr Hr - wir 
mo W die Quadrat⸗Wurjel ift aus der Summe der Quadrate der 3 Zähler. 
© 2 — 
Segt man nun fatt (2%) re. 2c., ihre Werthe & ee, ꝛc. x 
und verrichtet man die Multiplikationen wirklich, ſo heben ſich in den Zĩh⸗ 
lern alle ds für ſich und auch alle 820 für ſich von ſelbſt weg 








\ 
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L aufſucht. Vgl. die „Lehre vom Groͤßten und: Kleinſten (686 
87. 88.) und „Syſt. d. Math. Th. VII. Anhang (S. 86 ff.). 
Die Formeln des ($. 136. E. NN. 11. — 13.) werden 
dasmal 
c-(öx-d?y—dy-d’z) = N-ds«(dy- eos A—Bx-cosuı), 
c-(dz-0°x — 9x-0°z) = N+Os-(Ax-cosv — 97-cosA), 
| c(Oy-9%z — 9z-0°y) —= N+ds-(dz-cosu — dy-cosv), 
und die Formel’ (15. ebendafelbft) wird jegt 
cas 
NY (8y-cosr-dx-cos u)"HÖx-cos»-—Bz-cos 1)’ 82-08 — 
Weil aber der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen im Nenner, 
wenn man wirklich quadrirt und addirt, nicht anders wird, als 
9x? +-9y? +92? — (dx-cosi-+ dy · co⸗ At 0z-cosv)?, 
oder nad) (Per. 5.) blog Si +-öy’+-877, d. h. 38, fo giebt 
Diefe letztere Gleichung | 
12) eN= =c, ddr o= Ss ode N= — 


Es verhalten ſich alſo die Drucke N-ds an jeder Stelle, umge 
fehrt wie die Kruͤmmungs⸗ Halbmeſſer, und der Druck iſt = 0 
(Null), wenn der Kruͤmmungs⸗Halbmeſſer unendlich groß, d. h. 
wenn die Stelle der Kurve gerade iſt. 


$. 141. - 
Mit Berüdfihtigung der Reibung. 

Betrachten mir noch einmal’ biefelbe Aufgabe des vorfie- 
benden ($. 140.) unter derſelben Vorausſetzung, Bor das Seil 
über die Fläche | 

1) Lxy, = = 0 " 
gefpannt fen, daß Feine Kräfte auf das Seil wirken , nicht ein- 
mal deſſen eigened Gewicht; — fuchen wir aber bie Bedingungen 
bes Gleichgewichts unter der Vorausſetzung, daß auf der einen 
Seite die Reibung mit überwunden feyn foll, fo daß frog ber 
Reibung eine Bewegung erfolgen fol, fobald eine noch fo ge 
ringe Kraft die Spannung auf diefer Seite‘ vermehrt. 

Die drei Gleichungen bes Gleichgewichts werden dasmal, 


J 


e= 


4 


— 


d 
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weil außer bem Druck N-ds noch bie Reibung uN-ds in be 
Richtung. der Tangente hinzutritt, 


2) o(T-; =) —+N:.c084.93 — uN-dx = 0, 
3) (1.2?) + N.cos u-9:— uN-dy = 0, 


4) oT.) + N:.cosv-ds— uN.dz 0. 


Diefe Gleichungen (1. — 4.) müffen dasmal ben Druck N, bie 
Spannung T, und y und z als Zunftionen von x geben, wenn 
nur die Aufldfung (d. h. bie Integration) bderfelben gelingt. 


Betrachtet man ben einfachften Fall, mo die durch die Gleichung (1.) 

gegebene Zläche eine Cylinder⸗Fläche ift, gegeben durch die Gleichung 
1‘) +? —=r, welche x-öx+-ydy = 0 

giebt. Sind nun für die End⸗Punkte des Seils die dritten Drbinaten 
beide der Null gleich, fo ift kein Grund vorhanden, daß die Kurve aus der 
Ebene XOY beraustreten follte; die dritte Koordinaten-Are OZ wird de 
her nun überflüffigs die Gleichung (4.) wird identifch, und die Gleichun- 
gen (2. u. 3.) redueiren fich, wenn man in (Sig. 62.) den Mittel Punkt 
C mit dem Anfangs Bunfte O der Koordinaten⸗Axen iufammenfallen iäft, 
fo daß 


co) = * und cos = 
wird, auf 


2). —R = 0, 
2) (TT)+N-L-8— Nr = 0, 


Führt man nun, um die Aufläfung diefee Gleichungen (2.’ u. 3°.) bequeme 
bemwerfitelligen zu Eönnen, fiatt der rechtmwintlichen Koordinaten x und y 
lieber Polars Koordinaten, nämlich (Zig. 62.) W. MCX = (im Bogen 
für den Radius 1 genommen) ud OM=r en, fo bat man flatt der 


u jegt 
4) r©= const, dr = 0; 
und, megen 
x = 1.0089, yz ring, 

auch &x= —rsingdp und By = rcosg-dg, 
fo wie ds = rdp. 
Subfituirt man diefe Werthe in die Gleichungen (2°. u. 3°.), N erbält mer 

5) — &(T-sinp)-+Nercosp-dp-+uNrsing dp = 


6%) . &Trcosy)-+Nirsingdgp — uNrcosg dp = 0. 


I 
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Aus diefen beiden Gleichungen muß nun N und T gefunden werben. Man 
Kann fie aber auch fo fchreiben, indem man @ als den unabhängigen Ders 
änderlichen anfieht und die eingeflammerten Produkte differenzüirt, nämlich 
7) —Treosg—8T sing +Nr-cosg+uNrsing = 0, 
8) —Tesing HT,-coip-+-Nr-sing — uNr-cosp == 0. 
Eliminirt man aber aus diefen Iegtern beiden Gleichungen abwechfelnd T 
und 87, fo erhält man flatt ihrer, diefe anderen, nämlich: 
9) T=Nrr und 10) 28T, = uNr. 
Dividirt man diefe Gleichungen (9°. und 10.) durch einander, ſo elimi⸗ 
nirt ſich N, und man erhält 
| 87 


119 T, = u} 


und diefe Bleichliig, fo Integin” da für y= 0, T == ber Anfange⸗ 
Spannung c wird, giebt 
log T, —loge = up 
oder 
129 eeꝰ. 
Die Gleichung (%.) giebt dann Nr dazu *). 


*) Dies kr aber genau wieder die Aufgabe des ($. 116.) gemefen. 
Wenn hier Nr flieht, no dort bloß N, fo bat folches darin feinen Grund, 
daß wir dort den Druck durch N-dp, bier aber durch N-ds bejeichnet has 
ben. Da nun de= r.dp if, fo if der Druck bier durch Nr-dp flatt dort 
bloß durch N-dp bezeichnet; daher bedeuter hier Nr gerade bafielbe, was 
dort (im 6. 316.) bloß durch N begeichnet worden war. ' 





sten. 


Die Statik feiter Körper. 


F -® 
Sechszehntes Kapitel, 
Bom Gleichgewicht elafifher Zedern. 


. 142. 


En rechtwinkliches Parallelepipedum, deſſen Dicke nur gerim 
iſt, gegen ſeine Länge J, und deſſen Breite zwar beliebig fen 
ann, aber ‘in der Kegel auch viel Eleiner ift, als dieſe Länge 1 
— und welches, ‚wenn ‘eg durch Kräfte (die z. 3. auf def 
Enden wirfen) gekruͤmmt worden ift, in allen feinen Theile 
das Beftreben hat, in feine vorige Form zurüchufehren, fo def 
die gebachten Kräfte fortwährend wirken müffen, um dag Is 
rallelepipetum in diefem gefrümmten Zuftand zu erhalten, ne 
nen wir eine elaftifche Schiene, — Iſt bie Breite der Schi 
von deren Dicke gar nicht verfchieden, oder doch nur unmerklich 
fo nennt man biefe Schiene auch wohl noch eine elaftifce 
Ruthe, und biefen Namen behält fie, auch menn ber Due 
fehnitt Derfelben Fein Nechtecf oder Quadrat, fondern etwa ds 
Kreis oder fonftige Figur feyn follte, wenn nur die Dimenſe 
nen des Duerfchnittes gegen die Länge fehr gering find; aufs 
dem beißt fie dann eine elaftifche Stange. | 
Die elaftifche Schiene und bie elaftifche Stange ober R 
find befondere Säle der elaftifchen Feder, wenn man 
leteerer einen beliebigen Körper von beliebiger Geſtalt 
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weichen durch. Kräfte eine andere Geſtalt gegeben iſt, währen 
jeber feiner Theile. das Beſtreben augert, ihn auf eine vorise 
Geſtalt weröchufibren. an .... ... 3 
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Bis gine elaftifche Schiene oder Stange vertifal mit ihrem 
untern Ende auf eine abfolut fefte horizontale Unterlage: geftellt, 
und dann an ihrem obern Ende mit: ‚einem Getoichte belaftet, 
fo wird fie fich ‚nicht kruͤmmen, überhaupt ihre Geſtalt nicht ver- 
ändern, fo ‚lange fie völlig homogen ift, weil fein Grund de 
ift, aus welchem die Krümmung cher nad) der einen Seite, als 
nad) der andern flatt finden ſollte. Weil aber die Hompgeni- 
taͤt und uͤherhaupt das völig Gleichmaͤßige in diefen Voraus⸗ 
ſetzungen in der Wirklichkeit nie vorhanden iſt, ſo iſt auch das 
Gleichgewicht der Schiene in dieſer Lage nicht ſtabil, ſondern 
es wird entweder die ganze Schiene upſſchlagen, oder. ſie-wird, 
im Falle dad. untere. Ende vertikal eingeklemmt iſt, ſich biegen. 
Im letztern Sal; wird das Biegen fo, lange Statt haben, big 
zuleßt bie Elaflicität ber einzelnen Theile der -Sphiene (d.h. ihr 
Beftreben in die alte Lage zuruͤck zu kehren) der wirkenden Kraft 
das Gleichgewicht haͤlt. 

Man kann aber auch bei der hier gedachten anfaͤnglichen 
Lage der Schiene irgend eine von Außen herbeigefuͤhrte Krüm; 
mung vorausſetzen, und fi nun nach ‚den Bedingungen des 
Gleichgewichts frogen fobald , man- flaft der, ‚die, Krümmung 
hervoxgebracht habenden Kräfte, an,.dem obern Eude,der. Schiene 
andere Kräfte. anbringen win, wiche senan. dieſelbe Kruͤmmung 
erhalten. 

Endlich. kann man natürlich auch bas Gleichgewicht einer 

irgend wie angebrachten und gekruͤmmten elaſtiſchen Schiene oder 

Stange unterſuchen, d. h. bie Bedingungen des Gleichgewichts 
angeben wollen. 


‚% 144. 
Die Geſtalt einer gefrämmten und dürch Kräfte im Gleich⸗ 


gericht erhaltenen elaftifchen Schiene oder Stange hängt offen: J 





_ 
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bar von ber Art und Weile ab, wie bie Elaflicität wirkt, folg 
lich wird ſich dieſe Geſtalt verfchieben finden Iaffen, wenn me 
über die Art der Wirkung der Elafticität verfchiebene Hypothe 
fen aufftellen. Indem wir aber bier über bie Elafticitäc be 
Schiene irgend Hypotheſen feftftellen, find twoir gar nicht gemeint, 
folche auch zu vertreten, fondern wir legen fie ald Vorausfegun 
gen nieder, und fehen gu, welche Folgerungen daraus auf dem 
Wege der Statik gegögen werden fünnen; und wenn man iu 
legt biefe Refultate mit den Erfahrungen vergleicht, fo bat ma 
hierin wieder die Mittel, die Nichtigkeit oder Unrichtigfeit jam 
Hypotheſen felbft zu prüfen. 

Iſt ferner eine elaftifche Schiene gekrümmt, fo bilden die 
verfchiedenen Längen: Richtungen auch verfchiebene Kurven, z. 2. 
die Längen: Richtungen ber dußern Seite, anbere- als bie Lin 
gen⸗Richtungen der Innern Seite ber gefrümmiten Schiene. Wen 
wie daher Hier bie Kurve der elaftifchen Schiene ober Stang 
füchen, fo betrachten wir immer bie Kurve ber mittelften Lan: 
gen⸗Richtung, d. h. derjenigen, welche durch bie Mittel» Punkte 
ober Schwer Punkte aller Duerfchnitte gebildet wird. 


§. 145. 


Wir machen aber Bei der Unterfuchung bes Sleichgetickt 
einer elaftifchen Schiene folgende Hypotheſen: 

1) Die Kräfte, twelche an ben Enden ber Schienen oda 
Stangen wirken und fie kruͤmmen, verändern nicht bloß bie Se 
ftalt, fondern auch bie Längen ber einzelnen Fafern, in welche 
wir die ganze Schiene oder Stange zerlegt ung denfen, fo daß 
letere, welche anfänglich alle die Länge ber Feder hatten, durch 
die Krümmung berfelben vielleicht verkürzt, vielleicht verlängert 
erfcheinen, nach Maaßgabe ihrer verfchiebenen Lage. Die Ele 
fticitäe ift das Beſtreben aller einzelnen Theile, diefe Werände 
rungen an Geftalt und Länge wieder zu vernichten. 

2) Die im geraden Zuftande ber Schiene auf die Seiten 

Flaͤchen derſelben fenkrechten geraden Linien, bleiben auch auf 
denſelben Slächen in ihrem gefrümmten Zuftande fenfreche und 
dis 


biefelben. Namentlich alſo kruͤmmen fie fich nicht, ſondern dm . 
bern hoͤchſtens ihre Laͤe gegen einander ab. 

3) Es fen (Sig. 65.) AMNBba ein Fängen» Durchfchniet 
ber Schiene in ihrem gekruͤmmten Zuftande; alfo bag AMNB 
und ammb die Bogen vorſtellen, welche aus der Länge L der 
Schiene hervorgegangen find, während Aa und Bb die Die 
der Schiene bezeichnen. Es fey der punktirte Bogen auf bie — 
mittelfte Faſer zwifchen den. aͤußerſten AMNB und aminb, und 
DMNVE fey eine beliebige, welche jede vepräfentirt, die groifchen 
- ben äußerften liegt. Endlich feyen Mm und Nn zwei folche auf 
den Seitenwänden fenfrechte, ſich in C fchneidende geräbe Linien, . 
die aber unendlich nahe an einander liegen, — fo iſt C der ge 
meinfchaftliche Mittel- Punkt aller der Kruͤmmungs⸗Kreiſe mn, 
pv, MIN! und MN. Es ſeyen nun o und o-+u bie Krüm: 
mungs-Halbmeffer von uv und MIN’, fo daß u pofitiv ift, oder 
negativ, je nachbem ber Bogen DMIN’E nad) der converen oder 
nach der concaven Grenze zu liegt; ferner feyen o und a! die 
Längen der Bogen uw und MIN’, fo dag man hat 


I. ee tum cc, de "= + . 


Endlich ſey > die Länge des Bogens uv und des Bogens MIN!, 
wie ſolche im geraden Zuſtande der Schiene geweſen ſind, und 
y.ö fo wie 50 feyen die Aenderungen, welche dieſe Laͤnge 
bei uw und bei MN durch die gewaltſame Krümmung erfahren 
bat, fo daß alfo 


4 


ns 


IL. c=y-#+yö = y(l-+0) 
und | A 
II. dm yryölm yıll-r 0) 


ift, während 5, 0 fehr Kleine Verhaͤltnißzahlen find, — fo er · 
Hält man, wenn aus (I. IL u. DIL) y und o eliminiert werden 


und wenn man das Produft 9 gegen 5 oder > allein, bie 
beide fehr Klein find, außer Acht laͤßt, 
m. d- + 

| u [26] 
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Es if alle H5.unb dann auch Ic, wenn u pofltio if; 
dagegen oͤ Doͤ und A <o, für den Fall, daß u negativ feyn 
ſollte; d. h. Die vorhergehenden Annahmen haben zur Folg, 
daß die Anfangs einander gleichen unendlich «Kleinen Theile de 
Sofern zroifchen Mm unb Nn in ihrem gefrümmten Zuſtande 
von ber concaven nad) ber convexen Seite hin iminerfort länge 
werden, fo- daß alle länger ober fürzer find, wie der mittlere w, 
je nachdem fie jenfeits oder dieſſeits des mittlern Bogens mw 
liegen *). 

4) Wir ſetzen endlich noch voraus, daß dieſe Elaſticitat ab 
eine Kraft angeſehen wird, welche von jeder dieſer Laͤngen⸗Rich 
tungen z. B. MIN! ausgeht, wie wenn ſolche iſolirt waͤre, — 
und auf die Querſchnitte Mm und Nn ſrlrecht uͤbrigens abe 
mit oͤ proportional wirft. 


- 
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Da nun, biefen Hppothefen zu Folge, die elaftifche Schim 
als ein loſes Syſtem angefehen werden kann, welches aus m 
unendlich vielen unendlich⸗kleinen Theilen MNmn beſteht, dern 


Dide Mm = Nn — 2: 
und dern Breite _ = 4 ſeyn mag, 
deren (einzelne Bogen⸗) Länge aber — y-(1-+0) 


if, für einen befiebigen ber Bogen MIN, — fo kann nun (nah 
$$. 78. 79.) jeder folche einzelne Theil für fic) in's Gleiche 
wicht gefeßt werben, wenn man alle Gleichungen des Gleichge 
wichts haben wil. Man kann aber auch beliebig viel biee 
Theile, oder die ganze Schiene im Gleichgewicht, als einen # 
fien Körper fich denken, und danach verfahren. 


*) Hätte ſich alſo der mittlere hinſichtlich feiner Länge gar nicht we 
ändert (fo daß o=y und d= 0 märe, mithin 3’ mit u zugleich poii 
oder negativ), fo würden fich alle dieſe Elemente jenfeitd des mittlern wer 
längert, alle aber, melche dieffeitö des mittlern Liegen, verfürzt haben. 9 
jenen würde nun die Elafticität ald das Beſtreben auftreten, Diefe Tick 
wieder kürzer zu machen, in diefen dagegen würde fie als das Beſtreben a 
fcheinen, fie wiederum zu verlängern. 
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Mach der Hypotheſe (Nr. 4. des $. 145.) wirken alle ein⸗ 
selnen Elafticitäten ber Bogen MN! parallel mit einander, und 
jebe dieſer Kräfte if, wenn man fie in der ganzen Breite A der 
Schiene fummirt, = p-d'-A-du, wo p eine fonftante Verhaͤltniß⸗ 
zahl ift, während A-du die Fläche des Elementes von Mm ober 
Nn vorftellt, welcheg von der, £änge A und ber Breite du iſt. Alle 
diefe Kräfte laſſen fich beher in eine einzige Kraft T vereinen, 
welche gefunden wird aus der Gleichung 


'T= pid'.du = pA S. „du, 


(9) 
oder, wenn man flat 0! feinen Werth aus ($. 145. IV.) ſub⸗ 
ftituirt, 
VI. T = 2pie, 

welche Kraft auf die Flaͤche Mm oder Nn fenfrecht wirft. Um 
aber den Werth u, von u zu finden, wo diefe Kraft T angreis 
fend gebacht werden kann, fo bat man nach derfelben Theorie 
der parallelen Kräfte 


Tu, = S._ „pf'tu-du = Pf. „Hudu, 
b. h. j 
- 1 1 
vo. Tau, = dire = spa“; 
wenn man ben Inhalt 2Ae des Duerfchnitts durch ww bezeichnet. 
Dieſes Moment T-u, wird das Moment der Elafticität 


genannt *). 
gür ö=0 ſcheint (nad) vi. ) auch die Kraft T der Null’ 





*) Aus den auf die Hypotheſen bes ($. 145) gegründeten @leichuns 
gen (VL u. VIL) geht hervor: 

1) Die Kraft T ift mit dem Ausdehnungs- oder Zuſammenziehungs⸗ 
Verhältniß 3 des mittlern Bogens ur proportienal, aber von der Krüm⸗ 
mung oe ganz unabhängig. | 

2) Das Moment T-u, dagegen ift von ber Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mienziehung 3 ganz unabhängig, aber umgekehrt mit.dem Krümmungds 
Halbmeſſer e proportional. 

3) Unter übrigens gleichen Umftänden ift die Kraft T mit der Dice 
e (oder 2e) proportional, das Moment Tu, aber mit dem Würfel e (oder 
88?) diefer Dide. 

» [ 26* ] 
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gleich zu werben. Denkt man aber daran, daß bad Reſultat 
T=0, wenu ſolches aus den Formeln für die parallelen Kräfte 
hervorgeht, aud) das Daſeyn eines Gegen⸗Paares anzeigen Tanz, 
ſo findet man fogleich, daß Hier, fo wie d—= 0 ift, allemal ein 
Gegen⸗Paar vorhanden ift (d. h. zwei gleiche parallele aber einan 
der. genau entgegengeſetzte Kräfte) und daß das Moment in (VIEL) 
auch zugleich das Moment biefes Gegen-Paared ſeyn muß. 

Diefe Kraft T wirft auf: beiden Seiten des Elementeg MNmn 
ganz gleichmäßig, und weil fonft zroifchen den einzelnen auf cin 
ander folgenden Elementen nicht Gleichgewicht ſeyn koͤnnte, fe 
muß diefe Kraft T in allen einzelnen Elementen dieſelbe ſeyn 
und gleich der in 4 wirkenden und fenfrecht auf Bl zerlegt 
Sefammt:Kraft, fo bag alfo T die Summe aller an 2 wirtas 
ben und auf die Richtung, welche auf Bb fenfreche ſteht, projs 
, ceirten Kräfte ift, mithin in der Regel als bekannt angefehe 
werben muß. 

Aber weil diefe Kraft T an der ganzen Schiene Biefelbe if, 
fo giebt es ein einfaches Verfahren, um 5 und dann auch p 
durch Verſuche zu finden. Man nimmt nämlich diefelbe Schiex 
in ihrem geraden Zuftande, hängt folche vertifal auf, und bring 
an bem untern Ende ein Gewicht R == der befannten Kraft T 
an; mißt die Verlängerung h, welche bie. Laͤnge L ber Schi 
erleidet, und hat dann 


VII. I=7 (weil 8 L=h if) 


Die Gleichung (VI) ne dann, wenn man flatt T dag gleich 
große Gewicht R feßt, 

IR. p Ta ee EN 
wo w der Inhalt Ae des Querſchnittes der Schiene iſt. Va 
ſchiedene ſolche Verſuche mis verſchiedenen Gewichten angeficht 
bei derfelben Schiene, müffen aber für p allemal einen und des 
ſelben Werth liefern, wenn nicht den gemachten Hypotheſen 4J— 
derſprochen ſeyn ſoll. 

Um nun die Gleichung der Kurve aß zu finden, 7 


x 
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man zwei auf einander fenfrechte Aren «X und «Y ein, beselchne 
durch x und y die Koordinaten» Werthe des. beliebigen Punktes 
p der Kurve, und durch a und b die Koordinaten: Werthe bee 
End-Punftes 8 derfelben, während die Koordinaten: Werthe des 
Anfangs⸗Punktes © der Null gleich find. Und um einen be 
fimmten Fall zu haben, denken wir und bie Schiene in Aa in 
der Richtung «X feft eingeflemmt, fo bag «X felbft die Tan 
gente der Kurve auvß an a wird. In A wirke nun eine Kraft, 
welche mit ber Elafticität der Schiene im Gleichgewicht ift, und 
welche wir nad) den Aren «X und «Y in bie beiden Seiten: 
Kräfte P (nach aX) und Q (nad) «Y) zerlegt voraugfegen mol: 
len. Denfen wir ung nun die ganze Schiene im Gleichgewicht, 
dann in Min in zwei Theile AaMm und BbMm zertheilt, fo 
wie an. jedem dieſer Theile in M die nöthige Kraft ꝙ in der 
Nichtung der Normale Mm angebracht, um jeden dieſer beiden 
Theile in feiner Krümmung zu erhalten, fo wird die Kraft T 
der Elafticirät mit ihrem Momente T-u, ben Theil BbMm um 
den mittelften Punkt u, wie um eine fefte Are zu drehen ftreben 
(wobei wir ung immer flatt der ganzen Breite der Schiene nur 
den in der Figur fichtbar gemachten Durchfehnits AaBb denfen, 
weil dies bei unferer Aufgabe offenbar erlaubt if). Es iſt da⸗ 
ber bei dem vorausgeſetzten Gleichgewicht von MmBb die Summe 
ber ftatifchen Momente in Bezug auf dag Centrum u, der Null 
gleih. — Diefe letztere Sleichuns in Verbindung mit (VII.) iſt 
aber, wenn man noch 


X. Ipaeꝰ = 3pae’—=gq, alſo Tu= rn 
fest, fo daß q Fein x enthält, bie folgende: 


xt.  rb-NP—a—2:Q =0; 
oder, weil nach (I. Th. Geom. .$. 7.) 
(1-+-3,,% 
e 


iſt, und wenn man dieſen Werth ſtatt ꝙ in die (XL) ſubſtituirt, 
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XII. gdy +[Peb—y)— Q-(a—x)].(1+2y,33 = 0. 
Diefe Gleichung zwiſchen x, y, dy, und d?y, it num bie 
Differenzial⸗Gleichung (ber zweiten Ordnung) für die elaftifche 
Kurve auvf. — 

Sintegrirt man biefe Gleichung, o gehen zwei willkuͤhrliche 
(d. h. noch unbefiimmte) Konftanten ein, welche eben fo tie bie 
Grenz⸗Ordinaten a und b aus ben übrigen Bedingungen be 
Aufgabe noch befiimmt werben müffen. Die Bedingungen, daß 
fürx—=0 auch y=0 und auch Dy, — 0 werben muß (weil 
unſerer Annahme zu Folge in @ bie Are aX zugleich Tangente 
ber Kurve wird) beftimmen zwei biefer vier Unbeflimmten; bie 
Bedingung, daß für x— a auch y=b werden muß, beſtimmt 
die dritte; und die im Gleichgetwicht der Schiene befannte Länge 
ber Kurve auvß von a bis 4 giebt bie vierte noch fehlenk 
Gleichung, um alles Unbeſtimmte und baher die Gleichung de 
elaftifhen Kurve felbft völlig beftimmt zu haben. — # 
aber die Kurve völig beftimmt, fo kann man auch an jebe 
Stelle m ihren Krünmungs: Halbmeffer o berechnen, und mit 


bin auch das Moment ber Elafticität rn 


m 
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Iſt die Schiene nicht, wie wir big jegt vorausgeſetzt Haben, 
. eingeflemmt, fondern kann fie fi) um den Punkt = als end 
abfolut feften Punft drehen, fo muß außer den vorfichenden Glei⸗ 
chungen, weil auch Die ganze Schiene als ein feſter Koͤrper ge⸗ 
dacht, im Gleichgewicht iſt, noch 
a·Q =bP P. 

ſeyn , wenn dieſe Drehung nicht erfolgen, ſondern Gleichgewich 
feyn fol. Dagegen kann man nicht mehr für x — 0 ad 
oy,—=0 annehmen, fo daß man biefe Bebingung zur Belt 
mung der Konflanten verloren, an deren Stelle aber bie vorfe 
hende Gleichung a-Q = b-P gewonnen hat. Damit aber de 
ganze Schiene fih um a als abfolut feften Punkt drehen könn | 
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mufi. fie in @ gegen einen abfolut feften Körper angebrückt, und 
durch die Reibung ober fonft eine andere Urfache vor dem Glei⸗ 
ten bewahrt werden. — | 


\ . 146. | 
Betrachten wir nun ben befondern Sal unferer Aufgabe, in 
welchem P=0 if; d. h. fegen wir voraus, daß die elafifche 
Schiene in « nach) der horisontalen Richtung «X eingeflemme 
if, und daß am andern Ende 4 ein Gewicht Q hängt, welches 


mit der Elafticität der Schiene das Gleichgewicht hält. 
> Im diefem Zalle wird die Gleichung (XII) der Kurve jetzt: 


1) göd’y, = Q-(a— s)(1+3y. 
Seßt man dr u 
u I— 

2) 0 


(fo daß c? gegeben und. in der Negel, wegen des großen Mo: 
ments der Elaftieität, d. 5. wegen des großen. Werth von q, 
fehr groß it —), fo wird biefe Gleichung (1.) noch) einfachen 
naͤmlich 


3). 


O’y, 
— DE — 
und da in dieſer Ießtern Gleichung die Veraͤnderlichen bereits 
. getrennt find, fo läßt fie fich fogleich integriren. Sie giebt, 
wenn man die Konftante fo beſtimmt, daß für x0 aud) 
35, =0 wird, 


Sy, 
Vi+2y} ray, 


Loͤſt man diefe Gleichung nun nach %. ahzebraſch auf, fo‘ 
giebt fie 
2ax — x? 
dy. — ——. 
5) * V4c ct Rax—r’ ya 
Yus de = Vi1-rdy,? folgt dann noch 


= 2ax—ı”. 


4) 2e· — 
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9 08x — Yac— (dr— 

Diefe Gleichungen (5. u. 6.) werden zulegt noch mittelſt eipk 


ſcher Tranfeendenten integrirt, während man die Integrale fo nd 
men muß, daß für x—=0 ud y=0 und ud) s—=O wird. 


Wenn c fehr groß ff. 

Menn jedoch Q nicht fehr groß feyn folte, fo ift in be 
Negel c fehr groß, daher y fehr Hein, folglich s—=x, alfo and 
L=a gu nehmen, und man kann im Nenner der Ausdruͤck 
in (5. u. 6.) zur Rechten, 2ax —x? gegen 2c? als unbebeuten 
außer Acht laſſen. Dann es die Bleihung (5.) in 


m | 'dy,= 3.0 (Zax —ı’) 


über, und giebt, wenn fie fo Integer wird, vn man für x—=0 
ah y=O erhält, 





3a? —ı® 
8) | y —— 6c? 
Für x a wird demnach 
a’ Q 
9) — 


wenn ſtatt c? fein Werth aus (2.) geſetzt wirb, wo auch 
noch ſehr klein iſt, weil q gegen Q fehr groß vorausgeſetzt wor 
den. Betrachtet man alſo zwei auf dieſelbe Weiſe angebracht 
elaſtiſche Schienen. von derſelben Natur, fo daß in beiden be 
Werth von q berfelbe bleibt, fo ift die Biegung b ber See 
(d&. 5. die Abweichung bes End; Punktes A von der Horizonte 
len aX) bei einerlei Länge a, mit dem angehängten Gewichte Q 
proportional, — bei einerlei Gewicht Q Dagegen mit dem Wir 
fel ber Länge a ober L. 

Bringt man an dem andern Ende ß ber Schiene, welche 
die Länge a hat, und die im geraden Zuftande und in verti⸗ 
faler Richtung an dem Ende a aufgehängt ift, daffelbe Go 
wicht Q an, und verlängert dieſes die Schiene um ein Std 
h, welches (nach $. 145. Nr. 3. IL) = ad ift, fo bat ma 
(nad) $. 146. VI), weil Q jett das iſt, was dort T war, 
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0)  - 2pꝛeö— er 


oder, menn man “ p feinen Werd >; (aus X), und 


ftatt Ö feinem Werth ſubſtituirt, 


ö 3qh 
0) == 
Dies giebt die Gleichung 
0 _ 20 

12) =. 
Dividirt man zuletzt bie (12.) durch die (9.), fo erhält man noch 

13) b:b= 8:3; = 
d. h. Die Verlängerung h, welche bie Schiene erleidet, wenn bag 
Gewicht Q in der Richtung ihrer Länge angebracht wird, vers 
haͤlt fih zu ber Biegung b (d. h. zu der Abweichung ihres 
End» Punftes ß von der horisontalen Lage «X), welche die 
Schiene erleidet, wenn fie an dem einen Ende @ horizontal ein: 
geflemmt,. und an dem andern Ende A durch dafielbe Gewicht 
Q vertikal belaftet it, — tie das Quadrat ber halben Dicke 
a der Schiene, zu dem Duabrat ihrer Länge a fich verhält #). 

Anmerk. Es läßt fich aber in der allgemeinern Aufgabe 
des ($: 146.), in welcher weber P noch Q ber Null gleich ifl, - 
bie Differenzial: Gleichung der zweiten Orbnung ber Kurve eben 
fo integriren, ‚wie in dem befondern Falle des ($. 148.),. wo 
P=0 vorausgefegt worden. Iſt nämlich weder P noch Q 
der Null gleich, fo vereinige man bie beiden an A wirkenden 


Kräfte P und Q in die einzige Kraft R==-4-VP?-+-0Q°, welche 


*) Es verfieht fich dabei, daß diefes alles Immer nur gilt, wenn bie 
Hypotheſen des ($. 145.) als wahr vorausgefent werden, und wenn zu⸗ 
gleich, was hier noch in's Befondere vorausgefest worden if, c fehr groß, 
d. h. q gegen Q fehr groß if. Umgekehrt aber Fann man nun, wenn über 
dieſe legtere Ausfage möglichft genaue Verſuche angeftellt werden, eine neue 
Beftätigung der gemachten Hypotheſen fich verfchaffen,, oder ſich von deren 
Unrichtigkeit überzeugen. 
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mit der Are «X ben gegebenen Winkel w macht, in fo ferne 
nämlich 

Igw = N 
if. Legt man mun durch @ zwei neue auf einander ſenkrecht 
Axen aX! und aY', von denen bie leßtere mit ber Kraft R pa 
rallel läuft, alfo_mit ber Are «X den Winkel w, mithin mü 
der «Y den Winfel w—90° macht, fo dag. auch KaX—w— 
wird, fo erhält man flatt der Sleichugg (XII. des $. 146.), wem 
x’, yl, a’, b! das für die neuen Aren find, was x, y, a,b fü 
bie alten waren, und wenn man noch zer ſetzt, 

dey⸗ 

n) ee Te Ba 
und dies ift genau die Sorm der Gleichung ($. 148. Wr. 3.) 
welche wir für den Fall erhalten haben, wo P=0 war. © 
ift Hier nur der Unterfchied, daß zwar für x —=0 auch y*6 
aber nicht mehr dy! — 0, ſondern 


Ay, = ik(w— 90°) = — oolgw = -7 


werden muß, in fo ferne bie Tangente «X an dem Punfte « 
der Kurve mit der jebigen Abfciffen« Are den Winfel w — WM 
macht, weil (im $. 146.) vorausgefeßt war, daß bie Schien 
in @ in der Richtung aX eingeklemmt iſt. 
Das Integral der Gleichung (1.) wird daher jet 
07x pP 

2c? ent x) = 2a — x; 
und loͤſt man diefe Gleichung nad) Ay',, auf, fo erhält ma 
Ay! als eine bloße Sunktion von x’, fo daß wiederum y' ik 
x! mittelft elliptifcher Zranfcenbenten gefunden wird. 


$. 149. 


Betrachten wir noch einen befondern Sal der Aufgabe bei 
($. 147.), den nämlich, wo bie elaftifche Schiene die Form AB 


5.149. B. Gleichgew. elaft, Federn. a 


einer der Figuren (66. 67. 68.) vermoͤge einer an B angebrachs 
sen Kraft P angenommen bat und behält, während bie Kraft P 
in der Richtung BA wirft, und die Schiene mit den andern 
Ende A gegen eine abfolut fefte Ebene AY gebrüct wird; uns 
tee der Vorausſetzung jeboch, daß dieſe Kraft P nicht groß ges 
nag if, um eine bedeutendere Krümmung ber Schiene hervorzu⸗ 
‚beingen, fo nämlich, daß, wenn AX zur Abfeiffens re und die 
Darauf fenfrechte AY zur Drbinaten s Are genommen wird, 
an allen Punkten der Schiene ber Werth von dy, fwar vers 
fhieben, aber immer nur dußerft Klein feyn fol. 

In diefem befondern Falle der Aufgabe bes ($. 147.) iR 
Q=0, alfo, wegn Q-a=P-b, auch b=0, fo daß der 
Punkt B immer in der Are AX liegt. Ferner kann man nun 
in dem Ausdruck 1-+dy? dad Quadrat dy,? gegen 1 außer 
Acht laſſen. Die Gleichung (XIL.) des ($. 146.) wird daher 
jeßt, wenn man wieder 


4I_. 
1), P — C | 
feßt, - ' | “ 
2) ad +y 0. 


Diefe Gleichung ift lineaͤr und von der zweiten Ordnung; fie 
giebt daher, nach (I. Th. Analyf. $. 50.) integrirt, und wenn 
man die eine ber beiden Konftanten gleich fo beſtimmt, daß für 
x=0 ad y=0 wir: " 


3) y= —R | 


mo k noch eine willluͤhrliche (d. h. noch unbeſtimmte) Kon 
ftante ift. 

Diefe Konftante k fol ſich num aus ber ‚Bedingung beftim- 
men, daß fr x—=af=a auch y=0O werden muß. Dies 
gibt 


4) 0= kein“, 
C 


d.5.k=0, wem 2 irgend ein Vielfaches von a nicht iR 


' ⸗ 
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(unter se ben Halblkreis 3,14159... verſtanden für den Radin 
1); oder es bleibt k aus diefer Bedingung unbeftimmt, wen 


in = 0, d. h. wenn — ein Vielfaches von ſeyn fell 


Weil jedoch die Gleichung (3.), alſo quch die (4.), nur eine # 
näherte Gleichung ift, fo kann die Gleichung (4.) auch wol 
anzeigen, daß k nicht gerade Null, fonbern bloß ſehr Flein ik 
Und da y für jedes x immer fehr Klein bleiben fol, ber hin 
gemachten Vorausſetzung zu Folge, fo muß entweder k=|, 
ober k fehr Hein ſeyn. Wäre nun k==0, fo wäre die Schim 
gar nicht gekrümmt, ſondern nur etwas kuͤrzer gedrückt, ſo 84 
a etwas kleiner wäre, als bie Länge L der Schiene, wie ſe 
war, ehe noch bie Kraft P auf fie gewirkt bat. Hält alſo di 
Kraft P mit der Elaſticitaͤt der gekruͤmmten Schiene du 
Gleichgewicht, fo ift k ſehr Klein und zur Zeit noch unbeſtimm 
jedoch dadurch zu beſtimmen, daß man an irgend einer Get 
z. B. wo bie Schiene von der Are AX am weiteſten abweich 
die zuſammengehoͤrigen Koordinaten⸗Werthe x und. y mißt, mi 
folche in die Gleichung (3.) fubftifuirt *). 

Weil jedoch, welchen Werth außer Null die Konftante I 
haben mag, für x = a allemal y = 0 werden, d. h. bie Gl; 
hung (4.) flatt finden muß, fo folgt, daß die elaftifche Schi 
unter den gemachten DVorausfegungen nicht im Gleichgewich 


f n fann, wenn nicht ein = 0, alfo wenn nicht a irgm 
9 © 


ein Vielfaches von cr wird. - Es wird aber die Schiene bepis 
lih_in den Formen (Zigg. 66. 67. 68. ꝛc. ıc.) im Gleichgepich 
feyn, je nachdem a= cm, oder = 2er, ober = 3er, oder ich 
ift. — Doc) ift dabei ja nicht zu uͤberſehen, daß dieſe Form 
nur deshalb eintreten müffen; weil wir vorausgefege haben, IH 
fich fein Punkt der. Schiene ſehr weit von der Are AX entfa⸗ 





*) Dan kann auf diefe Weiſe mittel Verſuche auch noch c benin 
men, indem man noch ein Paar zuſammengehöriger Koordinaten Werk 
x und y mißt, folche in die Gleichung (3.) ſubſtituirt, und nun je 
Gleichungen zwiſchen k und e bat. 


I 


nen ſoll. Der Werth von c ift ferner durch bie Gleichung (1.) 
gegeben und hängt einerſeits von ber Stärfe der Elaſtizitaͤt, an⸗ 
dererſeits von ber Kraft P- ab.- Ä 
Suchen - wir endlich aus der Gleichung (3.) auch. —2 die 
Länge der Schiene, im Gleichgemicht. | 
Man findet aus (3.) | 


ok. x 
5) | . y, = Tcos-, 
alſo 
ya X 
6) a, = NH, = vlır&(cos*) ] 


oder, wenn man bie vierten und höheren Potenzen von k außer | 


Acht läßt, 
3 (cos 2); 5 | 


7) | a. 
300 BT 


folglich) 
Ä x 2x . 
Setzt man bier ftatt cos — ieber 3-+4cos— und verrichtet 





man dann bie Integration, ſo ergiebt fich 
2x 


za 
9) = tar Tin) 


In fo ferne aber für <—a der Bogen s in die Laͤnge L der 
Schiene übergehen muß, fo giebt Dies 
" K\,K? „2a 
10) L= (14 2a) + Fir 
Weil jedoch, twie wir, fo eben gefehen haben, das Gleichgewicht, 
unter den gemachten Vorausfegungen, nur dann beftehen kann, 
wenn 


11) am, 
Dabei aber n irgend eine ganze Zahl ift, fo giebt bie (10.) 
2) L non-(14 75); 


und Daraus kann man twieberum k finden, nämlich 


8 


X 
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L 

13) ko 2. (2-1), 
wenn nur L im zufammengedrücken Zuftande der Schiene be 
kannt ifl. Und weil k, den gemachten Borausfegungen zu Zolgy, 
ſehr Elein werben muß, fo darf bie Länge L diejenige von a nu 
ſehr wenig überfleigen, fo daß alfo unter ben gemachten Bes 
ausfegungen das Gleichgewicht ber Schiene nicht ſtatt finde 
kann, wenn nicht die Länge L derſelben nur fehr wenig größe 
it als nen; «8 findet aber bie: Sorm (Sig. 66. oder Fig. 67. 
ober Figur 68. ober ꝛc. 2c.) flatt, je nachdem n == 1, 2,3% 
xc. ꝛc. iſt. 

Setzt man endlich, in fo ferne 

a — nex, alo c = — 

it, fiatt c biefen Werth in die Gleichung (3.) der Kurve, fe 
wird folche 


14) yjJ= kısin (nz x), 


6. 150. 

Da fi) die Schiene zum erfien Male kruͤmmt, tie wir i 
der vorftchenden Unterfuchung gefehen haben, wenn a==sıc, ale 
wenn ihre Länge L nur ſehr wenig groͤßer als rc ift, fo druͤdt 
die Gleichung | 


L=n, dh. L= vlt), 
oder 
1) P= 455 L? — zp-4-e°- 
wo A bie Breite, 2s bie Dice und L bie Länge der Schies 
p aber..eine Verhaͤltnißzahl ift (wie ſolches im $. 146. nähe 
befiimmt worden), bie Kraft P-aug, welche gerabe binreicht, am 
die elaftifche Schiene zum erfien Male zu frümmen. Jede fie 
nere Kraft P kruͤmmt fie noch gar nicht. — Diefe in (1.) be 
flimmte Kraft P nennt man nun bie. Kraft der Feder. — 
v 


00 
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Setzt man den Querſchnitt 210 wo, fo wird bie Glechuns 
(1.) auch dieſe Forin annehmen: 


2) ..P= jpun’!.Z. 


Die Kraft der Feder fteht alfo bei einerlei Querſchnitt und 
bei einerlei Natur der Feder, mit dem Quadrat der Dicke im 
direkten, und mit dem Ouadrat der Lange im indirekten Verhaͤlt⸗ 
haͤltniß. 

Iſt nun Q das Gewicht, welches bie Schiene von der Lange 
L, wenn fie vertikal hänge um bag Stuͤck h(== L-d) verlaͤn⸗ 
gert, fo iſt nach ($. 146. IX.) 





3) p= 22; 
alfo giebt die Gleichung (2.) 
4) P = !n. 2 
5 Lh 


Iſt aber Q! das Gewicht, welches an bem Ende einer ho: 


rigontalen Schiene von ber Länge L angebracht, dieſes Ende 
um eine kleine Länge b von dieſer Horigontalen entfernt, ſo hat 
man nach ($. 148.) 


. — Q. L | , — 
3) P=Z Geb’ 
und bie Gleichung (2.) giebt nun " 
4!) P= je Qut.. 


In den Gleichungen (4. und 4.) ſieht man nun bie Kraft 

der Feder P in Gewichte oder Kräfte Q oder Q! ausgebruͤckt, 

welche für biefelbe elaftifche Schiene durch Verſuche ausgemit⸗ 
telt werden fünnen. 


$. 151. 


Betrachten wir nun ſtatt einer elaftifchen Schiene, welche in 
ihrem natürlichen Zuftande als ein rechtwinkliches Parallelepipe- 
dum von den Dimenfionen A, 2e und L vorausgefegt worben 
ift, eine gerade prismatifche elaftifche Stange von ber Länge 
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L, deren auf.die Länge ſenkrechten Querſchnitte von ganz belle 
biger Geſtalt feyn mögen, und fuchen. wir für dieſe Stange bie 
felben Aufgaben zu löfen, welche in den ($$. 145. — 150.) für 
die elaftifche Schiene gelöft worben find. 

Gebrauchen wir dieſelbe (Big. 65.): auch jegt noch, fo mag 
auvß die Kurve vorſtellen, welche durch bie Schwer « Punfke 
alter, auf bie Längen Richtung normalen Duerfchnitte gebilde 
wird. Man legt unendlich viele mit einander parallele und af 
einander ſenkrechte Rängenfchnitte (während bie Stange gerak 
ik) hindurch, um einen folchen Duerfchnitt » in lauter unenb 
lich. Eleine Rechteckchen zu zerlegen; und AaBb ber (Fig. 65.) 
fielle einen diefer Längenfchnitte vor, und zwar ben, in welchen 
bie Kurve aunß liegt, die wir noch immer einfach gekrümmt 
vorausfegen, unb welche durch bie in A angebrachten Kräfte P 
und Q des ($. 146.) hervorgebracht worden if. Betracht 
wir nun ben Duerfchnitt Mm, fegen wir UM —=e, um —+, 
und abermald uM’=u, fo find s und e’! die Grenzwerthe von u. 
Iſt nun w der Inhalt des Querſchnitts, v die Breite beffelben, 
an ber durch u gegebenen Gtelle, alfo v-du ker Anhalt dei 
Streifen des Duerfchnittd von der Dice du, fo ift 


1) JS. ‚,„ ..‚vdu = 0, 
-(-t) 
und auch, weil u vom Echwer : Punft aus anfängt, nah 
($. 55. I. ©.) | | 
' 2) S. vu· du = (, 
Haben nun wieder p, T und u, biefelbe Bedeutung, mie im 
($. 146.), eben fo auch I und Ö', fo hat man twieber 


3) T= Pf. „ru 
und \ | 

4) Tu,= pof, 1 vardu, 
100 . | 

6) —X 


iſt, waͤhrend 0 ben Krümmungs + Halbmefier von. ze» vorkelt 
De 
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Dabei wird die Verhaͤltnißzahl p in einem und demſelben Quer⸗ 
ſchnitt co als konſtant vorausgeſetzt, während fie von Duerfchnitt 
zu Quevrſchnitt veraͤnderlich ſeyn, d. 5. von ber Lage des Punk⸗ 
tes u in der Kurve auvß abhängig ſeyn kann. — Setzt man 
ſtatt 57 feinen Werth aus (5.) und beftimmt man noch eine 
Zahl £ mittelft ber Gleichung | 


In — Im 
6) Sc FR du = 30 f?, 
ſo baten man aus (3. und 4.) 
BR T == La 
9 | T-u, =. . }poß-- = 


fo, daß icht, in dem Moment der Elaſticitaͤt, pm man ſolche⸗ 
mit bee (VII. des $. 146.) vergleicht, bloß f an die Stelle 
von 8. ‚teilt, Die Gleichung (XIL bes $.. 146.) der: Kurve, 
naͤmlich 
28, +[P-b-N-Qra-yK Hay: = 0, 
bleibt daher: auch jet noch gültig, mar daß in dem Werthe für 
q, nämlich in q = !pwe? jet f? ſtatt en gefeßt werben muß. 
Die : Auflöfung der Aufgabe .bed-(%. 148.) bleibt daher 
für die jegige Stange eben fo wie fie dort gegeben ift, nur mit 
dem Unterfchlede, daB man in dem Ausdruck {poe? für q, jeßt 
immer den Werth f?, wie er ſich aus der Gleihung‘(6.) fin 
den läßt, ftatt &? fchreiben muß, Der dortige Werth der Die: 
gung b,.d. 5. der Abweichung b des End-Punftes. 4 von ber 
Horigontalen. wird Daher jegt, wenn c, wie dort, fehr groß—, 
alſo L a voräusgeſetzt wird, ſeyn 
2 a⸗ẽ· Bu as. —8 
9 F Bg ”pof 
Aber eben fo findet die Auflöfung ber Aufgabe bes ($.,149,) 

bier für bie Stange eben fo ganz unveraͤndert ſtatt, wie dort 
fuͤr die Schiene, wenn man nur immer in dem Ausdruck 3pwe? 
für q, ſtatt e⸗ jetzt f? ſetzt. Iſt dann wie im ($. 150.) die 

Kraft der Feder durch P re fo findet fich hier (aus 
$- 150. R.2) | 

u i un! 97T. 
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„19 P=ip —* — pr, 3 PERL 
De (9. u wenn man de: mit dee (10.)-in Berbinbing Big 
sicht dann noch bie Sieguns 


— 191.0 
11) b ‚ln. 


$.. 152. 

Aug der (11.) folgt: E 
Bei zwei verfchiebenen aber gleich langen elaſtiſchen Star 
gen ift die durch eine und biefelbe Kraft Q hervorgebrachte Bis 
gung b umgekehrt mit der Kraft der Feder P proportional, 
Um daher diefe Biegungen mit einander zu vergleichen, darf man 
mar bie.:Kräfte der Feder (d. h. bie Py mit einander vergleichen. 
LE ſey z3. B. die Stange ein breifeitiges Priema, uah 
zwar der Querſchnitt @ ein gleichſchenkliches Dreieck, deſſe 
Srundlinie g und Höhe h if. Iſt nun in der (Fig. 65.) M 
der Grundlinie, m. dagegen ber Spige dieſes Dreiecks angeho— 
rig, alfo Mm die Hoͤhe b; ſo iſt, weil zu der Schwer⸗ Pufult 

dieſes Dreiecks ſeyn fol, Dagmal . - 


e* sh, de — ind v- —E 


alſo wird die Kraft p der Feder von der Laͤnge L, wenn ma 

die e Integtation in (10.) ausführt: 
P= * Ipa. . 

ft aber die Stange ‚andere gebogen, fo daß M der Spige und 

m ber Grundlinie bes Querſchnitts angehört, ſo iſt 


e33h, !—=ih und v= Er; 


8 
alfo wird jetzt Pp ur — 


Soll alſo die Stange einmal ſo gekruͤmmt werben, daß, wie ſob 
ches zuerſt angenommen worden, die breite Flaͤche convex, de 
ſcharfe aber concav iſt, und fol ‚fie ein andermal fo gekrümmt 
werden, wie Dies zulegt angenommen wurde, daß umgekehrt ik 
fcharfe Kante conver, bie breite Släche aber concav ift, fo # 


t 
‘ 
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bie Kraft der Feder in dieſem Ita Gebe brnngt fe. sr 
als in dem erſteren. 

Al: Ze der. Darefchnitt. sin Duabratı med. = m’, ob. IB 
ber Längenfchnitt AaBb parallel mit ‚den Seiten dieſetz Qua⸗ 


drats ſo iſt 
in mb, v=m; , 
m* ‘ 
alſo pP = ar 7° nd 


ML SR. ber. Querſchaitt ein 07 Ya Radius k- iſt⸗ ſe 


bat man 
—E— k, = Mi N 
Pen aus 


Sind daher. bie Querſchnitte in (u. und nn.) einander, ‚gleich, 
d. h. iſt m? = k'n, ſo verhalten ſich die Fraͤfte der Geber M 
einander wie zu 3, d. h. wie 3.14159... zu 3. 

IV. Iſt die Stange hohl und cyliudriſch, und. zwar ie 
Querſchnitt .w ein concentrifcher Kreißring, beffen großer und klei⸗ 
ner Radius r- und ri find, fo findet man dasmal bag Snngral, 


Suu- ru 2.du . 


als die Differenz zweier Integrale ‚ von denen dag eine e ahalten 
wird, wenn man die’ Grenzwerthe von v a auf den äußern 
Kreis bericht, das andere‘ aber, wen dieſelben Grenzwerthe anf 
den innern Kreis‘ bezogen werden. Man findet daher dasmal 
S.: "vurdu = Imre ie, 
Ar) 


und deshalb dann (nach 10. ) | J F 
P— 1pırıd°(r? — vd*) Pe) " 
—— L? = 1? . 
Er der Inhalt det iegigen Querſchnittes dem Quenſchnitt 
in dem Falle (III.) gleich, d. h. iſt u? —r'?) = nk’, alſo 
r ⸗* k?, oder ?—=k’+r”?, (6 reducirt ſich der vorſte⸗ 
hende Werth von P auf 
p — ipr(k’-+2r)k? | _ dpertılki- Dar). 
— L. 12 ? 
.. | 127*] 


nn 
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folglich: iſt bei glelchemn Querſchnitt die Kraͤft der Geber; ‚toenm 
letztere ein Hohlcylinder ift, größer als wenn ſie eine volken 
Eyitaber: "bilder; ? md: ie dergalten: u beibe Geber «Kräfte zu 


einander, "wie i#75 zul, wenn 1) der Radius der Hoͤb⸗ 


Jung, k aber ‘der —* des Auafchnitts des vollen Eylin⸗ 
ders iſt. -q og 
| 2 ve i15. 

:ı ‚Betrachten wir⸗ nun auf“s Neueidie allgemeinere Aufgabe 
des ($. 146.) oder des ($. 151. )ı jeboch unter der Voraus⸗ 
fegung, daß bie’ elaſtiſche Schiene ſchon in ihrem natuͤrlichen 
Zuſtande einfach gefeimmt iſt, und durch angebrachte Kräftg 
nur anders, aber noch) immer einfach gefrümmt, und ohne daß 
eine Drehung ober Windung ſtatt findet, — wittelſt ihrer Ela⸗ 
ſticitaͤt im Gleichgewicht bleibt. Nehmen wir dabei die Kurde 
zur Grundlage, welche die Schwer⸗Punkte aller auf die Feder 
normalen Querſchnitte bilden, und welche Anfangs aͤls gegeben an⸗ 
geſehen wird, nachgehends aber im Zuſtande des Gleichgewichts 
der Elaſticitaͤt der Feder mit den wirkenden Kräften anders er 
worden, und num gefucht iſt. " 

„Die. Dicke der ‚Schiene, welche wir im ( $. 146.) durch 2e 
bejeichnet haben, it im ($, 151), burch sel hezeichnet wor⸗ 
den, wo e und e! vom Schwer» Punkt. u (Sig, 65.), des Quer. 
ſchnittes an gezaͤhlt werden (fo daß , = iſt); 
dabei find zugleich s und el die Grenzwerthe des DVeränderlichen 
u, wie folcher im ($. 146.) eingeführt worden: ift. Iſt nun d 
der Inhalt eines ſolchen Duerfchnittes;-v die Breite deſſelben 
an der durch u gegebenen Stelle, alſo v-du” ber Inhalt des 
Duerfchnittes von der Dicke du, fo ift, wie wir im ($. 151.) für 
die Stange serehen: haben, und was auch Für: die Safene sit 


ES 
aber aud) ı weil u vom Schwer: Punft, aus anfängt, 
2) . Sn du. = 0. 


Haben nun 0,6, oô, o und E dieſelben Hedeutungeit, wie in 
den ($$. 145. 146,), bebauten aber >, 7! und r das was o, o! und 
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go im watdtlichen Zuſtande der u An, ſo har: man ga 

ſo wie dort les ae . at) 

s), Ze Kin 2 or P: = — IL, 

eo vn !: “rung 8: ‘ 4231 

N. rar rn 

ah ar biefen. Gleichungen folgt, wenn man nacder Be io 
dulte weier ſehr lleinen Faltoren außer Acht — 


09 oh nit), 


welcher Werth von 3 mit dem, des ($. 145.) Medetion, ſo⸗ 
bald 70 geſetzt wird, wie ſolches ſeyn muß. 

Haben“ nun wieder p,Trimdeu dieſelbe Dedennng wie im 
6 146.) fe hat inan wieder, wie im ($. 161.) i 


ee 2. spe 
5 u T= Pf 8 u 
und 2) >. Tu Pf. —ES —*8 
wo jedoch p an jedem andern Punkte u ber Kurve pri einen 
andern Werth Haben Tann, jedenfalls aber eine von ber Ratur 


der Schiene ober Stange abhängige Verhältitigzaht: iſt. Setzt 
man ſtatt o⸗ ſeinen Werth‘ aus (5. 2 und zugleich 


| 8, Sin vu "du = = Faß, | 
I) 0.0. 7 = poo 
und 16): Ton, = IporP- (a2) 
0 r 


wo wiederum Tu, bag Moment der Elaſticitaͤt genannt wird, 
Bedeuten endlich x, y-die Koordinaten Werthe Des. Punktes 


p, im alle die Schiene oder Stange mit den an 4 wirkenden 


im Gleichgewicht if, und find x und y bie Koordina⸗ 
en⸗Werthe ihres End Punktes A, fo finder jetzt wieder die 
—— ($.:146. XL) ſtatt, nämlich ZZ 
3) Tu+09-y-P-G0—-2Q = 0, 2: 
wenn nur jet wieder P unsQ bie mit ben Axen parallel / wir⸗ 
kenden Kräfte an 4 vorftellen,; fo daß man nur noch ſtatt T-u, 


t 
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fehten Werth aus (10)  fuhfiniven wiuß,: im die Diff 
Gleichung der neuen Kurve zu haben. 

Weit fich, aber, biefe Gleichung (IL) von der (at. wel 
146.) nur dadurch unterſcheidet, daß der Werth von T-u, je 
ein anderer iſt 8 dort; und da ſich dieſe Werte von Tu, 
mut dadurch von: einander umsehen: ' daß dier Ey Rat det 


e? und hier aa fatt di dort Zr LE dept fo fann man die det 
tige weitere Rechnung leicht auf den biſzen ge übertrgn 


BL Dre Ws Pace 


Pte 


Sehen. wir * zur allgemeinſten Aufgabe, er eine ‚elaftife 
Schiene oder Stange im natürlichen. Zuſtande irgend eine Br 
ftalt hat, gerade oder. gekruͤmmt, und nun auf jeden Atom da 
ſelben beliebige Kraͤfte wirken, welche fie kruͤmmen und auch ii 
hen, d. h. ihre Faſern um die mittlere herumwin den, bie‘ 
Elaſticitaͤt der Stange ihnen das Gleichgewicht haͤlt; und mm 
die Bedingungs⸗Gleichungen des Gleichgewichts, alſo auch & 
Sigur der Feder Im Gleichgewicht gefucht „werden, 

I. Es ſeyen (Sig. 69.) A und B die beiden Enden ber db 
ftifhen Stange im Sleichgewicht; und AMmB die Kurte, 3 
twelcher die Schwer: Punkte aller normalen Duerfchnitte o I 
gen. Man bdenfe fich drei auf einander fenfrechte Koordinate 
Arm OX, OY und OZ belichig gelegt, und es feyen x, 7! 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes M zer Kurve AMa}ı 
im Salle des Gleichgetwichtd; der Bogen AM ſey durch s 
geichnet, und indem bie Koordinaten eines‘ unendlich nahe N 
auf folgenden Punktes m der Kurve durch xH-dx, ytl 
z-4dz bezeichnet werben, ſey Mm ds. — Iſt nun y N 
Dichtigfeit des Duerfchnitted @, fo iſt Yn-ds bie Maffe der w 
endlich dünnen Scheibe s, welche von zwei durch M und mp 
legten Duerfchnitten gebildet wird. Bezeichnet man nun bie md 
den Koordinaten⸗Axen zerlegten, auf. bie Raff ya.da wirt 
den Kräfte bezüglich durch 

1) xros, Yyu.ds, Zyards, 
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ſo ſind X, Y, Zbie Kraͤfte, welche bezuͤglich hervorgehen muͤß⸗ 
ten, wenn alle Theile Yaords der Mafſen⸗Einheit von den⸗ 
felben Kräften (mit ben Axen parallel) angegriffen würden, von 
welchen der Schwer: Punkt ber Maſſe yw-ds angegriffen gebächt 
wird, und wenn man alle dieſe parallelen Kräfte (durch Abbi- 
tion) in eine einzige vereinigte Die ruͤckwirkenden Kräfte der 
Elafticität, kann man auf zweie zurückführen, nämlich. 1) auf bie. 
Kraft T, ‚ welche toir in den porbergebenden ($$.) allein zu bes 
rücffichtigen hatten, und welche die mittlere Kraft ift aug allen 
paralielen und auf den Querſchnitt ca ſenkrechten Kräften, mit 
welchen fich die durch bie wirkenden Kräfte verlängerten ober ver⸗ 
fürsten Baf ern ber Feder verkürzen oder verlängern tollen, um 
ihren natürlichen Zuftand wieder anzunehmen 3 und dann noch 2) 
bie ‚Kräfte, mit welchen diefelben Faſern auch noch um bie mittelfte 
AMmB gedreht (gemunden) find, und mit welchen fie ſich mie 
der aufmwinden wollen, um in ihren natürlichen Zuftand zurück 
zu treten. Diefe legteren Kräfte denken wir uns immer - in 
Duerfchnitten wirfend, welche auf der Kurve AMmB fenfrecht 
ſtehen. 

I. Bringt man nun bie unendlich dünne Scheibe S, bern 
Grenzflächen durch M und m gehen, in’8 Gleichgewicht, fo er 
hält man ſechs Gleichungen des Gleichgewicht; und ſtatt einer 
dieſer Gleichungen kann man die Summe aller in der Richtung 
Mm wirkenden Kräfte gleich Null fegen. In diefer Gleichung 
kommen: dann die unter (2.) angeführten Kräfte gar nicht vor, 


fondern nur die Kräfte — T, THAT ſenkrecht auf bie durch 


M und m gelegten Duerfchnitte und noch die Kräfte: 
dx ® dz 
Kyarz de j Yu .ds, Zyar de; 


und biefe Gleichung wird daher 
| dT-+yw(X-d<+-Y-dy-+2-dz) = 0, 
2) oder 
IT -+ yo K-dx-+Y-dy-+Z-dz) = 0, 
indem man x, folglich auch y, z und T als Zunftionen eines 
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beliebigen neuen. Veraͤnderlichen t. fish benft, nach welchem bie 
Ableitungen ober Differenzial: Korfficienten :genömmen find. 

Aus biefer einzigen Gleichung: bed: Gleichgewichts kann mun 
in bem Galle fchon T finden, in x, y, 2 awoeeruckt. im wel⸗ 
chem die Funktion 

3) .... —EE Ey ZB) 
integrabel if, wobei man die Dichtigfeit > und ben Querſchait 
o fo nehmen muß, wie beide in dem getwaltfam veränderte 
Zuftande‘ der Feder find, wobei man’ aber auch, weil bie Unte: 
ſchiede fo ſehr gering nur find, flatt > und w bie Dichtigfet 
und den’ Duerfchnitt feßen kann, iie folche im’ natürlichen Zu⸗ 
ſtande ber Feder geweſen find. 

Denkt man ſich aber, daß bie Laͤnge ds im natuͤrlichen Zu 
ſtande bei dem Uebergang in ben gewaltſam Veraͤnderten, in dem 
Verhaͤltniß 1 zu 140 ih verändert hat, fo iſt (nach $. 146 
VI) noch 

4) 0  T= pu6ö, — 
wo p eine, dort naͤher beſchriebene Verhaͤltnißzahl iſt. Vergleih 
man dann beide Werthe von T mit. einander, fo bekommt mar 
eine Gleichung, welche d, d. h. die Ausdehnung. oder Zufam 
menziehung dee Elementes ds finden läßt, in x, y und z au% 
gedruͤckt *). 





*) Yeiffen hat in bem Memoire sur Pequilibre et le mouvemes 
des corps Elastiques (in den Memoires de l’Academie des Sciences T. 
VII.) zu zeigen fih bemüht, daß wenn ds fich verlängert, dann » Fleims, 
dagegen der Inhalt w-ds größer und nur die Dichtigkeit „ Heiner wird; 
baß aber von allen dieſem daß entgegengefegte ſtatt findet, fo oft de ih 
nicht verlängert, fondern verfürst. Er folgert daraus, daß, wenn eine ie 
mogene priömatifche oder eylindrifche Stange, an dem einen Ende befekig, 
an dem andern Ende aber von einer Kraft P gezogen ‚wird, in der Kid 
tung der Verlängerung der Länge, dann folche eine Ausdehnung und e 
gleich auch eine Inhalts Vermehrung erleidet, welche mit P propertised 
find. Dies fol auch die Erfahrung beftätigen. Umgekehrt: drückt mes 
mit der Kraft P die Feder zuſammen, fo daß fie eine Verkürzung erle⸗ 
det, ohne fich zu biegen, fo vermindert ſich ihr Inhalt ebenfalls mit P 
proportional. 


S. 1641: B. Gleichgew. eldſt. Bedeu)? 


‚BE: Um writere Gleichungen des Sleichgewichts ze bekom⸗ 
men, denfic man fich ‚den, Theil AM Per: Feben ahfolt fell. Dan 
gegen den. andern Theil AB. noch: im Gleichgewichts: Zuſtand 
als Feder. Alle Theile dei von Mebis m gehenden Stoͤckchens 
S der Feder, welche um die Gerade Mm gewunhen ſind, wellen 
ſich zuruͤck winden; und 7. ſey die Summe. der zur. Age Mm 
gehörigen ſtatiſchen Domante,: welche dic Roctwindansa; gratze 


(I. 2. ) haben, fo find . 9: ww; vi r, ” &s em 
y dx dy Nie, ‚Br. N FR 
5) \ u 7 > ’ — 


die Summe ber ſtatiſchen Momente derſelben Kräfte in Bing 
auf die durch M mit den Koordinaten, Ayen OX, OY, 02 9% 
rallet gelegten Axen, als Axen der Momente genommen. 

Denkt man ſich nun ad M die Oſculations⸗Ebene(v. h. 
rie Ebene, in welcher der Kruͤmmungs⸗ Kreis Ind der Kruͤm⸗ 
mung®s Halbmeffer liegen) und ſenkrecht darauf durch Meine 
Gerade ald Momenten: Are (dgl. $.:27. ANE. 3. 4. ) und bez 
zeichnen r' und o die Rrümmungd: Halbmeffer vor und nach 
der gewaltſamen Veränderung der elaſtiſchen Stange ober Zei 
der, fo ift das ſtatiſche Moment P. m, der: snrallel mit Min wir; . 
enden Kraft T (in I: oder m IL, nach 9. 153.), wenn fol: 
ches durch u bezeichnet wird, avegedruckt durch die Oki 
chung . . . 

1 F en 

wo ?=!po-f? (im’$. 151.) ) atıögebrädt fich findet, übrigeng 
pofitiv und vom Duerfchnitt @, fo wie von ber: Natur der Ges 
der abhängig, und. (im $: 151.) durch q. bezeichnet ifl. Sind 
Daher x!, x! und x die Winkel,‘ tvelche bie Are dieſes Moments 
mit den drei Koordinäten-Aren (d. 5. mit-ben durch) M Mit 
OX, OY, OZ gelegten Parallelen) macht, fo. find: 

7) N was, urcosal, „UCOBK 7 on. 
das nad) biefen drei letztern Axen zerlegte Moment der  &le- 
fticität: ı, d. 5. die Projektionen des Moments Mr or die. beri 
Ebenn YOZ, XOZ und xOY, 


⸗ 
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Veen wir hen durch X,, V., Z, die Summe Dei’ ke 
tiſchen Momente (in Bepug uf dieſelben Momenten: Axen) alle 
auf bie Feder von M His: B Hin wirkenden Kräfte, und beden 
tn , 0, X, It bas was aus den Ausdrücken 7, oo, X, Y, 

Z wied, wet: in leeren flatt x, y, z bezuͤglich die Kosrhinaten 
Werche x’, yi, u eiurs beliebigen Punktes Mi des Stuͤckes MB 
ber: Kurve gefeßt werben, ſo findet ſich, wenn Ldie Länge de 
ganzen Kurve AMMB vorſtellt, 


8) = [X.(x —— yInl.ds!; 
I af; [Ehre —3) Zr) ]-Hio'-det; 
1, x; JS. By lei—2)]yardst; 
Wirken nun noch -auf das freie. Ende B des Stuͤcks MB 
bie Kräfte P, Q, R mit den Axen OX, OY, OZ parallel, mm 
zwar nicht in B, deſſen Koordinaten: Werthe a, b, c feyn mi 
gen, ſolbſt, fondern an einem andern mit B feften Punkte (# 
, c/) außerhalb ber. Zeber, fo find bie ſtatiſchen Momente bie 
fer Kräfte, in. Bezug ‚auf. biefelben Momenten: Aren. bezüglich 


1) 2. Qat—)-.bi—y), 

312). :.. 2.0: PdmDm-Real—x), 

13). Bbmy)— Qrcl— 2); 
oder, wenn man 

14) Q-(@a!— a) —P-(b/—b) = R,, 

15) P-(—o)—Rıfa—a) = Q,, 

16) “ Rebl— leo) = PB u 
ſetzt, bezüglich biefe: 

17) Q-(fa—x)—P- GN-+R, 

18). P-(c—2)—R-(a—ı)+Q, 

49) . - Rb-y)—Orc-z)+P.. 


Die Ausdruͤcke P,, Qı, Rı find bie Ratifchen Momente be 
Kräfte P, Q, R in Bezug auf bie durch B mit OX, OY, 08 
parallel gelegen Momenten: Aren.. Sinb baher a’, AP, zı be 
Winkel, welche das Element der Kurve AMB bei B_ mit m 
drei Aren OX, OY, OZ mache, fo daß 
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20) .. seo), cos, cos! 
die Werthe von Ox öy. * find, wenn a; p e © fltt x 
ds’ Ba’ ds, \. ' * 57 


geſetzt werden; und ſetzt man noch 
21) P.cos cOcos MRcorxv = N, 
fo it N das Ratifche.Mommms ber Reife P, Q, R: Bam 
auf das Bogen; Element ber Aurve AMB bei B als Momen, 
ten» Age genommen; alſo "der Werth von z, wenn a, b, c Rat 
x, y, 2 geſetzt werben. 

Bür das Sleichgewicht bes Gröces, MB. ‚der. Feber het man 
nun wieder ſechs Steichungen, fobalb wir fie im Gleichgewicht 
von m an bis B hin als feſt ahfehen; von denen die. brei Ro⸗ 
menten Gleichungen Para find, nämlich: Ä 


22) u OK ee Q- = =, : 


23) u-cosx! ur HLHQ rhrerd— Bela _): == 0, 


ds 
"a 
.24) fr copx er Z+R = — 9— 
wo (nach 9.16. Geom. I. Th.) on 
3) . J nt © nn u 
26) . . cos x — = mist 
27) cos% = — 


iſt, ſobalb wa die Summe der Duadrate der drei Zähler votſtelin 


Differenzlire man nun, um u zu eliminiren, dieſe Gleichun⸗ 


gen (22. — 24), multiplijirt man fie bezuͤglich mit * 0 mb 


Os 
I und werben fie zuletzt zu einander addirt, fo erhält man, 


wegen ee), — 6 | 


7 
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tt = © 
wi a auch nad) * — 27. ) 9 
in oe T. —E— * dan 0er) = 0, 
it; * das ander el a, 
. 3) Fu Kr ers Krk —— J 
Me ar a (8. — 10) . 
"30, öX, = d2 Sr Yrlandi—dy, Sa PR * 
"31. 2 5 =; Ziylahdt Be f — | 
32) 92, =dy Se: Xylar-dst—& ——e— 


hervorgeht/ ſo ergiebt ſich, wenn man biefe- Werthe in bie (29) 
ſubſtituirt, 
33) —Dd* 0, alſo ıT = conslante. 

Das Moment des Zuruͤckwindens iſt daher in der gan 
Länge einer elaftifchen Stange, von welchen Kräften fie and 
an verfchiebenen Punkten angegriffen feyu mag, konſtant und g 
rade fo wie an beiden Enden. - Ay dem Ende B ift aber ber 
felde Moment, = N (aus 21. ), wie vorher Thon gezeigt wer 
ben, und wie auch aus denſelben Bleichungen (22. — 24.) de 
vorgeht, wenn man daſelbſt bezüglich a, b, c flatt x, y, z fab 
fituirt. Denn es werden dann bie Integrale X,, Y, und Z 


der Null glich, und man erhält, weil die Bertpe von E , ai 


1 zu gleicher Zeit beziglich im —* * — uͤbergehe 
34) 9. Teac = box Pi;: : 
35) :  Tefl = u-cosx!+-Qı 
36) ': .mcosyf = keoosx-H-R,, 
wo aber x, x! und x! jegt ald bem Punkte B angehörig ang 
fehen werben müffen, ſo daß, weil bie durch =’, 8’, I gegeben 
Tangente an B mit der. durch x, xt, x gegebenen, auf da 
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Kruͤmmungs⸗Ebene bei B ſentrechten Geraher «am rechten 
Winkel bin —W 

————— =... “nr 

ſeyn maß Multiplizirt man daher dieſe drei Gleichungen be⸗ 

zůglich mit Oonv ene ſa, casy! und ehrt, mon ſalce. fo 

poinirt. ſich miehrrmol: und man een en 
t=N, | 

gerade‘ wie. ſoĩches kurz vorher fo erkannt "worden F). 

Uebrigens veichen gweinder drei Gleichungen 22.:- 24.), 

wenn man akt unde r ühre Wertheſubſtituitt,aus, umy 
und z in x, alfo um bie Gleichangen der Kunde am geben. . 


\ k . J 2 rue H 


g 155. U 

In bie Stange -in ihrem: natürlichen Zuſtande gerabe, und 
liegen die Richtungen aller ‚Kräfte, welche auf Sie wirken, in eis 
ner und berfelben Ebene, fo rebuciren ſich die drei Gleichungen 
(22. — 24.) auf eine einzige, ſobald ſtatt u und 7 ihre Werthe 
gefegt find, und wenn man bie Ebene der Kräfte zur Ebene der 
Koorbinate; ‚Aren Ox und OY genommen‘. hät. Diefe Glei⸗ 
hung iſt dann die Gleichung def’eßenen Kurve, welchen die Wit— 
tel: Linie der Stange bildet. Man hat dann 


* 


u gi 





2) Boiff in Hat in dem oben angeführten‘ Membire goteigk/ daß die 
Windung fe, obgleich ihf-ftetifches Moment «immer ein und daſſelbe bleibt, 
von Querſchnitt zu Querſchnitt veränderlich iſt, je nachdem dig. Materie 
der Feder oder der Querſchnitt ſelbſt ſich verändert. S die Stange hör 
mogen und der Querſchnitt in der Yanzen Pänge’ der \etäfifhen Stange eos 
Raus, ſo ift-deri linterfchied der Winkel der Windungen zwiſchen den beiden 
Enden eines Stuckee der Stange, mit, der Länge dieſes Gtüges — 
— Nimmt man lo z. Ban, daß eine prismatifche oder suInDeifce 
homogene gerade Stange an ihrem "einen Ende eingeliemmt ſey, * 
bern Ende ?aber von einem Gegen⸗Paar, welches gegen die: —2 
ganz gleichmäßig liegt angegriffen, alfo gewunden werde, fo wird die Stange 
gerade bleiben, das Moment ihrer Windung wird dad oben gefundene «= N 
feya,: md die Winbung felb wird mit ihrer Länge pröperkional feyn. — 

Auferdem fand'VBoiffon noch, daß wenn der Querſchnitt dieſer Stange 
ein Kreis iſt, dann die Größe der Windung unterübrigenß gleichen Um⸗ 
fländen, mit der vierten? Potenz des Durchmeſſers ˖ dieſes Direhfepeites pro⸗ 
portional iſt; welches mit den Erfahrungen übereinſtimmen ULF: + 
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Se ae O, er eh, car, 
c=6b, d=0, R=0:'m sy —=0; 
alfo au - .. ei 
Km0, 1,6, P, =9, Q=0 und = —6 
wad:bie Oleichungen (22. und 23.) werden identiſch; bie Gle 
chung (24.) allein bleibe als Gleichung der Kurve. Und wid 
dasmal 7 7=@ vorandgefegt if, fo wird 4 £ und wi 
Ruͤckſicht duf bie Michtung. ber Wirkung von T e im (8. 146.) 
findet fichnnoch coex = — 1, und bie Gleichuug (24.) be 
Kurve wirb;daber:. . 

1) SS: [Ye — x)— Xı(yl— y)]-r'o'-ds! 

Ä +R+ a -Ph)=L, 
mäptenb (nad) $..153. und $. 154. Nr. 6.) 
2). BerSu- „vruꝰ · du 
ift *, x 

Schaft mon. aus ber di. ). puich Differenslisen dag ats 
‚gralgeichen. fort, fo erhält man, eine Differenzial» Gleichung be 
Kurve, welche im Allgemeinen. von der vierten Ordnung fa 
wird, — 

Weil. aber, wenn bie Geber im Gleichgewicht if, dag Gleich 
gericht nicht geftört wird, wenn man fich ſolche als einem fe 
fien und unveraͤnderlichen Körper denkt, fo folgt, ba aufe 
ber. Gleichung (1.). auch. noch die Bebingungs- Gleichungen dei 
Bleichgeroichtd bes ($. 26.) ober: des ($. 29.) ftatt finden mif 
fen, welche fich jedoch in unferm gegentodrtigen Galle, wo ak 
Kräfte in einer und derſelben Ebene wirken, auf die drei Glä 
chungen des ($ 36.) guräctjichen. Sind daher D, E ol, 


*) Nimmt man bier XeYmg, un) läft man r b’ mit a 
zufammenfallen, fo rebueirt ſich dieſe Gleichung genen auf die Sleichen 
der Kurve (im $. 146. odey 6. 151,), wie felches ah fen mug. Hie 
bedeutet nämlich-2 genau daffelbe, was dort (im $. 146.) durch q bexib⸗ 
‚net worden iR, f 
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die Kräfte und das Mament derſelben in Begug auf: den Are 
fange: Punft A, alſo daſſelbe, was bezüglich „P,, Qnnd B, in 
Bezug auf den End-Punft: B der Feder find, fo find biefe drei 
Iegt erwähnten Gleichungen des GBleichgewichts 


3) D+P+J,,, — de 0, | 
. 4). v u Eros „Kezlardet = v, ' J 


531 


222 


5) F +R,+0- (a2) —P-b—y) u. wu. ei 
N [Y' HR HKL FI yytenldır * (0, 


wenn nur unter.x und y durchweg die Koorbinaten⸗Werthe bed 
Aufangs⸗Punktes A verftanden werben. In dieſe Gleichungen 
(3. — 5.) gehen nur lauter Eonftante Werthe ein; folche dienen 
alfo nur zur Beſtimmung der Konſtanten. Iſt A wie Biganz 
frei, ſo ſind Di; E, P, O, und 'R, gegeben Iſt bie Stange 
in A eingeflemmt, fo find D. E um F, undeftimmt, wohl’ aber 
find für den Punft A bie. Werthe von x, y und dy, befannt. 
Iſt die Stange nicht eingeflemmt, fondern it’A bloß feft, fo 
find die Kräfte D und- E noch immer unbeſtinunt, aber es ift 
ihr Moment F, = 0- weil die mittlere Kraft, aus“ D und E 
dem Druck an A gleich und entgegeit‘ ſeyn niufl.. In diefem 
Falle find für denſelben Punkt A zwar immer noch x und y, 
aber nicht mehr: öy, bekannt: _: “Das ganz analsge gilt fie 
den Punft B. 
GE Er 4 6.2386. : - ] Bu Bunde 
"Sehen wir .. 2. eine Homogeng.: priginatifche.snben chün⸗ 
driſche, in ihrem natürlichen Zuſtande, gerade Stange voraus, 
fo find 4, » und 4 konſtant. Es follen auf diefelbe bloß Kräfte 
wirken, welche auf ihrer Länge ſenkrecht find; und weiche fie ſehr 
wenig frümmen. Nimmt man dann zur Are x die. Mittels 
Linie der Stange, fo bat man 
6) D=-0, X— 0O und PS , | 
und bie Gleichung (3.) wird ibdentiſch. Da ay,, der Voraus- 
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fetung "gemäß; ſo fehe klein iſt, daß mm dr außer Acht laſa 
Ham; 16 dat man jetzt 


>) BT) 3. 


de. * 1 und. Fon ni 


und die Stechugg_Ch,). wird Soße. ug... 
9) Ay, =Rı+Q: Graf, —— ds. 
Differenziirt man ſolche Sleichang (8) einmal vech x, # 
erhaͤlt man *) 
29 Ay, = Qu... Yıdıl; 
und wird Sie noch dsl hifferenglirt, % ergiebt füch **) 
a ..... — .. 
1.0) Co ν ee mon 
el)T , [Kl ziel. = Ku Ä 
we x, di Y.as Funktionen von a’ angeſehen "werden wife, fo ik 


n 2) De : = Ye@—3), * 
ab . . . P 
"sy W 8 Br FM de. . u 
Gi, iſt auch | | 
N ——— Bunt. 
gr cn 


8) EWR Y. (« 2): de]. = De I 
’ ‚=: lg fx I — —8 
Sun. m ober — richte weiter al⸗ öl, nn wiſchen ‚den. Era 
Werthen s und L ven #/; alfo (nach 3°.) Bu 
6") Ki = —f,, Yılllı 
während Of, das if, was aus Af,:in (2°) wird, wenn man s flatt =, all 


x flatt x’ ſetzt; und dies if, weil dann ‚@ — in Null übergeht, felle 
der ul [sl Dethalb if and (6.) 


"el... „ie, "at x, r det 
u > Wi ni u en 
—* ſo hat man werten Don 
2) SS: Yds! = yo—y, und an - Du X: 
folglich ift auch a 
3%: dſ Si. Yırdat) = had. en dd, eu V “Bs,. 


tb: 8 


— 
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10) Ad'y, z= yaY-ds, == yo), 
in’ fo ferne bei der jetzigen Voraudfegung du: — 1 ift. 

Da die Werthe von ’'y' and der Gleichung (10.) auch den 
beiden Gleichungen (9. u. 8.) genügen müffen, fo beftimmen fic) 
dadurch zwei der vier durch die Integration eingehenden Kon- 
flanten; die beiden andern diefer Konftanten aber aus den Bes 
Dingungen, welche man über bie Lage der End- Punkte der ela⸗ 


flifchen Stange gegeben hat. Weil aber den Gleichungen (9. 


und 8.) für jeden Werth von x genügt feyn muß, und daher 
bie x fich von felbft heraus heben und nur die Gleichungen zwi⸗ 
fchen den Konftanten übrig bleiben werden, fo wird man biefe 
letztrn eben fo gut erhalten, wenn man ben Gleichungen (9. 
und 8.) nur für x—=a oder für x x zu genügen fucht. Zür 
x=a, alfo für den End-Punft B, geben dieſe Gleichungen 
(9. und 8.), weil dann s=L iſt, in 
1) ?P%y,, = mb 4.—dy, J. >= Rı 

über. Fuͤr x = x dagegen, wenn x bie Abfciffe bed Punktes‘ A 


Horftellt, werden folche bezüglich, weil jet s=—=0O iſt, wegen dr 


Gleichungen (4. und 5.) | 

12) #-[8°y], = E und A-[2°y, = —F: 
Jedes dieſer beiden Paare von Steichungen (11. oder 12.) ge 
nuͤgt nun zur Beſtimmung der beiden Konftanten; allein jedes 
iſt mit dem andern zugleich vorhanden, fo daß man aus allen 
vier Gleichungen doch nicht mehr ald zwei Konflanten beſtim⸗ 
men kann. 


§. 157. | 


u Denten wir ung den Ball des vorigen ($. 156.), alſo die 
Axe OX borksontal, und. die Reber nur fehr wenig gefrümmt, fo 
daß ds, —=1 und 1+-dy?—=1 if, — nehmen wir aber jegt 
noch an, daß ſtatt aller Kräfte, die auf die Maffe yo-ds wirfen, 
bloß ihr Gewicht gyw-ds genommen werde; fo hat man in den 


Sormeln bed ($. 156:) bloß Y=g zu fegen. Die Orihung 


der Kurve ($. 156. Mr. 10.) wird nun 
IL [28] 


— — —— — — — — ·— — 


En. | 
= 
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1) Bay, zug 
Integrirt man felbige vier mal hinter--einander, fo erbäft may 
wenn in A für x==0 auch y=0 ſeyn ſoll, 


2) By + + Cr 4 Oli. 


Um die drei Konftanten C, C! und CH zu beftimmen, web 
fen wie annehmen, daß Die elaftifche Stange in A eingeflemm 
fey, fo daß für x=0 au) dy,=0 merbe. Differenzüire ma 
daher die (2.), um 

3) Pdy, = Iyagıx +-30.2242C.x+OH 
zu erhalten, fo giebt diefe Bedingung CU = 0 und bie Silk 
hung (2.) der Kurve wi nun 


4) Py= er; Br ++ Cl? 


Wird nun ferner — ,daß Q unmittelbar in B ang 
bracht fey, fo hat.man R, = 0; und die Gleihungen ($. 15 
Nr. 11.) geben nım, weil die (4), hinter einander biffern 
ziirt, zu 





P-dy, = iywg- x +30.2?-+2C lex, 

5) Pay, = 1yogr?+6C-«x-r2C!, 
ADJ, yugsr+6C — 

führt, | 
"6) voga+6C = —Q, 
7) 1yoga?’+62C-+2C! = 0, 
Iſt nun q das Gewicht der Stange, fo daß man 
8) q = yuga, alſo yug = 4 


bat; findet man ferner aus (6. und 7.) C und C’, und ſubß 
tuirt man biefe Werthe in die Gleichung (4.) ber Kurve, pe & 
hält man zuletzt als Gleichung der Kurve 

9) By = Hd H KO HDer; 


und diefe fällt genau mit ber Gleichung ($. 148. Nr. 8.) 
fammen, wenn man bier das Gewicht q ber Stange = 0 


4 
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und babei bebenft, daß das, was hierdurch 2 begeichnet ‘wor: 
"ben, dafelbft durch q bezeichnet if. 

Die Gleihung (9.) giebt nun fr s=a und 0=0, 
d. 5. wenn am Ende B feine Kraft wirft und nur dag Ge: 
wicht q der ganzen Stange an ben einzelnen Stellen berfelben 
vertheilt, die Biogung der Feder, d. h. die Abweichung des 
End: Punktes von ber Perlen OX, nämlich 


| b= 24 7 .a°, 

Iſt aber nicht Q = 0, fondern q—=0, d. 5. denkt man 
ſich den Salt bes ($. 148.) wieder, fo wird aus (9.), fo’ wie 
dort im ($. 148.) bereits gefunden worden, 

b= Kat 


Daher verhalten ſich diefe zwei Abweichungen des Enb-Punftes 
B vom Horigont OX in beiden gedachten Fällen, wie dq zu 3Q, 
oder wie 3q zu 80; und daher auch wie 3 zu 8, ſobald man 
Qq ſich denkt. 

$. 158. 

Denken wir ung dieſelbe Stange in A und in B fell ges. 
macht, fo daß für x=0 und auch für x=a allemal y— 0 
werden foll, fo beſtimmt fich hieraus zunächft die Gleichung (2.) 
der Kurve fo, nämlich: Ä 


10) fy= era) + Cr) + Cirlr—a) 


LI nun die Stange an beiden Enden A und B einge: 
klemmt in der Richtung von OX, fo daß für x—=0 und für 
x=—=a jedesmal dy, — 0 werden muß, fo beftimmt ſich hier- 
aus, weil die Gleichung (10.), wenn man fie bifferenzlirt, 


11) 35, =.) HC-Br HC (2:— 2) 
giebt, und menn man bier x—=0 und dy,=—=0, dann aber 


x—=a und dy%,—=0 feßt, bie beiden entfichenden Gleichungen 


aber nach C und C! auflöfl, | 
[28*] 
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C= Zu wi C= Aaq; 

und die Gleichung ( 10.) wird nun. 

12) Py= re x. ¶ - a) 
als Gleichung der Kurve in dieſem Falle. 

Hieraus findet ſich die Ordinate fder Mitte der Kurve (für 

x=4a) 

gar, 
16-24-3° 
und da für x=— 4a bie Gleichung (11.) dy_—0 dazu liefert, 
fo ift dieſe Ordinate f zu gleicher Zeit die längfte, oder der Pfeil 
der Kurve. Ä 

IL. Denfen wir ung noch einmal twie in (1.) die Stange 

an beiden Enden feft, aber an feiner Seite eingeflemmt, fo daß 
man den Werth von dy, nicht fennt, weder für x—0, noch 
für x=a, fo find die Kräfte E und Q in entgegengefegten 
Richtungen genommen, begüglich die Drucke, welche bie Punkte 
A und B auszuhalten haben, und die Momente F, und R, 
. find der Null gleich. Die Gleichungen ($. 156. ‚ARE il. und 
12.) geben baher jest 

y_—=0, fowohl wenn x—=0, ald auch wenn xX5a ifl. 
Differengürt man daber die (11.) noch einmal, um 


13) Bay, = 11.2 46CK +20 


su erhalten, und ſetzt man bier zuerſt x 0 und d’y,—0, dann 
ıs=a und y—0, fo erhält man * 
C =, und C=0. 
Man hat alfo dann als Sleichung der Kurve 
14) Py = Kexa—x)(@’ -+ax— x?) 5 
und die Ordinate £ der Mitte, wo x Ja iſt, wird daher jegt 
t- BGBqa 2 
176. 21 
alſo das fünffache von dem, was fie im Falle (I.) geweſen iR. 
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Dabei ift wieder für x — Ja auch Ay_ — 0; diefe Drbinate f 
ift alfo die längfte oder der. Pfeil der Kurve. — Die Gleichun⸗ 
gen ($. 156. Nr. 11. u. 12.) geben’ ferner 

E=0=-—ıq 
Diefelben Werthe haben auch in (I.) flatt, und verſtehen ſich 
außerdem von ſelbſt. 

IE Denken wir ung endlich die elaſtiſche Stange an dem 
einen Ende A fo eingeflemmt, daß für x— 0 auch noch dy, = 0 
wird, dagegen am andern Ende B bloß fell. Dann ift nur noch 
Hy —0für x—=a Die Konſtanten C und C. beftimmen 
fi) daher nun dadurch, daß man in der (11.) x=0 und 
oy,—=0, in der (13.) dagegen x—=a und ’y, —=0 fegt, 
beide neue Gleichungen aber nad) C und C auflöft. Man 
finder 

CG= —q und C= %ga; | 


und die Gleichung der Kurve wird nun j 
15) Py = 4-1.Xa—x)(8a — 2x). 
Für x=4a wird die Orbinate £ hieraus fo: - 
— _1a_, 
i= 8.243 ? 


allein für denfelben Werth x —= 4a iſt dasmal nicht dy, == 0; 
dieſe Ordinate f ift alfo dasmal nicht die längfte. 

Die Gleichungen ($. 156. NNr. 11. und 12.) geben zu gleis 
her. Zeit 

E= — und Q- 59 

und es vertheilt fich alfo dasmal das Gewicht q ber Stange 
ungleich auf beide feftgehaltene Enden A und B berfelben , und 
in dem Verhaͤltniß wie 5 zu 3. 


$. 159. 


Betrachten wir noch die Aufgabe, wo die homogene, pris⸗ 
matiſche, elaftifche Stange an ihren Enden A und B noch im- 
mer in ber Horisontalen OX feft gemacht und Anfangs gerade 
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J 
nachgehends aber nur wenig gekruͤmmt if, gang fo wie in den 
vorhergehenden ($$. 156. — 158.); während jeboch hier did eine 
zelnen Maſſentheilchen ya-ds mit beliebigen Gewichten beſchwert 
“find, fo daß noch immer 


1) x=0, D=0, P=0, 
ober _ 
® _ 4, 
. 2) vol = —P 


gegeben feyn mag, wo p, eine beliebige Sunftion von x vor⸗ 
ſtellt, welche jedoch für x—= 0 und für x >= a ber Null gleich 
fepn fol *) Der Buchſtabe q fol die Summe aller biefer 
Gewichte vorftelen. fo dag man noch daburch | 
3) 7— Sa pad = a”) | 
voraugfeßt. Die Gleichung der Kurve (des $. 156. ir. 10.) 
wird daher jegt 

4) - P-d* x = Ip; 
und diefe muß nun nach der verfchiebenen Sunftion p,, welche 
gegeben ſeyn muß, integrirt werben. 

Das Problem fcheint nun in dieſer Allgemeinheit nicht meis 
ter verfolgt werden zu können, weil die integration der Glei- 
hung (4.) eine beftimmt gegebene Zunftion 9, zu erfordern 
ſcheint; — und feheint mittelft der und befannten Mittel felbft 


*) Man kann ſich 1.8. 9 von ber . «(x —a)"y, denken, 19 
y. ganz wilkuhelich iſt. 


**) Nach der Annahme des ($. 154.), wie folche bieher übergegangen 
ift, bedeutet yuY-de oder yoY-dx (in fo ferne hier ds, == 1 vorausgeſetzt 


wird) die an der Maſſe yu-ds oder ya-dx der Stange wirkende Kraft. 
Diefelbe ift alfo jekt = I q,.dz, vorausgeſetzt; deshalb if aber 


JS. I g,.dx, oder — ↄʒ dx 


die Summe aller dieſer von A bis B wirkenden Kräfte. Sol demnach 
letztere == q werben, fo muß man SS g.dx = a nehmen. 
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dann nicht füglich weiter verfolge werden zu koͤnnen, wenn auch 
Y, in einem beftimmten Galle. beftimmt gegeben aber diskon⸗ 
tinuirlich iſt (d. h. z. B. von x=0 an bi8 zu x=—m hin 
bie eine beſtimmte Sunftion, von x—=m an bis u x—n hin 
kine andere, und von x=n an bis zu x=a hin eine dritte 
feyn fol, wo m>0, n>m und a>n vorausgefeßt wird). 
Nun kann man ſich aber die Funktion , fo allgemein, tie fie 
bier gedacht ift, alg eine nach Potenzen von x oder von x—« 


fortlaufende Reihe denken, deren Koefficienten unbeſtimmt find, 


aber biefelben blieben, wenn 9, continuirlich ift (d. b. von x— 0 
bie x hin eine und diefelbe Funktion bleibt); — deren Koeffi- 
zienten jedoch von x=0 an bi x=m hin zwar dieſelben blieben, 
wenn die Funftion p, von s=0 an bi8 zu x — m hin bie: 
felbe bleiben ſoll deren Koefficienten aber anders gedacht wer: 
den müffen von x=m an big zu x—=n hin, wenn die Sunf: 
tion g, an dieſem Theile der elaftifchen Feder als eine ganz an- 
bere vorausgefegt wird, a. ſ. m. f. — Nimmt mar daher für 9. 


eine folche Reihe, z. B. 


A,tA,» (x— a) A, (x— a)?->A, Kate 
an, fo kann man in ber That bie integration ber Gleichung 
(4.) in fo weit allgemein ausführen, daß y felbft in einer nach 
Potenzen von.x—a fortlaufenden Reihe erfcheint, mern man 
nur nicht unterläße alle Bedingungen in Rechnung zu bringen, 
pub namentlich bie, daß g,—= 0 werden fol, für x—= 0 und 


‚ auch fürx=a; und daß S. Pi = — a werden muß. 


Um jedoch auf diefem Wege zu allgemeinen Kefultaten 
zu gelangen, müßte man bemweifen können, daß diefe Reihen al: 
lemal convergent find, d. h. für alle Wertbe von x 0 an big 
gu x=a hin; ber hier gegebene Vorfchlag gehört daher su de⸗ 
nen, welche fich bei bem Verſuche ihrer Ausführung nicht ale 
vollkommen zweckmaͤßig ausweiſen. 

Dieſem Uebelſtande, der, ſo wie hier, ſo in vielen andern 
Unterſuchungen eintritt, hat Fourier bei Gelegenheit ſeiner 


® \ 
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z Arbeiten über die Wärme (f. Theorie de la chaleur p. Fou- - 
rier. Paris 1822.) auf eine eben fo einfache als erfolgreiche 
Weiſe abgeholfen, und dadurch dem Studium der Mathematik 
eine neue Richtung gegeben, twelche ſeitdem von den ausgezeich⸗ 
netfien Mathematifern mebrfeitig und eifrig verfolgt wird, bes. 
ſonders auch von Poiffon, ohne daß leßterer jedoch dem Fou⸗ 
rier volle Gerechtigfeit wiederfahren ließe Wir werben ber 
Michtigfeit der Sache wegen im nächftfolgenben Anhang diefen 
Gegenſtand etwas näher betrachten; bier aber einftweilen nur 
bemerken, daß Fourier gelehrt bat: 

1) ‚jede continuirliche oder discontinuirliche Sunftion 9. als 
„lemal in eine unendliche Reihe gu verwandeln, welche 
„nach Sinus ober nach Koſinus der Vielfachen von x 
„fortläuft, " 

und behauptet 
2) „daß diefe Reihen allemal convergent find,’ 
von welcher Icgtern Behanptung Dirichlet einen fehr elegans 
ten und firengen Beweis geliefert hat (ſ. Erelle’8 Sournal d. 
Mathem. 1829. 1. Heft und Dove's „Archiv 1.9. 1836.). 
Mac) Fourier wird namentlich, tole im nachficehenden Ans 
hange gezeigt wird, eine jede <ontinuirliche ‚oder discontinuir⸗ 
liche. Funktion ꝙ., wenn fie. zugleich: den -Bebingungen zu genuͤ⸗ 
gen bat, daß ſie für «== O und auch fürx==a. der Nul glech 
werden ſoll, allemal in eine Reihe vom der. Form. ©... 


9, = Kain TH Kain Kain .. in inf. 


verwandelt, wo Kı, Ka, Ka, + die leicht zu findenden Koef⸗ 
ficienten find, oder kuͤrzer gefchrieben, es iſt 


5) _ = Kun x), 


9 Wollte der Vfr. Die Aggregaten⸗Theorie in Anwentung bringen, 
wie er folche in feinem „Syſtem der Math.” Th. UI. 2. Auflage mitges 
theilt bat, fo Würde er fchreiben müffen 


=S DE 





I 
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wo flatt n nach und nach 1, 2, 3, 4,... und ſede folgende 
ganze Zahl gefegt werben muß, um bie Glieder zu erhalten, 
deren Summe durch das Zeichen I ausgedrückt iſt. 

Die Gleichung (4.) unferer elaftifchen Kurve wirb daher, 
wenn. man jene Funktion p, fo verwandelt, und die Reihe aus 
(5.) flatt p, ſubſtituirt, jet fo Ä 

— 4 , nrx 
6) PB, = 4.2 (Kein), 
Integrirt man nun folche viermal hinter einander, und -forgt 
man dabei zugleich dafür, baß y == 0 wird, fowohl für x = 0 
als auch für x=—=a, fo bleiben nur noch zwei der vier Kon⸗ 
ftanten unbeftimmt, und man erhält zulegt 


Py= 17. P (4. Ksin u are) Tree 
oder nad) unferer Art zu fchreiben: 
7) Ay= sa) [Cx+Cta—n)} 
a? 
+ —- 8 Is Kıyıain CF IME 


Die Konflanten C und e. beftimmen fich noch nad) ben ver 
fchiedbenen Bebingungen, wie folhe im ($. 158. I. IL. III.) ge 
macht worden find, und hier auf's Neue geftellt werden koͤnnen. 
So ift alfo dag gegenwärtige Problem völlig gelöft. 


SH), 


$. 160, 

‚Wie wir im nachftehenden Anhange zeigen werben, fo findet 
fih, es mag p, eine continuirliche ober discontinuirliche Funk, 
tion von x ſeyn, obiger Koefficient Korı oder K,, welcher alle 
die Koefficientn K,, Ka, Ka, Ki, 20. ꝛc. repräfentirt, ausge 
drückt duch die Gleichung | 


| 2  , Dıx 
8) K, = IR, de. 


weil dort eins für allemal feſtgeſtellt ift, daß ſtatt eined jeden Kleinen deut⸗ 
ſchen Buchſtaben nach und nach Null und jede ganze Bapl geſetzt wer⸗ 
den ſoll. 
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Betrachten wir nun}. B. den befondern Fall der Aufgabe 
des vorhergehenden ($ 159.), in welchem vorausgeſetzt wird, 
daß gar feine Kraft wirkt, ald nur in ber Mitte der elaftifchen 
Stange irgend ein. Gewicht q, fo ift in’ Diefem Sale p. als 


eine discontinuirliche Funktion anzufehen, welche der Null gleich 


iſt, für alle MWerthe von * bie nicht Z 4a find, waͤhrend aber 


nach (Pr. 3.) S. —8 dx = a ſeyn muß. Nach (I. Th. Ana: 


Infis $. 35.) iſt aber, wenn p, nur für x=!a enen Werth 
bat, außerdem Null ift, weil man dann bloß xa gu fehen 
braucht, | 


nnx 
⸗ sin —dx = sinzun- — 
0 a a0 


d. h., wegen Sg — a, — . 


. — ‚sin . .dx = a-singun. 


Sei iſt dasmal 
Ksrı oder Kr’ 
fo oft +1 oder n gerade I und 
Kıpı ode = (— 1)'°2, 
fo oft b von ber Form 2n oder = %+l ift und flatt e 
Null und jede ganze Zahl geſetzt wird. | 
Die Gleichung der Kurve (Nr. 7.) wird num 
9) Ay = xa—)[C-x+C(a—x)] 
29 · aꝰ (—]) (2c-+-1)ax 
7. Slorıy u rm |, 
100, wie immer, S bie Summe bedeutet aller der Glieder, welche 
aus dem, hinter dem S fehenden und in ecfige Klammern ein- 
gefchloffenen allgemeinen Gliede hervorgehen, wenn ftatt c 
nach und nach guerft O, dann 1, 2, 3, und alle ganzen Zahlen 
gefegt werden. 
Mun laͤßt ſich aber, wie wir ebenfalls im nachſtehenden 


| Unhange wir werden, y unendliche Reihe 


10) .sin @e+ 12) | 


sl + 1)° 
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ſummiren, unb giebt, fo lange 2 wiſchen 0 und Ar liegt, bie 
Summe 
“T —-hr , | 
11) s eine: Zn —pnen 
BIN man daher die Meihe zur Nechten ih (9.) fummiren, fo 
muß man z— —, d. h. x * * nehmen. Fuͤr alle Werthe 
son z zwiſchen O und Ar hat dann x die Werthe zwiſchen O. 
und ia, und für alle it Werthe von.x giebt daher bie Gleis 
"dung (9.). 
12) Ay=x(a—) Le SS EHEN — — — , 
. Welche Gleichung. alfo bie Kurve vorftelt, von x—.0 an bis 
u x la 
WIN man den andern Theil der Kurve von xzria an big 
u x a hin eben fo einfach ausgedrückt ‚finden, fo muß man 
die Summe derſelben Reihe in £9.) zur Mechten finden, für alle 
biefe eben ‚genannten Merthe von x. Diefe findet man aus 
(11.), wenn ‚man | en 
— Kan. ag” 
a. a 
nimmt, weil dann 
x m a— — 
ST 
und. 
' einer = = —— 


„rl 

*—N n⸗ 
wird, ſo daß man erſtlich die verlangte Reihe ſummirt bekommt, 
und zweitens, da z alle Werthe von O bis Ar haben kann, 
nun auch x alle Werthe von a—0= — a an ti⸗ a—la=la 
bin haben darf. — Die Gleichung (9.) geht dadurch uͤber in 

12.) Py=xa—x)[Cı + Ca] gan)‘ ı 

49a (a - 5) 
und dies m die Sleichuns der elaſtiſchen Kurve in dem andern 


— 
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Theile derfelben, von x=!a bi8 zu x—a hin, in welcher wir 
C, und C, flatt C und C! gefchrieben haben, weil dieſe Kon- 
ftanten in der Gleichung (12,.) für die andere Hälfte der Kurve 
ganz andere feyn können, als bie in der Gleichung (12,.). 
Betrachten wir nun noch bie drei befondern Fälle, welche 
wir auch im vorhergehenden ($.-158.) betrachtet haben, nämlich: 
I. Wenn bie elaftifche Stange an beiden Enden in der Rich» 
tung ber borisontalen Are eingeflemmt ik, fo dag für — 0 
und auch für x= a der Werth dy, — 0 Äfl. 
Differenzlirt man die Gleichungen (12,. und 12,.), fo erhält 
man bezüglich 
13,) P-dy, = (a— a) Cx+-Cla—ı)]-+ 
(C - ChXx(a - x) - iger? *—qaꝰ; 
13,) Pdy, = a—B)lCıı +Ga—nH]+- 
(C, — C)sa—)+4ga—”— Lat. 
Die Gleichung (12,.) muß nun für <= 0 auch dy, — O ge 
ben, braucht aber dies gar nicht für x == a zu thun, fo 'wenig 
als fie für x — a bie Drbdinate y — 0 giebt, eben weil fie nur 
von x=0 an bis zu xJa hin gilt. Die Gleichung (12,.) 
dagegen muß für x—a, jegt dy„—0 geben, braucht dies aber 
gar nicht für x—=0O zu fhun, fo wenig, als fie für x—=0 auch 
y=0 dazu liefert, eben weil fie nur von x—= 3a an big ‚u 
ma hin gilt. 
Sest man nun in (13,) x=0 und dy, —=0 und in der 
Gleichung (13,.) x a und dy,—0, fo erhält man 
14) 0=C44g db —-5, 
und | 
5) 0= —G,—59 alſo GG = —2q 
Eine dritte Konftante beftimmt ſich aus der Bedingung, daß 
beide Gleichungen (12,. und 12,.) für x—=1a einerlei Werth 
von y geben müffen; dies giebt die Gleichung 
16) . C+0=C-+C, | 
Die vierte Konftante beſtimmt fich endlich aus ber Annahme, 
daß vermöge ber. Nafur ber Elafticität, an dem zu x=;a ge 


— 


! 
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hörigen Punkte, wo das Gewicht q hängt, und wo beide, ihrer 
Natur nach verfchiebene, Theile der elaftifchen Kurve zuſammen⸗ 
fioßen (nicht bloß der Werth von y, fondern auch), der Werth 
von DZy, derſelbe ift, in fo ferne an biefer Stelle für beide Zweige 
eine gemeinfchaftliche Tangente feyn muß. Beide Gleichungen 
(13,. und 13,.) müffen daher für x. == 4a gleiche Werthe von 
Oy, geben. Dies giebt aus (13,. und 13,.) für x = }a bie 
Gleichung 

17) c—-Cl=C—C. 
Alfo wird aus (14. — 17.) 

18) C=C=-C6G=G= -y}4a 
Die Gleichungen für beide Theile der Kurve werben daher jegt 
- für biefen Fall (I.) feyn 

19,) Ps = g-(3ax? — 4x) 

gültig für x== 0 bie xmla; 
19,) py= = »g9Baa—x)’— 4(a—x)’] 
güftig für xauja ie x). 

Diefe Gleichungen geben beibe für x=4a ben Werth oy. =0, 
‚und dies zeigt, daß die gemeinfchaftliche Tangente an dem zu 
xja gehörigen Punkte der beiden Theile der Kurve horizon⸗ 
tal liegt, der Punkt ſelbſt alſo der niedrigſte if. Der zu xa 
gehörige Werth f von y wird nun (aus 19.. oder ni ge⸗ 
zogen) der nachſtehende 


20) | = = 


gq:a a® 
4:48:82’ 
alſo gerade doppelt fo groß ale in demfelben Ball des ($. 158, L), * 
wo baffelbe Gewicht q nicht in der Mitte, fondern vom Anfang 
bis zu Ende auf gleiche Längen gleichmäßig vertheilt gebacht 
wurde. 
Man findet auch noch aus ($. 156. NNr. 11. u. 12.) 


*) Poiſſon fcheint vorausgeſetzt iu haben, daß die Konſtanten C 
und C’ in (12,.) von den Konftanten C, und C, in (12,.) nicht verfchies - 
den „(en Eönnen. Dieſe Vorausſetzung darf aber offenbar nicht gemacht 
werden 
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| Q=E= —ıia 

Setzt man endlich in der Gleichung (19,.) x=4a—z, in 
der Gleichung (19,.) dagegen x—=i4a-+z, fo erhält man aus 
beiden für y benfelben Werth. Beide Theile der Kurve von 
den beiden Enden an bis in die Mitte hin, wo bad Gewicht 
q hängt, find daher eitander congruent. 

IH. Wird bie elaftifche Stange an ihren beiden. Enden in 
der Horigontalen OX bloß feftgehalten ohne eingeflemmt zu feyn, 
fo muß für = 0 fomohl, als auch für x=—=a nicht mehr 
day. — 0, fondern dafür d2y, = 0 feyn, tie wir bereits im 
($. 158. IL) erkannt haben. Differenzlirt man aber die Bleis 
chungen (13,. m. 13,.) noch einmal, fo erhält man 

21,) Ay, = —2[Cı + Ca—s)]+ 
| Aa —C— CN) —Igx; 

21,) Ad°y, —= —2[Cıı +C,a—x)]+ 
2(a— 2x)(C, — C)—iga—n). 

Da nun bie (21,) für x—=0, dy_ S O geben muß, bie 
(21,.) dagegen 9y, — 0 für x=a zu liefern hat, fo giebt 
dies die beiden Gleichungen J 

2) | C = 2C'; | 

233) .. — 2C, = GC. " 

Die Gleichungen (16. und 17.), aus welhen C=C, und 
C'=C, folgert, bleiben in biefem Sale (II.) unverändert; alfo 
bat man basmal 
C=0, C=0, C — O, C, — O, 
und die Gleichungen (12,. und 12,.) werden daher in biefem 
Sale 
24,) P-y GGaꝰx - 4x?) 
‚gültig fr x=0 bis xuga; 
24) Py= agl3ara—n)—4a—x)’] 
gültig für x4 bis x a 
Der Werth f von y, welcher zu x—= a gehört, findet fich 
aus jeder diefer Gleichungen 


\ 
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as 
t355 
ſo daB dasmal diefe Ordinate viermal fo groß if, als im Falle 
(I.), und 2 mal fo groß, als im: Fall (II.) des (d. 158.), wo 
das Gewich q auf die ganze Länge der elaſtiſchen Stange gleich 
.bertheilt war. 

Differenzlirt man diefe Gleichungen (24,. u. 24,.) und fest, 
man in dem erftern Refultate x== 0, in bem andern abet x a, 
fo bekommt nfan die Werthe von dy,, d. h. die Werthe der 
trigonomefrifchen Tangenten der Winkel @ und 4, welche die 
berührenden Linien an A und B mit OX machen, nämlid) 

gehe und t!— —-q· a. 
Beide beruͤhrende Linien find Alfo gegen OX gleich geneigt, ſchnei⸗ 
den fich beide in einem und demfelben Punfte mit der verlän- 
gerten f, und ber Abftand fl des Iegtern von OX ift 
tige | 
An dem’ analogen Salt (II) des ($. 158.), wo aber dag Ge 
wicht q auf die Laͤnge gleich wertheilt war, finder firh 
ff, 

“wenn ſowobl n als £ für. den: dortigen 5a die ganz analoge 
Bedentung haben, wie bier. | 

Endlich find bier wieder die beiden Theile der Kurve von 
den Enden an bie nach der Mitte bin (wo dag Gewicht q 
hängt) einander congruent. 

II. Iſt endlich die Feder bei A fo: eingeflemmt, daß für 
x=0. auch dr, =0 wird, in B bagegen nur feft, fo. daß- 
fürx—=a, 9y,—0O werden muß, fo giebt die Gleichung (13,.), 
wenn man dafelbft x—= 0 und Dy, —# feht: | 

25). . CH 0, oder = -—:% I 
Die Gleihung (21,.) giebt dagegen, wenn x=a und ö’y, zu 
geſetzt wird, 

Deo u "20, = C. ... 

Die Gleichungen (16. und 17. ) bleiben jetzt wider, wonach 
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C=C sd CG=(CG, 

if. Alfo bat man basmal 

C=z6 = und lV=G=—yg14- 
Die- Gleichungen (12,. u. 12..) für bie beiden Theile der Kurve 
werben daher jetzt 

27,) 6 7q. O · axꝰ - 11x) 

| gältig für x= 0 bis x= 4a; 
27.) Ay = 34 - Iñaxꝰ 12a°x — 22°) 
göltig für x u ga bi x. ® 

Für x ta geben beide Gleichungen die sur Ordi⸗ 

nate f, nämlich 


‘ l f = 8.9 6- ß % 

aber dieſe Ordinate ift dasmal nicht die größefte, alfo nicht 

ber Pfeil der Kurve. Außerdem wird noch aus ($. 156. Nr. 

11. und 12.). u 
E=—ng md Q= —%q 

fo daß fich dasmal ber Drud q auf beide Enden ungleich und 

in dem Verhaͤltniß wie 11 zu 5 vertheilt. 

Die beiden Theile der Kurve von den Enden an bis in die 
Mitte hin find auch dasmal einander nicht congruent. 

Anmerk. 1. Wir befchließen die Unterfuchungen dieſes Kapi⸗ 
tels mit der Bemerkung, daß folche größtentheild aus Poiſſon's 
Memoire sur l’equilibre et le mouvement des corps: elasti- 
ques (in den Memoires de l’Academie des sciences T. VIII) 
entnommen find. | 
Anmerk. 2 Wir haben oben ($. 159. Nr. 5. u. $. 160. 

Nr. 8.) und kurz vor ($. 160. Nr. 9.) eine Sunksion P, ge 


funden, nämlich bie Reibe- u | 

1) R—a(ein En En unr. . 
welche die Eigenfchaft haben fol, daß fie Nu giebt, fo oft 
xZ}a wird, daß dagegen Sa R-dx=a wird, fo oftx=la. 


genommen wird. Wir wollen bier noch a posteriori geigen, 
dag 


rt 
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daß diefe Reihe R mirflich alle die Eigenfchaften hat, welche 
von ihr verlangt werben. 
Erftlich wollen wir die Reihe R fummiren. Zu dem Ende 


. ni__o—nzi 
ſetze man — —z und flatt sin — feinen Werth _— 


wo i bie V—1 porfiellt. Dann erhält man aus (1.) 

1 ei —ei Lee _ei nen 
2)R= i)I_ io ei .. 
Nun ift aber die erfiere diefer Reihen, wenn man ei=v feht, 
offenbar 


si 














‚v e 
anne), d. h irw’ oder Irre’ 
2 
oder rare ale * 
er 6e cos z con” 
Die zweite Reihe in (2.) et dagegen dann offenbar 
—— 
l1-pe-2i cos 2 eos 
1 1 1 
folglich iſt J —— =) 6. R=0 
cos cos J 


in allen den Faͤllen, wo co ——0 nicht if, alfo wenn nicht 
x=ia. 
Um nun zweitens zu zeigen, daß JS Ada iſt, fo oft. 
x = ja gefegt wird, infegrire man die Reihe R nad x direkt, 
und man erhält aus (1.) | 
3) fR-% = 2 (00 Er jo0 Eos En), 


‚ 


-Summirt man nun diefe Reihe in.(3.) zur Nechten ganz 
_ auf demfelben Wege, auf welchem man die Reihe (1.) fummirt 


hat, fo erhält man, weil — ter if, 


aus (3.) 
IL. [29] 


\ 
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“ ax X. 
4) fr-% = —_ 11), 
N \tg 
Nimmt man nun biefed Integral zwiſchen den Grenzen x = 0 
und x=a, fo erhält man 


5) J.. R.de = #2 1— tg =) 


. Weil aber ei = on Fisinn = —l, 
und oo. ei cosn—ieinn = —1 


iſt, und — == —In, fo wie Zi=+in fo geht Die 
(5.), wenn man diefe Werthe fubftituirt, fogleich in 
6) S.. Rede = 2 ain+iekin) = a 


über; welches zu geigen war. 

Statt folcher einzelnen abgeriffenen Entwikkelungen iſt es 
aber viel zweckmaͤßiger und der hohen Wichtigkeit des Gegen⸗ 
ſtandes angemeſſener, wenn wir im nachſtehenden Anhange 
das Wiſſenswuͤrdigſte über dieſe Reihen des Fourier im Zuſam⸗ 
menhange mittheilen; wobei wir jedoch manches noch hinzufuͤ⸗ 
gen, was die Sache auch von der andern Seite fehen läßt. 


9 


J J — — — — —— — 


Anhang 


Einiges über Reihen, die nad) Sinus und 
Kofinus der vielfachen Bogen fortlaufen. 


[29*] 





Erſtes Kapitel. 





Summation von Reiben, die nad Sinus und Koſinus der 
vielfachen Bogen fortlaufen. 


$. 1. 


& bedeute u immer bie Zahl 3,14159«-, welche bie Länge 
des Halbfreifed ausdruͤckt für den Radius 1. Durch i dagegen 


fiellen wir die VI vor. Zerner fegen wir als befannt voraus 
bie Sormeln | 








1) ei= = 0081-+i-sinz, daher ei! —1; 
— e* ie _ ee 
2) anz= 2i 3 | c81 = —, ; 


and ; wenn nm eine pofitive ganze Zahl vorftellt, 
1 


1 
ae 1m. one teen U) 01 
3). (ossztirsinn)” = 1 ( *i sin) *), 
J . Ban x ; . ı | 
wo zur. Nechten deshalb der Faltor 1.” oder YA ſtehen muß, 
weil, der Ausdruck zur Linken, in fo ferne m als eine pofitive 
ganze Zahl vorausgefegt iſt, m verfchiebene Werthe hat, wäh: 


tenb: 008 — =iein— nur einer Diefer Werthe ift, fo daß ſel— 
*) € if nanlich \ 1, | 
(cosz+-isin) = (ei) =e = con 1 2)-+irsin(— »). 
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1 

biger noch mit allen Werthen von 1” ober VI multiplizirt 
werden muß, wenn zur Rechten genau eben ſo viele und genau 
dieſelben Werthe ſtehen ſollen, welche der Ausdruck zur Lin⸗ 


ken hat. 
Noch allgemeiner iſt, wenn n irgend eine beliebige reelle 
oder imaginaͤre Zahl vorſtellt, 23 


4) (cosz-t-i-sinz)" — ?’- ein kisinn); R 
Dagegen, wenn m pofitio oder negativ ganz if, weil dann 1-=1 


wird l 
5) (cosz-Fi-sinz)" = ‚cos mz + sin inZ. 


Setzt man aber bier an ftatt =; unter N ober irgend eine 


ganze Zahl vaſtonden, ſo daß cos2arı * 1l, sin 2da —=O iſt, 
ſo ergiebt ſich 


2arı « Zar ll 
6). (co0** +irsin m =, 5 
folgtich auch a 7 GE 
ı | Ku 
am 2arı 2arı ee 
7) "= va == 000 Hisin N; 


| —— 2 
wo rechts alle m Werthe der yı @. b: von 1°) ausgedrückt 
find, wenn man. fintt a nach und nach O, 1, 2,3; Hr. L 
ſetzt *). Die Gleichung. (8. ) geht dadurd) über in 


I 


’ Ü 
8) (cos 2 Hissinz)” = 608 (+ -iesin „(dert ) 
m m 





wo man zur Hechten dieſeben m Werthe bekommt, welche der 
Ausdruck zur Linken vorftellt, wenn. flaft a nach und Nach“ bie 
Werthe O, 1, 2, 3, + ml gefeßt werben, während bieſel⸗ 
ben Werthe auf der rechten Seite periodiſch wiederkehren, wenn 


*) Sest man flatt a noch m+0, m-+1, m-H2, hs, m+n--I, 
oder auch »m-i-0, »m-+-1, »m +2, »m-r3, «+ sm +-m—1, 10 » irgend 
. eine ganze Zahl bedeultet, fo fehren dleſelben Werthe immer wieder, in der⸗ 
ſelben Ordnung. 


[2 
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flatt a andere (poſitive oder negative) ganze Zahlen gefegt 
werden. 
‚Sind aber u und m gwei ganze Zahlen, während wir m 
zugleich pofitio voransfegen, fo ift noch \ 
£ 4 u Ha. 

9) (cost i-sinz)" == cos —— Hin SDR z)u , 
wo der Ausdrud zur Mechten genau bie m Werthe liefert, weiche 
der Ausdruck zur Linken bat. 

Und ganz allgemein wird aus denfelben Gründen, wenn n 
ganz beliebig reell oder imagindr ift, 

10) (cosz-+i- ‚sinz)‘ = = cosn2an+2)-Hi-sinn(2ar-t-2); 3 
d. 5. wenn man rechts ſtatt a nach und nach Null und alle 
pofitiven und negativen ganzen Zahlen fegt, fo erhält man rechts 
genau eben fo viele und genau eben biefelben Werthe, welche 
die Potenz zur Linken wirklich hat *). 


§. 2 

Kann man eine nad) ganzen Potenzen von x fortan 
Meihe ſummiren, — findet man ;. B. 

1) Ap,t Ar x Ar A, pe — F, 
fo fann man auch fogleich eine nad) Sinus oder Kofinus ber 
vielfachen Bogen fortlaufende Reihe ſummiren, welche dieſelben 
Koefficienten hat; denn es iſt dann allemal 

2) Ay,tA,v-cosz+A,v?.cos2z+A,;v°.cos3z-FA,v*-cos4z+-» 


_- — X —X 
und 
| 3) Amvin — And Ari 
(IF x]. eri -IFA. ) 


wo [Fx] „und [Fx], das bedeuten, was aus Fx wird, 
wenn man bezüglich v- jr und v · e—i flatt x ſchreibt, während 


*) Man leſe hierüber d. „Soft. d. Math.“ Th. IE. 2. Auflage. 
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ſtatt eri auch cosz-+-i-sinz und ſtatt e auch cost —i-sinz 
geſchrieben werden kann. 
Sind endlich die Reihen (2. und 3.) noch konvergent, auch 


wenn » 1 geſetzt wird, ſo geben dieſe Gleichungen noch (ſo⸗ 


bald man die Summe F, der Reihe 1. gefunden hat) 
4) Aut Acoszt Aurcos Zah ArcoBerk 
= z([Fe],a ‚tr [Fx] 5 2 


5) — Anima: 
IxFa. zi — [Fr] . 
| Der Grund davon if folgender: Das allgemeine Glied der Reihe (3.) 


HB 5 


0zi —fNzi 
en_e zi 


A.v'sin az, alfo auch Av. B 2i 5) 


figtich auch As)" — A Äantrne")". Die Reihe (3) ierfält dar 

her in die Differens zweier anderer Weiber, deren allgemeine Glieder, wenn 

man den gemeinſchaftlichen Sutter herausgeſetzt ſich denkt, bezüglich 
A(lretiy® m Ale ia 


find, deren Summen alfo nach (1.) bezüglich 
——— F.A md — F. 


ve—i 


gefunden werden. — Auf sand analoge Weiſe zerlegt fich bie reihe (2.), 


wenn man den Faktorherausſetzt, in die Summe derſelben beiden Reiben. 


I 3. 

Hat man aber auf irgend einem Wege Summen von Rei⸗ 
hen gefunden, ſo kann man aus dieſen ſogleich neue zuſammen⸗ 
ſetzen, entweder dadurch, daß man auf mehrere ſolche Gleichun⸗ 
gen die gewoͤhnlichen algebraiſchen Verbindungen anwendet, oder 
auch dadurch, daß man eine einzige ſolche Gleichung auf jeder 
Seite nach irgend einem darin vorkommenden allgemeinen Buch⸗ 
ſtaben differenziirt oder integrirt; waͤhrend dieſe zu Grunde ge⸗ 
legte Gleichung ſelber erſt irgend wie aus einer oder mehreren 


andern durch beliebige Verbindungen hervorgebracht ſeyn kann. 
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Diefe zwei Summationd: Methoden ber ($$. 2. und 3.) wol, 
len wir nun in einigen Beifpielen erläutern. | 


$. 4. 
Geſetzt es wären zu fummiren bie beiden Reihen 
(R) ;.. eoena ch n;cos (n— 2)z-+n,-c0os(n — 4)z-+ 
Dn,.c0s(n—6)2-4 +“ _ 
und (S)--- sinnz-Fn.ein(a—Vz-tnzein(o— Ask 
n„sin(n—6)z-+ »*-, 
in welchen n,, Da, De, 2. ⁊c. bie auf einander folgenden Bino⸗ 
mial-Koefficienten einer nten Potenz vorſtellen, ſo daß man 
alſo hat 
1) —EE — ⸗06 +2)", 
fo würde man damit beginnen, daß man biefe Reihen in andere 
zerlegte, welche einfacher find. Weil aber 
cos(n— 20)2 = cosnz-cos2az-+-sinnz-sin 2az, 
sin (n — 2a)z = sinnz-cos2az — cosnz-sin %az 
ift, fo rebuciren fich die Reihen R und S fogleich auf biefe an⸗ 
deren Reihen 


1-Pn,'c0827 -Fn,-c0s 4z-E.n,»c086z-+ »*- | ++ (R,) 
md Dpsin2z--n.sindz-+n,sin6z-t + ..($,), 
fo naͤmlich, baß man bat 
2) R= cosnz-R, +ainnzS,, 

8) 8 = sinnzR,— cosnz-S,; 


und man braucht daher nur noch die Summen ber Reihen R, 
und S, zu finden. 

Diele legten Reiben werden nun aber unmittelbar nach 
($. 2.) fummirt, wenn man flatt 2z einen einzigen Buchſtaben 
fegt. Man erhält nämlich vermöge ber (1.): 

1-#n,0082z +n,°c08 4z-En,.00862 + «+» \ 
4) | d. h. R, - erste 


'n,- sin nz-+-n„sindz-An,sin6z-r 


und ) 2 re 
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Weil jeboch in dieſen gefundenen Summen noch i, d.h. - 


V—1 vorfommt, fo muß-man ſolche umformen, ſo daß ſich 
Diefe i wieder gegenfeitig aufheben. Nun ift aber wegen ($. 1. 
Nr. 1.) 

14 = 1 Fest i. ia 2; 
dagegen 

ILcoOs22 = 2cosz? und sin?2z = 2sinz-cosz; 
alfo noch 
a 1-Fe? = 2cosz-(cosz-Fi-sinz) 
und . . . . , 
folglich auch 

6) (I ei) = (2008Z)"-(cosnz-+i-sinnz), 

7) : Are) = (2cg82)".(cosnz —irsinnz), : 
wo aber in ben beiden Formeln (6. und 7.) zur Rechten, der 
Faktor (2cosz)” alle Werthe vorfieht, welche diefe Potenz hat, 
damit biefe Ausdrücke zur Rechten nicht bloß einzelne Werthe 
ber Potenzen zur Linken, ſondern leßtere ganz und voillſtaͤndig 
vorfiellen. 

Wil man in dieſen Ausdruͤcken (6. und 7.) gr Rech: 
ten, die Potenz (2cosz)* nur als eindeutig behandeln und fo, ' 
als ob fie in jedem ber beiden Ausdräde (6. und 7.) einen 
und denfelben ihrer Werthe vorfielle, fo darf man nur den 
Saftor 1” oder ens2nırn+i-sin2ncr zu dem zweiten Saktor in 
(6. .und 7.) noch hinzufügen. Dann. fan man biefe Refultate 
(6. und 7.) fo ſchreiben: 

8) (i.-Feijf — (2cosz)”-[eos n(2ar-H2)-Hisin —E 
9) (L+e#i = (2cosz)*-[cosn(262-+7)—i-sinn(2brr-+z)], 
wo zur Rechten (in beiden Formeln) der Faktor (2000 2) jedes: 
mal nur einen einzigen und jedesmal einen und bdenfelben Werth 
vorftellt, während alle Werthe der Potenzen zur Linfen, auch 
rechts fich ergeben, wenn man rechts ſtatt a ober flatt b Null 

feßt und alle pofitiven .und negativen. ganzen Zahlen. 

Addirt man nun (8. und 9.) zur Rechten und nimmt man 
die Hälfte, fo hat man (nad) 4.) die Summe der Reife R,. — 


l-pe-® = 2c0s2z-(c08z—i-sinz); 
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Subtrahirt man aber die (9.) von der (8.), fo ergiebt fich, ment 
noch durch ‚2i divibirt wird, (nach 5.) die Summe der Reihe S.. 
Weil aber die Ausdruͤcke in (8. und 9) zur Rechten, ſo oft 
a nicht eine ganze Zahl iſt, mehrere Werthe haben, fo entſteht 
jetzt bie ‚michtigfte ber Sagen, nämlich, welche diefer Werthe 
man abbiren muß, um R,, welche berfelben man fubtrahiren 
muß, um S, wirklich zu Befommen? — Um diefe Frage zu be 
antworten, toollen twir annehmen, daß n beliebig reel 9; dann 
muß man unterfcheiden, 
l. wem .cosz pofitiv ift, alfo (2eos 2) auch vo genom⸗ 
men werden kann; 
I. wenn. coaz negativ, alſo _ Yeoez peſitiv m folglich 
(— 20087)" einen einzigen poſitiven Werth unrftellen kann. 
ı Iſt nun erſtlich cosz pofitiv, und wird dann flat 
(2cosz)* fein pofitiver Werth geſetzt, und bat man ſich endlich 
überzeugt, daß bie Reihen R, und S, fonvergent find für biefe 
Werthe von -z, welche man jeßt im Auge bat, fo muß man- in 
(8. und 9.), wenn fie in (4. und 5.) gebraucht werben follen, 
die ganze Zahl. 5 der ganzen Zahl a gleich nehmen, damit bie 
Werthe für R, und.S, reell werden,‘ wie dieſes rn muß, 
Man Fr alfo, fo oft eoaz pofitiv if, - 
.- 120) . ;R, = (2eass)"-ensaf?ar-h2) . 
und 11) 5, = (As 7) - sinn(2ar-+ 7), 
two zur Rechten der Faktor (2000 2)0 feinen einzigen nofitiven 
Werth vorſtellt, waͤhrend man noch. nicht weiß, oh man flatt a 
bie Null fegen fol, ober welche ganze Zahl flatt a zu ſetzen ift. 
Weil jedoch die Gleichungen (10. und 14.) nicht für alle 
Werthe von.a.gelten, fondern nur für diejenigen, welche cpsz 
pofitio machen, folglich immer nur für zwei auf einander fol- 
gende Duabranten, für die nächften beiden aber dann nicht, 
wohl aber wieder für die man kommenden zwei Quadranten, 
u. f. mw. f.; fo behält a entweder immer einen und benfelben 
Werth, der nur einmal beſtimmt zu werden Braucht, um für im- 
mer beftimme zu feyn, oder es kann fir) der Werth von a dns 
dern müflen, fo oft z eine neue Kluft von zwei Quadranten 


60°: Mb. Kap. . SAL 


überfprungen bat, für welche bie Formeln (10. unb 11.) nicht 
gelten. fännen. Innerhalb je zweier Quadrauten Aber, für welche 
die Formeln (10. und 11.) wieder geltar, und wo gar nichte 
vorhanden iſt, was die Unterbrechung bes Stetigkeitsgeſetzes rechts 
fertigen Tönnte, muß a einen und benfelben Werth behalten. - 
Da nun für z=0, die Reife R, = 2° und: bie Rabe S,— 0 
wird, fobald man dieſe Neibe für z = 0 direkt betrachtet; und 
da biefelben Nefultate auch ans ben Formeln (10. und 11.) her⸗ 
vorgehen, wenn man Null flatt a feßt, fo folgt, daß man für 
alle Werthe von z, welche zwiſchen —4rr und Im liegen, 
für welche cosz pofitiv wird, und unter denen fich der fo eben 
gefegte Werth = 0 befindet, a == O nehmen muͤſſe. Die For⸗ 
meln (10. und 11.) geben daher 

12) R, = (2cosz)*cosnz und S, = (2eosz)".sinnz, 
und dann ift, wegen (2. und 3.) auch noch 

3) : R= (ls md S—=%0 
für alle Werbe von z zwiſchen —in und. His. 

Für z == Dun, 10 w irgend eine beflimmte ganze Zahl if, 
nehmen die Reihen R, und $,, wenn man fie direkt befrachtet, 
offenbar biefelben Werthe an, wie für z == 0, nämlich besüglich 
2* und 0. Die Formeln (10. und 11.) geben aber dieſelben 


Nefultate nur dann, wenn man a—= — u nimmt; folglich muß 
a — —u genommen werben für alle Werthe von z zwiſchen 


Qa—Hdr und (Zur, für weiche cosz poſitiv wird, und ' 
in deren Mitte z == 2un liegt. Die Formeln (10. und 11.) 
geben. baher | | . 
R, = (Zeos ⁊) · coo n(- Zur -2) == 
14) (2c0s?)%=cosn(2un —z), 
$, = ‚ (2oos2)"«ein n(—2un-+-27) = 
— — (2008 zZ)" sin n(2un —2), 
und, wegen (2. und 3.) dann auch noch 
15) \ R = (2cosz)°.cos2unn, ' 
S == (2cosz)*-sin 2unr 
für alle Werthe von z zwiſchen Zu-dr und Qn, 
wo u pofitiv, auch negativ, ganz gedacht wird.. 
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* IL Betrachtet man aber die Werthe von z, für welche cosz 
negativ, alfo — cosz poſitiv ift, fo daß ſtatt (— cos 2) ein por 
fitivee Werth geſetzt werben lann, ſo ſetze man in den Ger 
(6. und 7.) ftatt 

(2cosz)" zunaͤchſt (-2cos tl): 
dann (-2cos2)".(coam(2a-+1)r-+i-siun(2a+1)m), 
wo bie Potenz; (—2cosz)* ihren einzigen pofitiven Werth vor- 
ſtellt. Dann erhält man ſtatt der Gleichungen (8. und 9.) 
8) (1-Fe#i). — 
(—2eosz)*-[cosn((2a4+-1)r-+2)-Fi- sinn((2a--1)r-+z)], 
91) (1-re-2i) — 
(—2ecos 2)*[ cosn((26-+-1)r-+2)—i-sinn((26b-+-1)7-+7) ]. 

Statt der Gleichungen (10. und 11.) erhält man jegt, fo 
oft cosz negativ if, 

10) Ri = (— 2cosz)°.cosn((2a-+ Urxr-+2), 
11% $, = (—20082)*sinn(Za-+-I)a +2. 

Weil nun für z= (2Zur)n, cos?z = cosdz—=x. =], 
sin2z = sindz = 2c. & 0 wird, — fo geben die Reihen R, und 
S, für z=(2u +1) direft bezüglich) die Werthe 2 und 0. 
Diefelben Refultate gehen aber auch aus den Formeln (10. und 
11°.) hervor, wenn man daſelbſt (2u-+-1)r ftatt z ſetzt, alſo 
—1 flatt cosz, zugleich aber a= —(u+-]1) nimmt. Folg⸗ 
ih hat man für alle Werthe von z zwiſchen (Zus) und 
und (20 Yn (für welche cosz immer negativ wird, und in de- 
ren Mitte z = (Zur 1)r liegt), a= er 1) zu nehmen; 
und es tft baber 


12% * R, = (—2cosz)"-cos n(—(2u + Da-a), 
Ss, = (—2cosz)*. sinn —(2u-+l)r-+z), 

oder 
13%) |. =  (—2cosz)*cosn((2u-+ Dn -2), 
S, = — (— 20082)". sinn((2u-r1)r —z), 


nd dann auch wegen (2. und 3.), 
R = (— 2cosz)"-cos (2u -+ Dnz, 


14) 
| $ = (—2c0s2)*sin (2u + 1l)nz, 
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für jeden Werth von z zwifhen Qu-rsn und (2u-F+DR, 
tährend u Icgend eine pofitive ober negative ganze Zabl vor⸗ 
ſtellt *). 

Daß man aber, ehe man Reihen ſummirt, ſch vorher im⸗ 
mer uͤberzeugen muͤſſe, daß, oder doch wann, die Reihen kon⸗ 
vergent find, bedarf wohl kaum einer beſondern Erwähnung (vgl. 
bie Auffäge aus dem Gebiete der höhern Mathem. Berlin 1823. 
wo die wichtigften praftifchen Lehren für die Behandlung unend⸗ 
licher Reihen zufammengeftelt, und durch Beifpiele erläutert fi) 
finden). Ä 
| . 5 

Als neues Beiſpiel der Anwendung der Summations⸗Me⸗ 
thoden der ($$. 2. und 3.) geben wir die Aufgabe, welche im 
vorftehenden legten Kapitel der Statif ($. 169.) vorgekommen 
ift, nämlich die Reihe 


(T) .. —— ... 


gu fummiren. 
Nach ($. 2.) würde bie Summatiort biefer Reihe alledigt 


ſeyn, wenn man die Reihe 
—— 


*) In den „Auffägen aus dem Gebiete der höheren Mathematik“ 
Berlin 1823. hat der Derfaffer (in der vierten Abtheilung) die Summen 
diefer Reihen zuerk gegeben. Sie find auch von Poinſot und Cauchv 
eben fo gefunden worden, von Poinfot fa gleichzeitig, von Cauchy 
fpäter. — Der Berfaffer legt meniger Werth auf die Reſultate, als 
auf die ganz elementaren Mittel, welche er zu deren Erzielung angemandt 
hat. Früher hatten Euler und Lagrange gelehrt, daß DIE Reihe R für 
alle Werthe von z, alfe unter allen Umfänden = (2cosz)", und daß eben 
fo für jeden Werth von z, S=0 fey; Nefultate, die, wenn n nicht eine, 
ganze Zahl iſt, dem Dbigen zu Zolge, nur dann wahr find, wenn z iii 
fhen — und +37 liegt. Beide große Analyſten hatten verfäumt, bie 
Mehrdeutigkeit der Potenzen su beachten und gehörig in Rechnung zu 
bringen. ' Die mehrdentigen Ausdrücke entſtehen aber allemal da, mo vers 
fchiedene Zuſtände in einer und derfelben Rechnungsferm ausgedrückt ſich 
finden. Sucht man alfo mit der nöthigen Aufmerkfamteit die zuſammen⸗ 
‚ gehörigen Werthe heraus, fo wird man eine Menge von anfcheinenden Sons 
derbarkeiten des Kalkuls entweder nicht vorfinden, oder doch ſogleich auf 
den erſten Wegen erklärt haben. 


1 
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1 8 1 5 1 7 
Le X Hat 


fummiren fönnte Weil aber die Summe diefer Ießtern Reihe 
etwas verwikkelt wird, fo bifferenziirt man die Reihe T vier 
mal hinter einander nad) z, um nach und nach _ 

OT, = I a ea | 


IM, - * ind — Zeindz-t rein Tau, 


‚OT, = —cosz+}-cos3z — 3.008574 4.008 7T— *--, 
zulegt aber 

OT, = sinz— sin3z-F sin d5z— sinTz-F + 
zu erhalten; dann fängt man bei diefer lebten Reihe dT, ober 
bei der vorlegten ST, an, fummirt folche nach ($. 2.) und fin- 
det zuletzt T felbft durch fortgefegte Integration. 

Weil nämlich | 
1) xs—-ı’+r 1’ — "po - 


iſt, fo findet fich nach ($. 2.) ſogleich 


2) voesinz—v°-sin 3hv*- sin dz— ».. —7 1 


ir 1-+rx? 


v. eri veemi 
+v?.e2i ) 
— — — — | 
— 142V?.c08s 2z-+v*' 
Afo wird ud frv=1l | 

3) sinz— sindz + sindz— + —=0, d.h. HT, —=0, 
fo lange nicht 1-Fcos2z, &. h 2%cosz)?, oder cosz der Null 
gleich, in welchem letztern Falle der Ausdruck zur Mechten für 
v1 die Form $ annimmt, die Summe der Reihe daher für 
diefe Ausnahms⸗Werthe direkt gefunden werben muß *). 

Integrirt man nun die Reihe (2.) nach z, fo erhält man 


*) In der That wird für z=4r, 100 cosz=0 ift, weil dann sinz=1, 
sinz =—1, sinsz=-+-J1, ıc. ꝛe. wird, die Summe der Reihe 
HT, = IH HIHI HH 11, 
folglich unendlich groß, d. h. die Summe erifirt gar nicht, eben meil bie 
Reihe jeßt divergent ifl. . 
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4) — V.608 2-43 v*. cos 32 - Ivb. cos 532 VI. cos 72 — «.. 
17 2v 
a —3-— ig An cos 2) + const. 
Weil aber für z —0 diefe Neihe zur Linken in 
1 ‚7 2 
— ——S be &ẽ . — — —— — 
—v-v— iv ‚dh in rl ober ug I: 
übergeht, fo if die const. = O zu nehmen, fo daß man hat 
5) menan — brlreosäuckäwneoa Da Av oa Tee 


= 7 v? coe2). 
Set man hir v=1,fo hält man —O°T,, nämlich ‚ weil 
— = (d-+3)r if *), mo b Null ober jede beliebige poſitive 
oder negative ganze Zahl bebeutet, 

6) cosz—1-c0s3z-H}-.cosd5z—4-.cos 77 + =1hn-Hn, 
ausgenommen wieder ben Sal, mo cosz = 0, weil dann ber 
Ausdruck zur Rechten in (5.) für v=1 bie Form $ annimmt; 
fo daß für dieſe Ausnahms⸗Werthe von z die Summe der Reihe 
Direkt gefunden werden muß **). Aber gerade weil, fo oft 
eosz — O ift, dag Gefeß der Stetigfeit ber Reihe (6.) unters 
brochen wird, fo behält entweder zu immerfort einen und benfel- 
ben Werth, oder er ändert fich doch nicht zwiſchen —ır unb 
+1r. Denkt man fich aber z= 0, fo geht die Reihe (6.) in 
— — eine 


*) Wollte man bloß —— oder arc. tg ⸗ in nehmen, fo würde man 
die Mehrbeutigkeit der —* vernachläffi igen, da tg (u+-4) allemal 
+1 
ru oder 3 wird, fo oft m. pw irgend eine poſitive oder negative ganie 


Zahl geſetzt wird, da folglich * jeden dieſer Werthe (4 45)7 vorſtellt. 
Ob Null, oder welche ganze Zahl ſtatt „ geſetzt werden muß, damit die 
Gleichung (6.) richtig it, muß eben jeßt noch unterfucht werden. 
) Iſt cos20, alſo z=un in, 09 u irgend eine pofitive oder 
negative ganze Zahl vorftellt, fo if die Summe ber Reihe (6.) offenbar 
= 0, weil dann jedes einzelne Glied der Null gleich ift. 
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eine andere über, welche bekanntlich ben Werth in bat; folg⸗ 
ih iſt _ 

7) cosz — Feos 32 -·cos 2 —4-c0os7z «+ — in 
fuͤr alle Werthe von 2, welche zwiſchen — 17 und 
+37 liegen. 

für zn, ff oez= ce cos bꝛ txc. c. ⸗ —-1I, 

daher die Summe der Reihe (6.), wenn ſie direkt berechnet wird, 
= — in; die Formel Ib + irn giebt aber daſſelbe, wenn 
b= —1 genommen wird; deshalb muß in dem ganzen Raume 
von z—=in bi8 z = in, innerhalb welchem das Gefeß der 
Stetigkeit fih nicht ändert, b = — 1 genommen werben, und 
man hat daher aus, (6.) | 

8) cos1— becos3z-t-J:cosdz —1 0817-4 ++ = in 
für alle Werthe von z, welche zwifchen in und Ir 
liegen. . 

Verfolgt man dieſe Unterfuchung nur noch einen Schritt 

weiter, fo findet man allgemein 

9) c082— 3.608 32 3-c0sdz — +» = Ein, 
mo das (P) Zeichen zur Nechten gilt, fo oft cosz poſitiv iſt; 
wo dagegen das (—) Zeichen genommen werben muß für 
alle Werthe von z, für welche cosz negativ wird. Für alle 
Werthe von z endlich, für welche cosz S O ift, gilt die For⸗ 
mel (9.) gar nicht. 

Integrirt man nun, um unfere Haupt-Aufgabe weiter zu ver: 
folgen, diefe Gleichung (9.) auf's Neue nach z, fo erhält man 
10) sinn: sind + Seins = = Linz-+C, 
wo bie Konftante C noch näher beſtimmt werden muß, während 
rechts das (+) oder (—) Zeichen gilt, je nachdem z fo genom- 
men wird, daß cos z pofitiv, oder fo, daß cosz negativ iſt. Weil 
aber für z= 0 jebes Glied der Reihe (10.) der Null gleich 
wird, fo wird C=0 für alle Werthe von 2, welche zwiſchen 

— 17 und +17 liegen. — Fuͤr z = Pur, wirb die Reihe in 
(10.) zur Linken ebenfalls Null; der Ausdruck zur Rechten wird 
IL - : [30] 


1 
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Dagegen +iun?+-C; folglich mn C = — zum? genommen 
werben, für alle Werthe von z zwifchen (2u—z)n und (2ut-z)r. 
— Sir z= 2urb)r endlich wird die Reihe in (10.) zur. Lin⸗ 


7 tan ebenfalld — 0; der Ausdruck zur Rechten aber 


—:@u +)’ +6; 
folglich muß man c= = 1 du +-1)n? nehmen, fo oft z gmwifchen 
(2u -}+3)r und (u-+3)r liegt. 
Man hat daher 


11) sinn sin dr + Lisindz— = = In —Aun?, 


3° 5? 
fo oft z zwiſchen Qu —ı)n und (2u-r3)7 liegt; dagegen 
12) sinz— en sin Bat Zeein 52... = —Inz+i2url)n, 


fo oft z gwifchen (2u-z)n und (2u-+-F)r genommen wird. — 
So oft cosz = 0 ift, gelten endlich diefe Nefultate gar nicht. 
Nachdem wir in diefem Ießtern Falle die Art und WWeife, 
wie nach dem Sintegriren die Konftante beſtimmt wird, gehörig 
auseinartbergefeßt haben, auch daß dieſe Konftante immer einen 
andern Werth annimmt, fo oft bie Reihe das Gefeß der Ste: 


‚ tigkeit unterbricht; wollen wir von nun an nür den Fall be 


frachten, too z zwifchen —irn und in liegt. Man hat aber ' 
aus (11.), indem man 2 = 0 feßt, 

13) sinn — Zeindzt greindz— _ im 
für alle Werthe von z, melde stoifchen _;n und 
-+in liegen. 

Integrirt man nun dieſe Gleichung noch einmal, fo ers ,„ 
hält man . 

.14) 082 — :c00B2-t-2,:c0s5r — .—_ —In?+-C, 
wo die Konflante C (für z zwiſchen — irn und 4) noch 


- näher beftimme werben muß. Setzt man su dem Ende z—=0, 


ſo geht die Reihe links in 1 — 3 +3: .» über, während 


der Ausdruck rechts in C übergeht. Es ift aber die Summe 
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diefer Reihe zwar — Ar?; folche jeboch nicht fo augenblicklich 
zu finden. Wollte man deshalb in ber Gleichung (14.) lieber 
z ir ſetzen, fo würden alle Glieder zur Linken Ra werden, 
und man wuͤrde 


0 C, dp C= gr 


haben. Allein da man nicht weiß, ob überhaupt bie Form (14.) 


der Summe noch an der Grenze von z, d. 6. fr — —ın, 
oder z=1n, gilt, fo bleibt dieſes letztere Verfahren zur Be 
flimmung der Konftante zu gelangen, immer gewagt, und wäre 
bier hoͤchſtens nur dadurch zu rechtfertigen, daß bie Formeln 
(11. und 12.) für z=3n, alfo für a = 0 alle beide in ein; 
ander übergehen. Man braucht jeboch nicht gerade z = in, 
fondern fann z=1In.—x feßen, dagegen x mnendlich/ Fein fid) 
beten. Man bat dann 


' e087 == sinx, Cos3z2 == — sindx, eos * = sin dx, rc. x. 


und die Gleichung (14.) wird nun u 
ein gseein Bu die ain 5xæ = - snGr— a) +C. 
Da fih nun die Reihe linfs immer mehr der Null nähert, je 
kleiner x gebacht ift, und für x unendlich -Elein (wegen der un- 
endlich großen Nenner im Unendlichen) felber unendlich: Klein 

voird, fo hat man für diefen Werth von x 


0= —Ln"+C, dar C= Am. 
Es ift daher 
15) er c083z+ Zurcoebn = un? — ner? 


für alle Werthe von z swifhen —in und Hin. 
Wird nun zulegt diefe Gleichung (15.) noch einmal ı !tegrirt, 


fo erhält man, weil dag Refultat für z = 0, links = O wird, 


folglidy auch recht — O werden muß, 


16) ein — sin dat — — — zent, 
welche Gleichung jeboch auch nur gilt für alle Werthe von z, 
welche zwiſchen —4r und +37 liegen. 

[30* ] 
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Mit diefer Gleichung (16.) iſt nun unfere, Eingangs vorge: 
legte Aufgabe gelöft. 

WIN man aber unterfuchen,, welche Summe biefelbe Reihe 
in (16.) zur Linfen hat, wenn z>3r aber z<3n genommen 
wird, fo feße man z=n—u, während man ſich u zwiſchen 
—in und in denkt. Weil dann 

sin 2a-+1)2 = sin[(2a-+H1)r— (22+-bu] = ein (2a Vu 
iſt, ſo wird jetzt die Summe der gedachten Reihe genau dieſelbe, 
wenn man u, b. h. n—z ſtatt z ſchreibt. Man bat alſo 

\ 1m in einsatz ar, 
und diefe Sleichung gilt für alle ‚Werthe von 2, 
welche zwiſchen 47 und ®n liegen. 

Es ift Teiche auf dieſem Ieötern Wege weiter zu gehen, und 
bie Summe berfelben Reihe: zu finden, für alle Werthe von z 
groifchen 3 und I; dann zwifchen Ir und In, u.f.m.f. — 
Das Reſultat faͤllt dabei Teicht in die Augen. 


/ 


Zweited Kapitel. 





Bon der Entwikielung gegebener Funktionen in Reiben, bie , 
nah Sinus und Kofinus der vielfachen Bogen fortlaufen. 
\ (Eourier’s Reiben). 


8§. 6. 


Mar fol eine belichig gegebene Funktion p, in eine nach den 
Sinus ber vielfachen Bogen fortlaufende Reihe entwiffeln. 

Aufl. Man wende die Methode der unbeftimmten Koeffi⸗ 
cienten an, feße daher zuerſt 

po, — Aysinx-+>A,sin2ıi-+-A,sinds-h +, 

und ſuche nun bie unbeftimmten Koefficienten A, A., As, 26 xc. 
zu beftimmen. | 

Denkt man aber daran, daB wenn a und b wei beliebige 
ganze Zahlen vorftelen, dann allemal 
| JS. smaxsinbx-de — 0 iſt, fo oft a>b, 

dagegen, wenn a — b feyn follte, 
S. o in ax · ein bx-dx = S. „(sin dx)?-dx = In 

it *), fo wird man bie angenommene Gleichung mit sinbx 





*) Es if nämlich 
sinax-sindx = Jcos(a— b)x— Ico⸗ — 
und dieſe Formel geht für a — b in 


+. 
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multiplisiren, dann ftatt b nach und nach 1, 2, 3, 4 und jebe 
ganze Zahl ſetzen, zuletzt aber jede dieſer entſtehenden Gleichuns 
gen, nach x zwiſchen den Grenzen O und m integriren. Man 
erhält dann nach und nad) 

S. „9 Px’sinx-dx = imA,; 


S. „Pin 2x-dx = wrAÄ,;. j 


Ä S..,g.in3x-dı = mA u. ſ. wi; 
ſo daß Hieraus die unbeftimmten Koeffiienten A, A, A, ⁊c. ıc. 


gefunden werden. — Man bat folglich zulegt, wenn man in 
den beftimmten Integralen z flatt x fchreibt, alfo dz ſtatt dx *), 


1) 9, * as sin ax gsinar-de | 


wo S bie Summe aller der Glieder bedeutet, welche aus dem 
allgemeinen Gliede (in den eckigen Klammern) hervorgehen, wenn . 
aan ſtatt a nad) und nach Null und alle pofitiven ganzen Zah⸗ 

len fehreibt (das allererfie. Glied, mo a = 0 Bi ai wird 
aber lelbſt der Null gleich). 


§. 7. 
Sol 95 in eine Reihe verwandelt werden, die nad) Kofl. 
nus ber vielfachen Bogen fortläuft, fo feße man 
(O- p, = Bi-+B,-cosx-+ B,-c0os2x -+ B,-c0s3x-+ ++», 


(sindx)? = = 4 3cos2bx 
über. Daber if , = 
_ Ssinau.sinbx-dx = Fr 3b) sin (a — b)yx— Kur sin (at-b)x, 
fo lange a bon b verfchieben if; Dagegen für a=b 


Sf (sinbx)? «dx = ix — reinäbx. , Ä 
*) Man erhält offenbar eine und diefelbe Eonftante Zahl, ob man 
p,sinax integrirt nach x swifchen den Grenzwerthen D und z von x, oder 
ob Man g,sinaz nad z integeirt mwiſchen den ; Srenimerthen 0 und 7 
von z. 
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integrire zuerſt nach x zwiſchen ben Grenzen 0 und 5 
3 giebt \ 


\ 
„J...9:% = A, oder —E—— p,.dx. 


ultiplisirt man nun nach und nach bie Gleichung (C) mit 
8X, cos 21, cos3s, X. :., und integrirt man dann jede ber 
ser Gleichungen nach x, zwiſchen den Grenzen O und nz, fo 
haͤlt man nach und nach die Gleichungen, aus denen die Koef⸗ 
dienten B,, B., Bs, ꝛc. x. ſich ergeben, nämlich 


= Sa p,.co8 ax.dz. " 


” Man bat daher zuleßt, wenn man unter dem Integralzei⸗ 
hen 2 ſtatt x’fchreibt, 


_ =—/S,.. p, det [cos ax S. P, one) 


wo- 5 der Werth Null von a ausgeſchioſſen bleibt; oder 
auch 


2) 9., * 28 e ax. gurcosanda |, 


wenn man flatt a nach und nad) Null und alle ganzen Zahlen 


feat, dagegen von dem für a = 0 hervorgehenden Gliede nur 
die Hälfte nimmt. 


8 

So einfach diefe Entwikkelungen dee ($$. 6. und 7.) find, 
fo wichtig ifE die Beantwortung der Frage, ob folche auch rich- 
tig ſeyen? — Wir haben naͤmlich, um dieſe Reſultate (J. u. 2.) 
m erhalten, die Methode der unbeflimmten Koefficienten anges 
wandt, alfo vorausgeſetzt, daß eine folche Reihe, wie wir fie fu- 
hen, eriffire. Die gefundenen Refultate gelten alfo gar nicht, 
wenn die gemachte Vorausſetzung gar nie ſtatt haben follte, oder 
fie gelten doch nur in bem Umfange, in twelchem die Vorausfegung 
ſtatt Hat ohne daß das Geſetz der Stetigkeit unterbrochen wird. 
Die Unterfachung, ob überhaupt, oder in welchem Umfange Die 
mittelft.der Methode der unbeftimmten Koefficienten gefundenen 


A... Mean Sell. 5 8 


Reſultate gelten, muß daher ber Anwendung ber gebachten Me 
thode felbft allemal auf dem Fuße folgen *). 

- Man muß. daher nun 1) die Konvergenz der gefundenen Rei⸗ 
ben unterfuchen (da folche nicht nach Potenzen von x fortlau- 
fen); und in allen den Fälen, wo die Konvergenz ausgemittelt 
ift, 2) die Reihen felbft wieder fummiren, um zu. fehen, ob ober 
in welchen Zälen fie die Zunftion 9, wieder geben. 

Mir wollen aber bier zunaͤchſt vorausſetzen, daß die Konver- 
geng diefer Reihen bereitö erfannt fen, wir wollen baher bier 
nur noch die Reihen ſummiren; jedoch ſolche zuvor etwas um- 
formen. u 
Weil. naͤmlich -. , 
sinaxf „Persinaz.dz = S. „pNrrsinaz-sinax-dz, 


und | | 
sin az-singx = 2cosa(z —X)—2c084(z-+x), 
"weil ferner 


cos ax p,cosaz.dz = f , „9rrc0e42.c08 ax-dz, 


und 
cos az · eos axx — zcosa(2— 2) 3cosa (a3) 


ift, fo hat man 

| 3) S|sinaxf. „gesinguda] = 2. —8 .S[sinax-sinaz]- .dz 
= uf, „9, Sloosa(a-)1-deLf‘ 0 94"S_e08@(z+x) ]- .dz 

und noch 

4) S[eosax:f 19 92°C08 az.dz | = S. 29,"SLeos ax · cos aꝛ]· dæ 


* IB „09 Sleosatz-gI.df, Pe c08 a(z+x) |.dz, 


*) Früher alaubte man, daß die Reſultate, welche die Methode der 


unbeſtimmten Koefficienten liefert, keiner weitern Unterſuchung oder B⸗ 


ſtätigung bedürften, indem man wähnte, daß wenn die Annahme der Form 
nicht gerechtfertigt ſey, ſolches ſich während der Rechnung durch Wider⸗ 
ſprüche ſogleich herausſtelle. Wir haben gegen dieſe gefährliche Anſicht 
bereits in den „Aufſätzen aus d. Geb. d. höh. Math.“ Berlin 1823. ©. 39 ff. 
gewarnt, und gezeigt, daB Eein Wibderfpruch während der Entwikkelung ſich 
zeigen kann, ſobald die angenommene Form der Reihe auch nur in einem 
einzigen beſondern Falle zuläßig ſeyn ſollte. 
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ſtatt a ſowohl O,. ald auch jebe pofitive ganze Zahl geſetzt 
erben muß, um die Glieder der einzelnen Reihen zu erhalten, 
» aber, win a=0 ift, nur die Hälfte des Gliedes genom⸗ 
en werden darf, fobald die Meihen in (3. und 4.) zur Linken 
ıd dann auch die zur Nechten, diejenigen ſeyn ſollen, welche 
an in ben ($$. 6. und 7.) erhalten hat. 

Es kommt diefen Formeln zu Folge, nun alles zunaͤchſt dar⸗ 
uf an, Die Reihen 

S[eosa(z—-x)] und ‚S[eos a(z-+-x)], 
. h. 
E— | 

ober befier noch die allgemeinere Reihe 

1-+-v-c0s(z2E3) + v?-c0s(zEX) + V’-cosd(z Ex) ++, 
welche für v=1 in die obige übergeht, zu fummiren. 


$. 9. 


Die Summe biefer legtern Reiben findet ſich aber u. 
$. 2.) augenblicklich in fo ferne man 





I+str + = 
kennt. Man findet danach | 
S[vcosaagen)] = een 


\ 1—2v.cos(zEx)+V? 
Das allererſte Glied dieſer Reihe iſt — 1; fol ſolches aber nur 
a fepn, fo muß man rechte noch 4 (ußtrabiren. Dies giebt 


5) S[v*cosazzEx)] = Irene 
. 1 (1 — vꝰ) 
—— 


wenn links ſtatt des allererſten Gliedes (für a=0) nur deſſen 
Hälfte genommen wird, was wir von nun an bei diefen 
Reihen immer flillfchweigend vorausfegen wollen. 
Multipliirt man nun diefe Gleichung links und rechts mit p, 
und infegrirt man dann zwifchen ber Grenzen O und =, fo er⸗ 
giebt ſich | 


‚44 — Anhang. Rap. II. g10A. 
6 l. pr .S[ve -c08 a(2x)]- .dz . 


— J. — — — :p..dz. 
«0 (1—-v)?-+Avesin’d(zEx) ’” 
Der Beh des Integrals zur Rechten für v=1 if dam die 
gefuchte Summe der in (3. und 4. ) sur- Rechten vorkommen⸗ 
den Reihen. | | 
‘ " $. 10. l 

Segen wir nun ein: für allemal voraus, daß von 
z=0 an bis z=n hin, die Funktion ꝙ, nie den Werth @_ 
annehme;' To iſt der Ausdruck unter dem Integralzeichen (in 6. 
zur Mechten) für v—=1 alıemal der Null gleich, bie File aus⸗ 
genommen, in denen sinz(z—-x)—=0, ale z—x — 0, ober 
— 2yr wird, unter: 1 irgend eine pofitive oder. negative ganze 
Zahl verfianden. Man wird daher unterfcheiben müfien die bei- 
den Hauptfälle: I. wenn x zwifchen Zur: und (20 I)m liegt, 
und II. wenn x zwifchen (Zu--1)n und (2u--2)n (oder zwi⸗ 
fhen (2# — 1) und 2un) liegen follte. 
‚- A. Es liege x zwiſchen Zur und (2u--Drn; es ſey 
nämlih x = 2un-+-w, während w zwiſchen O und — liegen 
fol. Man bat dann 


=(2FW * alſo in) 8* nee); 


folglich injaeı) = sinl(um), 
alfo au) 
7) —— .dz 


= / dam .dz 
m «0 (I—v)’-F4v-sin? d(z=EWw) "PriR 
Gilt nun das (+) Zeichen in z=ex, alfo auch in zw, fo 
ift der Ausdruck unter dem Sintegralzeichen immerfort der Null 
gleich; für alle Werthe von z von O an big m hin. Alfo ift 
auch dag integral felbff der Null gleich (nach I. Th. Analyſ. 
35.). Folglich hat man 


I,. JS. p,.SLeosa(z-+x)]- da — —= (0 


ı 
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für alle Werthe von x greifen 2un und (2u--1)n, während ” 
ww jebe pofitive ober negative ganze Zahl bebeuter. 

Betrachten wir nun noch ben andern Fall, wo in z==x, ao 
auch in z=rw dad (—) Zeichen gilt. In biefem Falle ift ‚der 
Ausdruck unter dem Integralzeichen wenigftend dann immer Null, 
wenn nicht z == w ft; alfo iſt das Integral ſelbſt zwiſchen den 
Grenzen 0 und w—e, und wieberum zwiſchen den Grenzen 
w-re und rn immer noch der Nul gleich, und nur noch zu 
finden zwifchen den Grenzen w—s und w-He, wo « unendlich: 
klein gebacht werden kann.” Weil aber in biefem unendlich -Eleis 
nen Zwiſchenraume ber Werth bes Faktors p, von p,_, zu 
Pur übergeht, während 9,_, = 9, = Pr 44 genommen wer: 

- den kann, in fo ferne e unendlich⸗klein gedacht wird, fo kann - 
man 9, 9, als einen konſtanten Faktor herausſetzen, und 
man erhaͤlt ſtatt des Integrals (in 6. oder in 7. zur Rechten 
mit dem (—) Zeichen in zzEx) jetzt 

1— v? 
8) Fe’ ya rem wi 
| ı 490-9 
führt man nun hier den neuen Veränderlichen u ſtatt z ein, mit: 
teilt der Gleichung. 
 z=w-+u, alo dze= du, 
fo geht dieſes integral (8.) noch über in 


3(1— v?) . 
9) Fe SEA He sinꝰ zu ‚du; 


ıs—-(—D 


% 


— 


oder, weil dieſer Ausdruck unter dem Integralzeichen fuͤr alle 


negativen wu daſſelbe liefert, wie für alle poſitiven, nach (I. Th. 
Analyſ $. 40. Nr. 2.) 


3(1—v?) 
10) 20... (1—v)?-+-4v-sin? a7 
Nun ift aber nach (I. Th. Analyf. $. 32.) 
f: du _ 1 1 ,„—b-+a-.cosu 
a—b-cosu “ Ya pe cos a—b-cosu ' 


Afo geht der Ausdruck (10.) noch über in 


16 .. . Mabang. Kap. I. .$&.10. B. 
2 1 —2v+(1->-V?)-.c08s8 | 
11) In os cos 1--v?—2v.cose 


und giebt nun v 1 zunaͤchſt 
12) Du ed und dann Pu”) 


Es iſt alſo aus G. ), für S I, und wenn man zu glei: 
er Zeit ſtatt w feinen Werth. x — Zur fchreibt, Ä 


J,. S.. p. S[cosa.—x)]dz = Pa 


werm x zwiſchen Zur und (2u-4-1)r liegt. 

B. Es liege nun. x zwifchen: den Grenzen (2u—I)n 
und 2un; es ſey nämlid x = 2un—w und w twieber wie 
vorher wiſchen 0 und z, fo wird 

ı x = ıEw£2un, 
fogleich | 
sin’i(zex) = sin’l(z&w), . 
und man erhält daher nun. augenblicklich, permöge des fo eben 
in (A.) Entwiffelten, e 


| 4 „„9’Slcos J = ar FE 
und Ä 
> Sa P, ‚S[eosa@—2)] dı= =ß(, 
Fi alle Werthe von x zwiſchen Qu — Ir und Yun. 


{ 


*) Man hätte auch in (9.) einſtweilen v=1—h ſetzen und hun⸗ 
endlich⸗klein ſich denken können, fo daß h? gegen h außer Acht gelaffen 
wird. Dann ging das Integral felbft, wenn man iu, gleicher Zeit, da auch 
u nur unendlich» Kleine Werthe hat, bloß zu ſtatt zin u ſchreibt, über in 


h 
. a a 5 du, sder in ve St 


9 





Weil nun li do=,- Ei, fo geht dieſes letztere Relultat wieder 


1e ‚ & 
über in Ph während * h=0, cr = 
man ald Endrefultat wiederum zup,, erhält. 


:1, . 
15° = 37 if, fo var 
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C. Betrachten wir noch den Sall, wo x = 2un felbft ift. 
Man bat dann (in I. und H.) w==0; und z— w wird baher 
dann für feinen ber Werthe von z (welche von O an big zu = 
bin geben) negativ; alfo darf das Integral (9.) jetzt nur zwi⸗ 
fhen den Grenzen O und & genommen werben; folglich bekommt 
man jegt nur bie Hälfte von dem, was man vorher für daſſelbe 
Integral erhalten bat. — Man findet alfo, wenn x = Zur: ges 
dacht wird, fo daß 
| cosa(z Ex) = cosa(z7F2un) = cosar 


it, 
Mm, A. v Sleos aa Fr) ]-da | 


= JS. „094"S[eos a2 ]-dz = Lrtepy, 


wo Yo das bedeutet was aus p, wird, wenn man O flatt x 
feßt. — | 

D. Endlich betrachten wir noch den Kal, wo x—(2u—1)n 
ao w=r if. Es wird nun z— w, d. h. z—r für feinen 
dee Werthe von z, von O an bis hin, pofitiv; alfo kann man 
das Integral (8.) nur zwiſchen den Grenzen w—e und w, alfo 
dag Integral (9.) nur gwifchen den Grenzen —e und O nd 
men, fo daß man wiederum nur die Hälfte bekommt von bem, 
was man in (12.) erhalten Hat. Man Hat daher, wenn 
x = (2u—1)n gedacht wird, fo daB | 
cosa(2=x) = cos(az=an) = (—1)".cosaz 


— 
IV. S. Vv Sleo⸗ a(zx)de 


— O = ing, 


Alles dieſes gilt jedoch nur unter der Vorausſetzung, daß 
in allen den Reihen (J. — IV.) zur Linken ſtatt des allererſten, 
für a — O hervorgehenden Gliedes, nur deſſen Hälfte genom⸗ 
men wird; wie oben bereits erinnert iſt. 


/ 


Fi 


78°. nbem. Kap. IL: 8. 11. A.B. C. D. 


1u. 


Ritt man nun bie Summe der Reibe ($. 7. Nr. 2 zur Rech— 
ten) haben, fo muß man die beiden Gleichungen (I. und I,..), 
oder (TI,. und IL,.), oder bie beiden in (III.) oder enblich bie 
beiden in (IV.) des ($. 10.) gefundenen Summen bbiren und 
die Hälfte nehmen (nach $. 8. Re. 4.). 

Man erhält dann | | 

A. Wenn x gwilchen 2un und (2u-4 1) PR i 


J. S. cos vr cœas· da = UP aux 
B. Wenn x zwiſchen (2u—I)r und 2ur liegt, 
II. „5. cos ax V cos a-- «= = Img, xx 
C Wenn x * ift, 
III. S-[oosax g.rcosar-d: | | 
‘ x 2 v. 
= s.| J. „9 608ar-dz = 17099; 
melche Formel alſo gilt für | 
ı=—6n, = — An, = — a, —=0, = an, = An, = Bun, 


> = (2u+2)n = ıc. ı. 
D. Endlich wenn x = (Zu — Dr if, 


IV. S-[coaxf „gurcosaz-da | | N 
0 - 


= sn " guoosanıde | =E 4095, 
welche Formel alſo gilt fuͤr | | 
ı=—In, =—In, = —n, =, = -+H3n, = (2u—D)n, 

. = (Uu+l)n = ic. ı. 

Die Formeln (II. und IV.) gehen auch aus ber Formel 
(1.) hervor, wenn man bafelbft x = 2un,: ober ı= — (Zu+-]1)n 
ſetzt. Diefelben gehen aber auch aus ber Formel (II.) hervor, : 
wenn man daſelbſt x = Zn, oder x —= (2u —I)n ſetzt. Alſo 
kann man die Refultate (IH. und IV.) außer Acht, und die For: 


a 
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mein (I. und II.) nicht bloß zwiſchen, ſondern auch noh an 
. den für fie angegebenen Grenzen gelten laffen. 

Alte diefe Sormeln gelten aber nur unter der Boransfegung, 
dag man in ben Reihen zur Linken ſtatt des allererſten, fuͤr 
a — O hervorgehenden Gliedes, nur deſſen Hälfte nimmt *). 


⸗ 


$. 12. 


Will man aber die Summe der andern Reihe (6. 6. Nr. J. 
zur Rechten) haben, fo muß man (nach $. 8. Nr. 3.) diefelben 
im ($. 10.) gefundenen Summen von einander Inhtrahfeen und 
die Hälfte nehmen. Man erhält dann J 

‚A Wenn x zwiſchen Zun und Zu-t-I)n gt 


J. ® . :d _— 4 U —. 
Sina]. Preinazedz 27% —— 


B. Dagegen wenn x zwiſchen (2u — 1) und Zur liegt, 
U. s.| 1 . . i d — —? [) 
sin ax BEZ sin AZ-dZ 7t°p,, un" 


C. Iſt ferner x = 2un oder = (2u—)n, fo ift diefelbe 
Reihe allemal — O, weil jedes einzelne Glied Null iftz auch 
weil dieſelben Reſultate aus ($. 10. III. und IV.) hervorgehen. 

Da das allererfie Glied diefer Reihe (I. IL.) zur Linken (für 
a=0) den Werth Null hat, fo braucht man die Beichränfung, 
dag nur die Hälfte deffelben alererſten Gliedes zu nehmen iſt, 
hier nicht zu machen. 


$. 13. 


Giebt man in den ($$. 11. und 12.) dem w in den For⸗ 
meln (I) den Werth O, in den Formeln (IL) dagegen den 
Werth O und auch den Werth 1, fo erhält man: 


*) Sügte man in allen diefen Summengeichen für die Reihen zur 
Linken, zu dem allgemeinen Gliede noch den Faktor 1 — 10° hinzu, fo würde 
ſolcher für a= 0 ben Werth 4; für jede ganze Zahl aber, melche ſtatt a 
gefegt werden mag, ben Werth 1 annehmen. Dann drückten die Summen- 
zeichen die Reihen, welche hier betrachtet merden, vollfonmen aus, und 
man brauchte nicht erft noch mit Worten hinzusufügen, daß vom allerer- ‘ 
ken Gliede nir die Hälfte genommen werben fol. 
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A. Fuͤr alle MWerthe von x Bohnen 0 und nz (aus $. 12. 
Lund $. 11.1. für 4=0) iſt, 


| 1) S[einaef 9 „Pain 02a = 379, 

und dieſe Sormel gilt fchon nie mehr, wenn <— 0 ober 
1 ſeyn follte, es müßte benn zufällig p_ fo ſeyn, daß 9, = 0 
und 9, = 0 wäre; — ferner 


2) S- | cosex S.. p,.cosaz.dz | = In-p,, 


und biefe Formel gilt auch noch an den Grenzen, wo x = 0 
ode x—n if. 

B. gür alle Werte von x, siwifchen den Grenzen —ı und 
O (aus $. 12. IL und $. 11. IL für 4 0) iſt 


1) ‚Seiner „per aꝛ. dꝛ = —1nQ_,» 
hl - 

und diefe Sormel gilt fchon nicht mehr für x—= 0 und aud) 
niht für x —ı, wenn nicht gerade 9,0. oder 9, —= 0 ft; 
ferne . 

2) SS] cosax- f., p.cosazdz | = +37 Y_,.ı 
und dieſe Formel gilt auch noch an ben Grenzen, wo x = —An 
we x—0 iſt. 


C. Fuͤr alle Werthe von x zwiſchen und In (aus $.-12. 
I. und $. 11. I. für 41.) iſt dagegen - 


) Seiner. | ssinaz-dz | = —Iim 
* 2078 7 Peg x’ 


IM Formel fürx—=n und x 27 (don nicht mehr gilt, 
wenn nicht zufällig „= 0 und 9,,—= 0 feyn follte; endlich 
j 


S.| cosax- gp„cosaz.dz| = F4r°Pp,,_ 
JS x 


und dieſe Sormel gilt noch für x— nr, und auch für x — 2n. 
Diefe fpeciellen Formeln laffen nun, eben fo wie bie allge: 
meinern ber ($$. 11. und 12.) zur Genüge erfennen: „daß bie 
Entwiffelungen (NNr. 1. und 2. der $$. 6. und 7.) der 
beliebig gegebenen Funktion 9, von x, In Reihen, 
| welche 
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welche nach Sinus oder Koſinus ber vielfachen Bo⸗ 
‚gen fortlaufen, nur fo lange gelten, als der Werth 
von x fich zwiſchen den Grenzen O und — befindet; 
und daß die erfiere davon (die Sinus-Reihe) ſchon 
nicht mehr gilt, wenn x mit einer diefer Srengen 
ſelbſt zufammenfällt, wenn nicht an dieſer Grenze 
, » O iſt, daß aber bie Kofinus: Reihe noch an die— 
fen Grenzen, d. h. fuͤr — O und ı=n ſelbſ. gilt, 
wie auch ꝙ, ſeyn mag. 


§. 14. 


Will man nun nach Sinus oder Koſinus der Hielfochen Bo⸗ 
gen fortlaufende Reihen haben, welche eine beliebig gegebene Funk⸗ 
tion vorſtellen fuͤr alle Werthe von x, bie O oder a find, oben 
zwiſchen O und a liegen, unter der Borausfegung, daß a irgend 
‚ dine gegebene pofitive Zahl ift, fo fegt man in den Sormeln (I.. 


I. des $. u zuerſt =, und f, ſtatt 9 dann =, 


md z= —, fo daß d= —.dxl wird; dadurch werden die 
Grenyverthe von x’, welche mit ben Grenzwerthen 0 und a von 
z mittelft derfelben Gleichung z = = sufammenhängen; bezüge 
ih O und a. Indem man zulegt ftatt f., d. h. ſtatt fa wies 
berum 9, ſchreibt (alfo auch ſtatt wiederum ꝙ. fo erhält 


man fogleich, wenn man zuletzt lieber b ſtatt a, und x ſtatt x 
ſchreibt, 


I. / . 9,.S| cosb EN a =0 
0 


I. S.. —* co RE 9 \ da!’ = e.. 


wenn man nur jebesmal links vom allererſten Gliede (für b=0) 
bie Halfte nimmt. 


u. | [31] 


r 


1 Anhang, Kap. IL . g. 15; 


Subtrahirt man aber bie obere. Gleichung von der untern, 
fgserhält man, wenn man wieder z ſtatt x’ fehreibt: 
brrx 


® 2 00, bz u 
II. 7 ·Sl si in — ae ‚ein Ede | =. 
Und werden bie Sleichungen (tl u. II.) gu einander addirt, fo 
ergiebt fe noch 
2:1 m p bur | 
„IN. Be cos. u. en] = 95: 


wenn wiederum links vom allererfien Gliebe (für b—=0) tur 
die Hälfte genommen toird. 
Die Gleichung IH. gilt für alle Werthe von x zwiſchen O 


und a, aber:nicht mehr für. x = 0, oder für x aa ſelbſt, eg 


müßte denn bie Funktion ꝙ, ſo feyn; daß fie = Q wird, for. 
wohl für:x = 0.al6 auch für x = a, was die Reihe zur Lin⸗ 
ken. in. beiben Faͤllen auch wird. .Die Gleichung (IV.) dagegen 
gile für. x—=0, fürx=a und für ale Werthe von x zwi⸗ 


ſchen O und 3 tie auch die Zunftion P, an den Grenzen, nam: 


lich für <= 0 und für x = a, nur immer feyn mag. 
. Die Funktion p, kann dabei von x—=0 an bis xs—a hin 
continuirlich, d. h. durch eine und biefelbe analytifche Zufam- 
menfeßung ausgedrückt ‘oder discontinuirlich ſeyn, d. h. Inner: 
balb. ber ‚gedachten Werthe von x ihren analpeifchen Augdruck 
ändern, wenn man nur in den integralen flatt p,, ober p, die: 
jenige Funktion fegt, welche für Die jege im Auge habenden 
Werthe von x, als Funktion von x herauskommen ſoll. 

\ 


⸗ 


6. 15 
Will man Reihen haben, welche jede Funktion , von 
x—a an bis u x— -a hin ausdruͤcken, wo a eine be⸗ 
liebige poſitive Zahl vorſtellt, ſo muß man in den Formeln (III. 
IV. des vorhergehenden\$. 14.) zuerfi 2a flaft a, dann f, ſtatt 
p,, hernach x=r-+a und z=xi+a, alfo dz — dx', zu: 
legt aber wiederum De ſtatt f BAR alfo auch p, ftatt f,,. ſetzen. 


I 
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Man erhält dann fogleich, wenn man zulegt wieder x flaft x 
und z ftatt x’ fehreibt: 


1 Asfein mt) u Jarri aba Je br (za), da] = — 2 


für alle Werte von x ;wifchen — a unb -Fa, aber nur bann 
für x —a und x=-+a felbft, wenn bie Funktion 9, für 
diefe beiden Werthe wirklich) der Nufl gleich feyn ſollte; 


n. — —** ED N co „eat .d | = =, 


a-(—) 
für alle Werthe von x zwifchen —a und a und auch noch 
für s=—a und = ra felbft, wenn nur links in der Reihe 


ftatt des allererften Gliedes (wo b* 0 ift) deſſen Hälfte ge: 
nommen wird. 

Um diefe Reihen für ꝙ, noch weiter umzuformen, fege man 
noch 26 flatt 6, um alle geraden Zahlen, dann aber 26-+-1 fatt 
b, um auch alle ungeraden Zahlen ftatt b gefeßt zu haben, fo ger: 
legt ſich dadurch jebe biefer Reihen in zweie, wovon die eine 
bloß die geraben, die andere bloß die ungeraden Glieder der an- 
fänglichen Reihen hat. Bemerkt man dabei noch, daß 


co Fr + = cos (SE +6) = J—— 
in or 4 b 
5 ——— — br) = (Drsin; | 
und 
0.26 +Dgls+ a) MERBERR (26 - DY, > 00 
cs, =D an 2a 0°” 
; 26 + (2b + 1)n(x x+a) _ (26 -+lÜnx 
02a =D" og 


ift, und daß Diefelben Umformungen gelten, wenn z flatt x ge: 
feßt wird, fo erhält man 
’ [31*] 


— 
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_e 1.5 bin bar p er 
a a a \ 


IH. 7907 | 
+ 8 (fr, Bee dz —9 


a;-(wa) 
welche. Formel gilt fuͤr alle erthe von.x zwiſchen —a und 
$, fü Disfe Wertpe von x wirklich der Null gleich ſeyn ſollte; 
— ferne 


— la — 109 cos mE. 94008 . un] 


-2) 


ar Dr +l)sx In. ‚sin (26 + l)rz .d ‚|=: 9% 
(2) . 


welche Formel fuͤr alle Werthe von x zwiſchen — a und +3, 
und auch für x=—a und x—= -Fa felbft noch gilt. Dabei 
haben wir dasmal in dem einen Summenzeichen noch den Fak—⸗ 
tor 110° eingefchoben, um die genaue, durch nichts weiter 
befchränfte Formel zu erhalten, teil dieſer Faktor S 1 iſt, fo 
oft b>0; dagegen = —=tift, fo oft 6= 0 genommen wird. 

Man kann nun auch Funktionen P, ausdruͤcken, welche zu⸗ 
gleich noch eine oder die andere beſondere Eigenſchaft haben. 

A. Wil man z. B. eine Funktion 9, ausdruͤcken für alle 
Werthe von x zwiſchen — a und +a, welche zugleich die Ei⸗ 
genſchaft hat, daß 

= 92 alſo 9, 9 
wird, d. h. welche fuͤr gleiche, uͤbrigens poſitive und negative 
Werthe von x allemal, denſelben Werth annimmt, fo hat man 
(nach I. Th. Analyſ. $. 40. Nr. 3.) unter dieſer Vorausſetzung 
(2b -+1)mz | 
PT, nd 
a-(— 8) 


und | > Sprint =(,. 


a—(—a) 4 


IV. 


=0 


' 
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waͤhrend bie andern Sintegrale, welche flatt des Sinus ben Ko; 
finus unter dem Integralzeichen haben, bloß zwilchen den Gren⸗ 
sen O und a und dann doppelt genommen zu werden brauchen 
(1. TH. Analyf. $. 40. Nr. 2.). 

Die „hung (III) wird dadurch 

V. as cos — Lu =o, 
und ift gültig für alle Berthe von x gwifchen —a und +3 
jeboh für xz—=—a und x=-+a nur dann, wenn für diefe 
legten Werthe 9, = 0 werden follte. 

Die Gleichung (IV.) bogegen wird 


VI. 2.sJla- zod) · cos =. fen æ 9, 


und iſt gültig für alle Werthe von x zwiſchen x —a und 
x=-+ra, auch mit Einfchluß biefer beiden. 

Die Sormel (VI) ift genau die Sormel (IV. des $. 14.), 
nur daß fie unter der jegigen Boraugfeßung nicht bloß von 
10 bis x —=.a, fonden von x—=—a an bis x=a gilt, ' 
tie fich die letztere im ($. 14.), wenn man die hiefige Vor⸗ 
ausfegung macht, auch von felbft verfteht. 

B. Wil man aber eine Funktion p, ausdrücken. für alle 


Werthe von x zwiſchen x=—a und =-+a, und melde 
die Eigenfchaft bat, daß 
I_, = 791 alfo 9_, = 9, f 


wird *), d. h. daß die Werthe von 9, für gleiche aber entge: 
gengefegte Werthe von x, felber gleiche aber entgegengefeßte 
Werthe annehmen, fo bat man unter dieſer Vorausſetzung 


—/ 4dꝛ —0 = Sop.cos a, da 


a--(—a) a—-(—a) 


*) Diefe Bedingung hat die andere in ihrem Gefolge, daß für x=0 
. et PER a h. 29, 2 0, 
alſo 9, = 0 iſt, d. h. daß 2, für x=0 ſelbſt der Null gleich wird, wor⸗ 
auf wir bier befonders aufmerffam machen. 


6 : ° Anbum. Kap, I. . 16. 


und Me Su = ” g,sin 


ay(—a) . 
en) ' 


| Die Gleichung (III.) giebt nun 


VII. — f guein E, a] = = 9. 


a—0 
und dieß iſt genau die Formel CH. bes $. 14.), nur daß fi ie 
unter ber jeßigen Vorausſetzung nicht bloß für alle Werthe von 
x zwifchen O und a, fondern auch für alle Werthe von x zwi⸗ 
{hen —a und ra gilt, wie ſich dies legtere fehon im ($. 14.) 
von felbft verfteht, fobald man dort noch die hiefige Voraus; 
ſetzung macht. Sie gile aber nicht für x = —a.und für 
xs=-+a, wenn nit p, felbft für dieſe Werthe von -x ber 
Null gleich ſeyn ſollte. 
Die Gleichung ( IV.) giebt dagegen 

VII. sin ED, P, sin erg, 
und diefe ift wieder gültig für alle Werthe von x, von.x—= —a 
an bis zu x ra einſchließlich. 


% 16, 


. Hat man aber Reihen gefunden, welche Q, aubrücken, ſo 
oft x zwiſchen gewiſſen Grenzen liegt, fo iſt Elar, daß wenn man 
diefe Neihen nach x bifferenzüirt 1 mal, 2 mal u. f. f.; man 
noch Reihen erhalten werde, welche die Differenzial: Koefficien- 
ten dp, O’p,, 2c. 2c. ausdrücken werden, für alle Werthe von 
x, welche zwiſchen denſelben Grenzen liegen. Uebrigens iſt es 
in den Anwendungen nicht einerlei, welche der verſchiedenen, fuͤr 
P, gefundenen Reihen man ſtatt F, ſetzt, ſondern man wird je: 
desmal eine folche Reihe herausſuchen und dafür fegen, welche 


/ 
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allen den Nehenbedingungen noch genügt, . bie von der Sunftion 
gp, erfüllt voerden follen. 


q. 17. 


Sourier, dem wir alle Nefultate des gegentvärtigen Kapi⸗ 
tels verbanfen, hat dadurch, daß er zuerft darauf aufmerkſam 
machte, wie biefe nach Sinus und Kofinus der vielfachen Bor 
gen fortlaufenden Reihen discontinuirliche Funktionen eben 
fo gut darſtellen als continuirliche, für die mathematifche Phyſik 
gleihfam ein neues Feld eröffnet, auf welchem feine Nachfol⸗ 
ger, und darunter namentlich Poiffon rüftigen Schrittes ein» 
berfehreiten. — Wir haben hier Übrigens nur bie wichtigſten 
und einfachſten Reſultake gegeben, aber fo geſtellt, wie dies uns 
ſeren eigenen Arbeiten und Anſichten gemaͤß, auf die wir zum 
Theil im erſten Kapitel hingewieſen haben, uns zweckmaͤßig ge⸗ 
ſchienen hat. Wer ausfuͤhrlicheres wuͤnſcht, findet ſolches in 
Fourier's Théorie de la chaleur. 1822 *). 


*) Poiſſon ſchreibt die Reihe 


‚px rl f zn | 


dem Lagrange zu, und eitirt bie Hiscell math. Phys, Taur. T. IH. p 
261. — Allein, wenn wir auch dem Scharfſinne des Lagrange überall 


und befonders in jenen Abhandlungen den größten Beifall zollen und zuge⸗ 
ben müffen, daß er feinen Nachfolgern faft überall die Wege gezeigt hat, fo 
fagt doch Lagrange mit su Elaren Worten, „daß er die Reihe nur als eine 
Interpolations⸗Reihe anſehe““, endlich auch, „daß man eine discontinuirs 
liche Sunktion nicht in folche Reihen verwandeln könne;“ fo daß naments 
lich in diefer letztern Beziehung dem Kourier das Prioritäts⸗Recht nicht 
fireitig gemacht werden Tann. Es mag nach dem, was Lagrange a. a. O. 
geleiftet hat, nicht ſchwer geweſen ſeyn, das Wahre in ber Formel zu fe 
ben; allein Sourier hat e8 doch suerft darin gefehen; und daß das Zu⸗ 
erfifehen nicht immer fo ganz leicht ift, bemeift nicht bloß im Allgemei⸗ 
nen das Ei des Columbus, fondern hier auch in's Befondere noch der Um⸗ 
fand, daß Poiffon daffelbe nicht vor Fourier gefehen hat, obgleich die 
oben angeführte Sormel des Lagrange feit 1760 mindeftens, fchon allen 
Mathematikern bekannt feyn Eonnte. — Wer fich für diefe Unterfuchungen 
intereffirt, mag’ noch Fourier’s oben’ angeführte Theorie de la chaleur 
1822 mit Poiſſon's Theorie mathem. de la chaleur 1835 vergleichen. 
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Wir wollen aber hier noch zeigen, durch welches Verfahren 
Fourier von dieſen unendlichen Reihen aus, zu einem zwiſchen 
den Grenzen O und oo genommenen beſtimmten Integral gelangt, 
durch welches er dann ebenfalls eine beliebige Funktion 9, dar⸗ 
ſtellt. 

Man gehe naͤmlich von der Formel (8. 14. II.) aus, und 
ſetze in ihr 2a ſtatt a, fo daß man erhält 


Js p,S eos ER —® 2]. dx! = 22-9... 


Diefe Sleichung ift aber gültig für ale Werthe von x zwiſchen 
O und 2a, und an dieſen Grenzen ſelbſt, wenn nur in der Reihe 
zur Linken vom allererſten Gliede (für b—0) die Hälfte ges 
nommen wird. In dieſer Gleichung ſetzt man nun ax ſtatt 
x und a+-x! ſtatt x’, fo wie F, ſtatt ꝙ. . alſo auch F ſtatt 
P, „ und man erhält 


* F,+S co ER | d!’ = F,, 
a-(—) 
\ I._ 
oder zus Jr er | = F,, 


0) 
welche gilt für alle Werte von x zwifhen —a und 4a, fo 
mie noch an den Grenzen felbft. 
"Man macht nun 
\ 9 


= ba u, 


2a 
und die vorfichende Gleichung geht über, weil jet 


wird, in 


sl f F,..c08 ale! —s)edrt | =F,, 
(0) 
wo ſich das Summenzeichen S auf alle Werthe von u=bs be 
sieht, von u= 0 an bis um na — m. 
\ Wird 
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Wird nun a unendlich groß, fo wird e unenblich-Elein, und - 
kann, weil e der Unterfchied der auf einander folgenden Werthe 
von u ober be iſt, durch du bezeichnet werben, und bie burd) 
S angezeigte Summe geht dann nach (I. Th. Analyf. $. 35.) 
fogleich in ein Integral über, fo daB man nun hat 


Or f| JFrrua'—n-dr |du= Fr 
040 (0) 
welche gilt für alle Werthe von x zwifchen — und *). 

Auch dieſe Formel gilt für jebe discontinuirliche Sunftion 
Fz eben fo gut, wie für jebe continuicliche. 

Anmert. Wollte man übrigens biefe Entwikkelungen Feiner 
willkuͤhrlichen Sunftion p, in Reihen nad) Sinus und Kofinus 
ber vielfachen Bogen gebrauchen um gegebene folche Reihen zu 
fummiren, wie dies Poiffon empfiehlt, fo könnten wir bier 
unfere Zuftimmung in fo ferne hicht mit vollem Herzen geben, 
als das Verfahren ein fehr indirektes ſeyn würde, waͤhrend ge 
rade sur Summation von Reihen bie direkteften Methoden im: 
.mer zugleich auch bie empfehlenswertheften find, und in jedem 
Balle daſſelbe leiften, wag jede indirefte Methode 
nur immer gu leiften vermiag. 


§. 18. 

WIN man aber zuleßt noch die Konvergenz einer dieſer Nei- 
ben unterfuchen, fo kann man ſich gar nicht, wie Poiffon ge 
than bat (Mecanique 2” edit. T. I. pag. 647.), damit be: 
gnügen, daß man zeigt, wie die Glieder der Reihe immer klei⸗ 
ner und zuletzt unendlich⸗klein werden, weil es bekanntlich eine 
große Anzahl unenblicher Reihen giebt, welchen diefe Eigenfchaft 
zukommt, und welche keinesweges fonvergent find (tie, um nur 
ein Beifpiel anzuführen, bie Reihe 


*) Daß man vom allererfien Gliebe die Hälfte nehmen müſſe, bat 
jest Teinen Einfluß mehr, weil für a= ©, alfo = == du, dieſes allererfie 


Glied umendlich>Hein wird. 


Uebrigens Tann bie Richtigkeit dieſes Endrefultates auch dirett. nach⸗ 
gewieſen werden. 


u. | [32] 


‘ 


“ ‚ 


\ 
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1 +Hit3tit3t+1t+-); 


fondern man muß die Summe einer unbeftimmten Anzahl n von | 


Gliedern der Reihen zu beflimmen fuchen, und dann nachwei⸗ 
fen, daß ſolche für n — ao zwifcgen befiimmten Grenzen liegt. 


In Bezug auf die Reihen der ($%. 6. u. 7.) ‚braycht man | 


diefeg Verfahren (nad) $. 8.) natürlich nur für bie Reihen 


pur a(z= | 


angutoenben, weil erfiee a aus letzteren durch bloße Asien und 
Subtraftion hervorgehen. 

Und beginnt man mit biefer unterfuchung uͤber bie Konser- 
gen; der Reiben auf diefem Wege, wie folches nach ($. 8.) haͤtte 
gefchehen follen; fo fann unfere Summation .($$. 9. 10.) in ſo 
ferne gang überflüffig werden, als die Summe von n Gliedern 
wenn fie für n = w ausgemwerthet werden kann, zu gleicher 
- Zeit die Summe von unendlid) vielen Gliedern, alfo die Summe 
der ganzen unendlichen Reihe liefert. 

. Wir übergehen jedoch hier bie Unterfuchungen über die Kons 
vergeng biefer Reihen des Fourjer, und verweifen „den Lefer 
noch) einmal auf die fchönen Beweiſe der Konvergenz von Die 


richlet in Crelle's Journal für Mathem. (Jahrg. 1829. 


1. Heft.); und in Dove's Archiv (I. Bd. 1836.). 
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